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Allgemeines. Didaktik. Bibliographisches. 


Costa, Newton C. A. da und J. M. Cardoso: Die Strukturen der Mathematik. 
Sos. Paranaense Mat., Anuärio 3, 42—49 mit engl. Zusammenfassg. 1956 [Portu- 
giesisch ]. 

‚ The authors’ purpose was to point out, for some students of the University of Paranä, 
the jmportance of Abstract Algebra and Topology in the construction of Modern Mathe- 
matics. Engl. Zusammenfassg. 

Menger, Karl: What are x and y? Math. Gaz. 40, 246—255 (1956). 

Verf. hält es für tunlich, daß die begrifflichen Unterschiede, wie sie bei den ver- 
schiedenartigen Verwendungen der Zeichen x und y vorliegen, auch äußerlich durch 
feststehende Formunterschiede kenntlich gemacht werden. An vielen Beispielen 
zeigt er, wie dies gemäß seinen Vorschlägen (K. Menger, Calculus, a modern ap- 
proach, s. dies. Zbl. 65, 33) geschehen kann. Wieso aber z. B. dem Verständnis mehr 
gedient sein soll, eine Transzendente über einem algebraischen Körper nicht mit x 
zu bezeichnen sondern mit *, und ihr Quadrat dann mit *, usw., ist dem Ref. nicht 
klar geworden. G. Aumann. 

e Carathöodory, Constantin: Gesammelte mathematische Schriften. Heraus- 
gegeben im Auftrage und mit Unterstützung der Bayerischen Akademie der Wissen- 
schaften. Bd. VI, V. München: C. H. Becksche Verlagsbuchhandlung 1956, 1957. 
IX, 494; XV, 447 S. Je geheftet DM 43,—, Leinen DM 48,—. 

(Vol. I, II, III, v. ce Zbl. 58, 241.) Le quatrieme volume comprend la suite des 
travaux relatifs a la Theorie des fonctions et ceux consacres aux fonctions re£elles. 
Les premiers sont groupes en les sections suivantes: F. Konforme Abbildung; Rand- 
abbildung. G. Normale Familien. H. Spezielle Problemstellungen. I. Funktionen 
von mehreren Veränderlichen. La deuxieme partie, Reelle Funktionen, comprend 
les sections: A. Maßtheorie. B. Eineindeutige Abbildung. ©. Algebraisierung des 
Integralbegriffes. — Avec le cinquieme Volume s’acheve l’Edition des Oeuvres de 
C. Caratheodory, edition en tous points remarquable tant par les qualites de la 
presentation que par les soins apportes par une Collaboration & laquelle, H. Tietze, 
dans la preface de chacun des Volumes, a tenu & rendre hommage. Ce Volume 
comprend, & part quelques Notes de geometrie et de th6orie des Equations aux 
derivees partielles, tous les articles de caractere biographique et historique, ainsi 
que les Compte-rendus et analyses d’Ouvrages. On y trouve aussi trois Notes 
posthumes: Das einfache Pendel für große Anfangsgeschwindigkeiten — Auszug 
aus dem Vorwort zu ‚„Reelle Funktionen Bd. II“. Die Theorie des Integrals. — 
Länge und Oberfläche. En plus d’une Notice autobiographique, le Volume s’acheve 
par un hommage & Caratheodory rödig6 par Erhard Schmidt. Th. Lepage. 

o Belgodere, Paul: Conferences de Documentation Mathematique. (Documen- 


-tation Math&matique. Fasc. 4—32.) 3e. ed. Paris: Secr&tariat Math&ematique 1956 Sp. 


Enthält eine Zusammenstellung bibliographischer Hilfsmittel für den Bibliothekar. 

e Estöve, Madeleine: Röpertoire des congres et ouyrages collectifs figurant ä la 
bibliothöque de I’Institut Henri Poincare (Cabinet du Departement des Sciences mathe- 
matiques). (Documentation Math&matique. Fasc. 34.) Paris: Secretariat Mathe- 


. matique 1956. 94 p. 


Le prösent r&pertoire rassemble les references des „‚ouvrages collectifs“ figurant & la biblio- 
theque de l’Institut Henri Poincare. Sauf cas particuliers, tous ces ouyrages sont formes 
d’artieles signes de divers auteurs. Ils sont ainsi susceptibles d’ötre „depouilles‘“ par les biblio- 
graphies specialisdes (une analyse par article, et non pas un analyse globale pour tout l’ouvrage), 
d’ötre cataloguös comme „anonymes par exces d’auteurs” dans les catalogues de bibliotheque 
(avec pr&pond6rance donn6e & la collectivite auteur ou au titre comme vedette de classement), 
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et d’ötre eites de facon incorrecte ou inclompete dans les röferences bibliographiques. A ce titre, 
ils sont moins faciles A commander en librairie, et & collectionner, que les ouvrages & auteur uni- | 
que ou & auteur principal, ou que les periodiques & periodicite reguliöre. Aus der Einleitung. 

o Arbeiten der dritten mathematischen Unions-Tagung Moskau, Juni bis Juli |) 
1956. Band I: Kurzer Inhalt der Sektions-Vorträge. Band II: Kurzer Inhalt der Über- | 
siehts- und der SektionsV-orträge. Moskau: Verlag der Akademie der Wissenschaften || 
der UdSSR 1956. 236, 166 S. R. 14.70, 10,—. [Russisch]. 


Die beiden Bände enthalten kurze Referate über etwa 550 Vorträge, die auf der Tagung | 5 
gehalten worden sind, und geben damit ein eindruckvolles Bild von der Fülle der mathe- | 


matischen Forschung in der UdSSR. (Zum Vergleich: auf dem Internationalen Mathematiker- || 


kongreß in Amsterdam 1954 ca. 650 Vorträge.) Davon geben mehr als 100 Vorträge eine Über- | 
sicht über Ergebnisse und Probleme der Forschung, die übrigen sind speziellen Fragen ge- 
widmet. Die Vorträge verteilen sich auf 13 Sektionen: Zahlentheorie, Algebra, Differential- 
und Integralgleichungen, Funktionentheorie, Funktionalanalysis, Wahrscheinlichkeitstheorie, | 
Topologie, Geometrie, Mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik, Numerische ı 
Mathematik, Mathematische Probleme der Mechanik, Mathematische Probleme der Physik, I 


Geschichte der Mathematik. Es fehlt ein Autorenverzeichnis — vielleicht ein Indiz (das ein- |\ 


zige!) dafür, daß das Werk noch nicht abgeschlossen ist. — Die Referate werden in diesem Zbl. || 
nicht einzelnen angezeigt. E. Pannwitz. 


Geschichte. 


Viola, Tullio: Il problema della formazione dei eoncetti fondamentali della ! 
geometria. Scienza e Tecnica, n. Ser. 1, Nr. 1, 11 p. (1956). 


L’hypothese de Poincar&, que l’A. juge vraisemblable, sur le parall&lisme entre | 


l’evolution ontogenetique et phylogenetique des notions mathömatiques elemen- 
taires, est mise en contradiction avec les r&sultats des plus recentes recherches 
de Piaget.sur l’ordre genetique des structures geometriques chez l’enfant. Pour | 
r6soudre cette antinomie (plus apparente que reelle) ’A. propose une etude plus | 
approfondie des civilisations anterieures & la civilisation grecque, ainsi que des 
peuples actuellement encore & l’etat primitif. Cette proposition est accompagnee de 
plusieurs commentaires personnels. P. Puig Adam. 

eo Boyer, CarlB.: History of analytie geometry. (The Scripta Mathematica 
a 6/7.) New York: Scripta Mathematica, Yeshiva University 1956. IX, 291 p. 

6.00. 

Einzelne Kapitel dieses wohlausgestatteten und glänzend zu lesenden Werkes 
sind schon seit 1950 in den Scripta Mathematica erschienen (dies. Zbl. 40, 289; 44, 
245; 50, 2; 52, 2) und nunmehr unverändert zum Abdruck gekommen. Die reich- 
haltige Übersicht des Verf. stützt sich größtenteils auf gute Zweitliteratur; sie be- 
ginnt mit den ersten Versuchen der Ägypter und Babylonier und endet mit einer 
Überschau über die Leistungen in der 1. Hälfte des 19. Jh. Die Einzelheiten sind 
innerhalb des sehr flüssigen Textes nur stichwortartig angedeutet; bei so weitge- 
spanntem Rahmen ist Vollständigkeit nicht zu erwarten. Unbeachtet sind z.B. 
Huddes Beiträge zur analytischen Raumgeometrie. Im Literaturverzeichnis sind 
die mathematischen Werke der Griechen nur in englischen und französischen Über- 
setzungen aufgeführt; die Titel mancher Originalschrift werden sonst üblicherweise 
anders verkürzt. Erwähnt werden auch Werke, die Verf. nach Abschluß seines Mskr. 
kennengelernt hat. Das Register mischt unzweckmäßig Namen und die etwas dürftig 
aufgeführten Sachen. Trotz dieser und anderer kleiner Mängel ist das Werk zur ersten 
Orientierung und als Nachschlagewerk sehr geeignet. J.E. Hofmann. 


e Dijksterhuis, E. J. (edited by:) The Arenarius of Archimedes. With glossary. 
(Textus Minores. Vol. 21.) Leiden: E. J. Brill 1956. 24p. 1.90 Gld. [Griechisch]. 
Der Arenarius von Archimedes nimmt in der Sammlung Textus Minores eine 
besondere Stellung ein, weil sowohl er, wie auch die anderen herausgegebenen archi- 
medischen Werke (außer der Kreismessung) im dorischen Dialekt abgefaßt sind. 
Dadurch können die Studierenden der alten Sprachen sich außer im attischen 
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j\ Dialekt, in dem in der Sammlung Textus Minores herausgegebene Texte, wie 

| Herons Metrica, Platos Menon, K. Ptolemaei Syntaxis Mathematica abgefaßt sind, 

| auch im dorischen Dialekt üben. Im Glossar sind auch die wichtigeren Diffe- 
| renzen zwischen dem dorischen und dem attischen Dialekt erläutert. Der Text 

ı stützt sich auf die Heiberg-Ausgabe (Leipzig 1913). E. Stamatis. 

Albenga, Guiseppe: li problema della flessione della trave elastica ed il suo 
evolversi. Atti Accad. Sci. Torino, Cl. Sci. fis. mat. natur., 90, 567—576 (1956). 
Verf. bringt aus den wohl in der Schule des Aristoteles entstandenen „Mechanica 
| problemata‘“ den griechischen Text und die italienische Übersetzung derjenigen 

Kapitel, die sich auf die Biegung (cap. 14 u. 16) und auf die Wirkung eines Gewichts 

auf einen an seinen Enden unterstützten Träger (cap. 29) beziehen. Es handelt sich 

| hierbei um rein qualitative Beobachtungen, die zwar nicht immer richtig gedeutet 
werden, die jedoch nicht ohne Einfluß auf die weitere Entwicklung des Problems 
waren. Noch 1730 beruft sich Carlo Francesco Dotti auf die entsprechenden 

Stellen der ‚‚Problemata‘“. F. Klemm. 

Tenca, Luigi: Lettere di Carlo Rinaldini. Atti Accad. Sci. Ist. Bologna, Cl. 

Sci. fis., Anno 244°, Rend., XI. Ser. 3, Nr. 1, 197—208 (1956). 

Es handelt sich um 10 Briefe aus Beständen der Bibl. Naz. Florenz (Post. Gal. 

254, 275/76, 278/79, 283). Siesind an Vince. Viviani und Leopold de Medici ge- 
richtet und beziehen sich größtenteils auf naturwissenschaftliche Experimente, auch 

' solche innerhalb der Accademia del Cimento (1657/67), an der sich Renaldini — 
übrigens auch als Mathematiker wohlbekannt — eifrig beteiligte. Weitere noch nicht 
herausgegebene Papiere aus seinem Nachlaß befinden sich in der Bibl. Comm. von 
Ancona, der Vaterstadt Renaldinis. J. E. Hofmann. 

eo Pedersen, Olaf: Nicole Oresme und sein naturwissenschaftliches System. 
Eine Untersuchung seiner Schrift „Le livre du eiel et du monde“. (Acta Hist. Sci. 
Natur. Med. Vol. 13.) Kobenhavn: Ejnar Munksgaard Forlag 1956. 290 S. [Dänisch 
m. franz. Zusammenfassung). 

Verf. gibt in dieser seiner Habilitationsschrift (1955) einen vortrefflichen Über- 
blick über die naturphilosophisch-naturwissenschaftlichen Arbeiten Oresmes, 
gestützt auf zahlreiche, erst in den letzten Jahren erschienene Ausgaben und Studien 
und auf handschriftliches Material. Besonders interessant ist die Behandlung des 
leider noch immer nicht vollständig edierten Traktates De uniformitate et difformi- 
tate qualitatum (S. 99/122), woselbst bestenfalls Keimlinge graphischer Darstellung 
zu finden sind, jedoch auch Überlegungen, die zu den Anfängen der affinen Geometrie 
gehören (Zusatz des Ref.). Vom physikalischen Standpunkt aus ist die sorgfältige 
Behandlung der Vorgeschichte (soweit bisher aufgeklärt) und der Leistungen Oresmes 
(Bewegungslehre, Impetustheorie, Vorstellung eines imaginären außerweltlichen 
Raumes, Argumente für die tägliche Erdbewegung) wertvoll. Ein sorgfältiges Li- 
teraturverzeichnis und ein gutes Namenregister beschließen das mit vier kennzeich- 
nenden Faksimile-Wiedergaben geschmückte und bestens ausgestattete Werk. 

J. E. Hofmann. 

e e Carl Friedrich Gauß. Sammlung von Arbeiten unter Redaktion von I. M. 
Vinogradov. (Akademie der Wissenschaften der UdSSR. Institut für Geschichte der 
Naturwissenschaften und der Technik.) Moskau: Verlag der Akademie der Wissen- 
schaften der UdSSR 1956. 3128. R. 11.— [Russisch]. 

At first in this almanac (devoted to the hundredth anniversary of the death of 
Gauss) I.M.Vinogradov appreciates the importance of Gauss’ scientific contri- 
butions on the whole and calls special attention to the influence of Gauss’ work on 
the russian and soviet mathematicians. The proper content of the almanae is divi- 
ded in five parts. In the first part B. N. Delone deals with Gauss’ contributions 
to the theory of numbers. He discussed the foundations of the theory of algebraie 
numbers in up-to-date fashion. Then ”’Disquisitiones arithmeticae” are explained 

1* 


4 


paragraph by paragraph. The law of reciprocity is treated in details in its historical | 
development. In the text the theory of trigonometric series occuples & large space. | 
A. P. Norden (part 2) writes about Gauss’ works in geometry (differential geometry 
of surfaces, theory of the parallel lines, theory of complex and hypercomplex num- 
bers). The reasons of Gauss for nonpublishing the results concerning the noneucli- 
dean geometry are not analyzed. The results of Gauss in mathematical analysis 
(concerning especially hypergeometric series, elliptic integrals, the fundamental 
theorem of algebra, and functions of a complex variable) are explained by A. I. 
Markusevi& (part 3). It is shown, how Gauss was successful in using the geometri- 
cal interpretation of complex numbers. B. V. @nedenko deals with the theory of 
probability (the law of frequeney distribution, the method of the least squares). 
He writes about the influence of Gauss’ thoughts on development of the metric 
theory of continuous fractions. The fifth part (author M.F. Subbotin) is devoted 
to the activity of Gauss in astronomy and geodesy. The “Theoria motus“ is dis- 
cussed in details. The works concerning magnetism are notincluded. It is refered 
to the russian edition of these works. All parts are written very clearly, intellegibly 
for mathematician-nonspecialist. M. Sekanina. 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


Cuzzer, Anna: Evoluzione storica del concetto di tempo. Periodico Mat., 
IV. Ser. 34, 132—147, 185—196 (1956). 


Greniewski, Henryk and Olgierd Wojtasiewiez: From the history of chinese 
logie. Studia logica 4, 241—243 (1956). 

Es wird ein chinesischer Text des Philosophen Kung-sun Lung behandelt. 
Dieser Text ist unter dem Titel ‚‚The discourse on the white horse‘ bekannt. In 
der Einleitung beleuchten die Verff. kurz die Geschichte Chinas vom sechsten bis 
gegen Ende des dritten vorchristlichen Jahrhunderts und charakterisieren die 
wissenschaftliche Tätigkeit des genannten Philosophen. Die Behandlung des Textes 
schließt in sich eine englische Übersetzung des chinesischen Textes und deren 
Interpretation. Der Vergleich des chinesischen Textes mit der Übersetzung ist Sache 
des Sinologen. Wir werden hier nur den englischen Text mit der beigefügten Inter- 
pretation zu vergleichen haben. Die Verff. erklären, daß das Problem, welches im 
Text erörtert wird, sich anscheinend in den Begriffen der Logik der Klassen inter- 
pretieren lasse. In der Tat kann man sagen, daß die Ausdrücke, welche den einzelnen 
Sätzen des englischen Textes als Interpretation gegenübergestellt sind, zu einer 
Sprache gehören, die der Sprache des Klassenkalküls nahekommt. Zwar sind in der 
Sprache der Interpretation die Buchstaben nicht Variable, sondern Zeichen für 
bestimmte Klassen; dahin gehören die Buchstaben, die gleichbedeutend sind mit den 
Wörtern ‚Pferd‘, ‚‚weiß“, „‚gelb‘‘, ‚‚schwarz‘‘; aber die übrigen elementaren Zeichen 
dieser Sprache sind logische Konstanten, die der Sprache des Klassenkalküls an- 
gehören. Hierzu gehören das Zeichen der Identität, das Zeichen der Verschiedenheit, 
das Zeichen der leeren Klasse und das Zeichen des logischen Produktes von Klassen. 
Wenn man den englischen Text und die Interpretation vergleicht, so kann man 
folgendes feststellen: 1) ein englischer Ausdruck, der besagt, daß zwei Begriffe ver- 
träglich bzw. nicht verträglich sind, wird dahin interpretiert, daß der Durchschnitt 
der diesen Begriffen entsprechenden Klassen nicht identisch (bzw. identisch) ist mit 
der leeren Klasse. 2) der englische Ausdruck, der besagt, daß ein weißes Pferd kein 
Pferd ist, wird dahin interpretiert, daß die Klasse der Pferde, die weiß sind, nicht 
identisch ist mit der Klasse der Pferde. Die Verff. erklären, daß der Text nicht einen 
zusammenhängenden Beweis darzustellen scheine. Wir möchten dies nicht bestrei- 
ten, aber doch auf folgende Tatsache hinweisen. Man kann aus der Reihe der Sätze, 
welche die Interpretation bilden, eine Reihe derart herausheben, daß sie als ein 
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Beweis des Natzes gelten kann, der bewiesen werden soll. Der Gedanke dieses Be- 
weises läßt sich mit folgenden Worten wiedergeben: da es Pferde gibt, die gelb sind, 
und Pferde gibt, die schwarz sind, und da es Pferde, die gelb sind und weiß sind, nicht 
gibt und ebenso Pferde, die schwarz sind und weiß sind, nicht gibt, so ist die Klasse 
der Pferde die weiß sind, nicht identisch mit der Klasse der Pferde. K. Dürr. 

Borkowski, Ludwik: Über analytische und synthetische Definitionen. Studia 
logica 4, 7—60, poln. u. russ. Zusammenfassg. 61 (1956). 

Verf. erklärt in der Einleitung, daß er es sich zur Aufgabe mache, den 
Begriff der analytischen und synthetischen Definition sowie die diesbezüglichen 
Grundbegriffe zu bestimmen und die zwischen beiden bestehenden Unterschiede her- 
vorzuheben. Es wird eine beträchtliche Zahl von Definitionen aufgesteilt, die dem 
Zwecke dienen, die beiden Begriffe ‚analytische‘ und ‚‚synthetische Definition‘ zu 
bestimmen. Das System der Begriffe, das dargestellt ist, wird dadurch bereichert, 
aber auch kompliziert und nicht leicht übersichtlich, daß die zu bestimmenden 
Begriffe unterteilt werden. Es werden nämlich drei Begriffe der analytischen und 
ebenso drei Begriffe der synthetischen Definition bestimmt und zur Unterscheidung 
dieser Begriffe die Ausdrücke ‚‚nichtrelativierter Begriff der analytischen bzw. 
synthetischen Definition‘, ‚‚relativierter Begriff der analytischen bzw. synthetischen 
Definition“ und ‚‚pragmatischer Begriff der analytischen bzw. synthetischen Defi- 
nition‘ eingeführt. Hinsichtlich der analytischen Definitionen ist zu sagen, daß sie 
aufgeteilt werden in die korrekten und die inkorrekten analytischen Definitionen, 
dabei aber zwei Arten von korrekten analytischen Definitionen unterschieden werden, 
nämlich die im engeren Sinn korrekten und die im weiteren Sinn korrekten. Wir 
glauben auf eine systematische Beleuchtung dieser Begriffe verzichten zu müssen. 
Es ist offensichtlich, daß die vorliegende Schrift in engem Zusammenhang steht 
mit einem reichen Schrifttum, das uns nur teilweise zugänglich ist, nämlich mit den 
Schriften der polnischen logistischen Schule; es ist mit der Möglichkeit zu rechnen, 
daß die Schrift dann, wenn sie als Glied eines umfassenderen Ganzen betrachtet 
wird, wesentlich an Verständlichkeit gewinnt. Wir werden uns darauf beschränken, 
einzelne Punkte, die uns bedeutsam erscheinen, hervorzuheben. Die Unterscheidung 
analytischer und synthetischer Definitionen darf wohl als bedeutsam und sachlich 
begründet bezeichnet werden. Wenn wir hervorheben, daß sie nicht neu ist und sich 
auch in früheren Werken findet, so soll damit durchaus nicht gesagt sein, daß es 
sich nicht lohne, diese Unterscheidung zu erneuern und zum Gegenstand einer ein- 
gehenden Untersuchung zu machen. Das Werk von Walter Dubislav ‚Die De- 
finition‘‘ (dies. Zbl. 2, 1) ist vom Verf. im Schriftenverzeichnis genannt. In diesem 
Werk werden einander gegenübergestellt ‚‚die Definition als Feststellung der Be- 
deutung, die ein Zeichen besitzt, bzw. der Verwendung, die es findet“ und ‚‚die 
Definition als Festsetzung über die Bedeutung eines neu einzuführenden Zeichens 
bzw. über die Verwendung, die es finden soll“ (a. a. O. S. 17 und S. 20). Es läßt sich 
nun sagen, daß die hier an erster Stelle genannten Definitionen in der Sprache unseres 
Autors als analytisch, die an zweiter Stelle genannten Definitionen in dieser Sprache 


- als synthetisch zu bezeichnen wären. Es sei hier bemerkt, daß die Verwendung der 


Ausdrücke ‚‚analytisch‘“ und ‚synthetisch‘ zur Kennzeichnung gewisser Arten von 
Definitionen sich schon findet in einer Schrift Kants, die zu den vorkritischen 
gezählt wird. In der Schrift, die betitelt ist ‚Untersuchung über die Deutlichkeit der 
Grundsätze der natürlichen Theologie und Moral‘ heißt es nämlich: ‚Die Mathematik 
gelangt zu allen ihren Definitionen synthetisch, die Philosophie aber analytisch‘. 
Das würde in der Sprache des Verf. so auszudrücken sein: die Definitionen, die in 
der Mathematik aufgestellt werden, sind synthetisch und die Definitionen, die 
in der Philosophie aufgestellt werden, sind analytisch. Es scheint uns von Interesse 
zu sein, feststellen zu können, daß dieser Satz bei der neuen Fassung der Begriffe 
„synthetisch“ und ‚analytisch‘ nicht als durchaus unrichtig abzulehnen wäre. 
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Verf. erklärt, daß dann, wenn wir den Begriff der analytischen Definition ver- || 
wenden, wir die Sprache, zu der die Definition gehört, und diejenige, für welche sie 
eine (korrekte oder inkorrekte) analytische Definition ist, unterscheiden müssen. 
Diese Erklärung scheint uns durchaus verständlich und bedeutsam zu sein. Wir 
würden zwar nicht sagen, daß die Sprache, welcher die gegebene Definition angehört, ||| 
und die Sprache, für welche sie eine analytische Definition ist, in jedem einzelnen 
Fall verschieden sein müssen, wohl aber, daß sie verschieden sein können. Sehr in- 
struktiv ist eine Feststellung des Verf., die mit dieser allgemeinen Erklärung in Zu- ||) 
sammenhang steht. Es sei 7 die Sprache, zu welcher die gegebene Definition gehört, 
U die Sprache, für welche sie eine korrekte oder inkorrekte analytische Definition | 
ist, und es sei die Sprache 7 reicher als die Sprache U. Dieser Fall liegt zum Beispiel |) 
dann vor, wenn T die Sprache des Klassenkalküls oder des Prädikatenkalküls und | 
U die Sprache der klassischen Logik ist, wobei vorausgesetzt wird, daß der Sprache 7 |) 
eine Definition eines bestimmten Ausdruckes der Sprache U angegliedert ist. Um 
diesen Fall an einem Beispiel veranschaulichen zu können, übernehmen wir aus dem | 
Text der Abhandlung die folgenden zwei Definitionen: 1) 8: P=8nP=ADf, | 
2)SiEP=Nx(zeS. ze P)Df. Man hat sich zu denken, daß die Definition (1) der | 
Sprache des Klassenkalküls und die Definition (2) der Sprache des Prädikatenkalküls \l 
angegliedert wird. Dann läßt sich folgendes feststellen. Die Definition (1) gehört der | 
Sprache des Klassenkalküls an und die Definition (2) gehört der Sprache des Prä- | 
dikatenkalküls an. Beide Definitionen sind sinnvollin der Sprache, der sie angehören; | 
aber sie sind nicht sinnvoll in der Sprache, für welche sie analytische Definitionen | 
sind, nämlich in der Sprache der traditionellen Logik. Sie sind in dieser Sprache nicht 
sinnvoll, weil in ihrem Definiens Zeichen auftreten, die nicht zum Zeichenbestand 
der Sprache der traditionellen Logik gehören. Der Verf. erörtert ziemlich eingehend | 
die Frage nach dem Zweck, dem man durch die Aufstellung von Definitionen dienen 
will. Diese Untersuchung wird zunächst für die analytischen und die synthetischen 
Definitionen gesondert geführt, dann aber wird abschließend der Zweck der Auf- 
stellung von Definitionen einheitlich bestimmt. Es wird vom Verf. der Vorschlag 
gemacht, daß die Gewinnung eines maximalen Vorrats an Thesen bei minimaler 
Anzahl von Grundbegriffen und Axiomen als der Zweck der Aufstellung von Defi- 
nitionen betrachtet werde; esist das eine Formulierung, die sich als fruchtbar erweisen 
könnte. Den Schluß der Abhandlung bilden Bemerkungen, welche die Rolle der Defi- 
nitionen in der Erkenntnis betreffen. Diese Erörterung führt auf die Frage, ob die 
synthetischen Definitionen zu den Sätzen gehören, die entweder wahr oder falsch 
sind. Die Auffassung, daß sie — im Gegensatz zu den analytischen Definitionen — 
weder wahr noch falsch sind, wird als ziemlich verbreitet bezeichnet. Es wird darauf 
verwiesen, daß Ajdukiewicz, ein hervorragender Vertreter der polnischen Schule, 
diese Auffassung einer Kritik unterzogen hat, und es wird die Richtigkeit dieser 
Kritikan erkannt. Daraus geht hervor, daß Verf. selbst jene Auffassung, die er als 
ziemlich verbreitet bezeichnet, ablehnt. Es sei hier daran erinnert, daß in der Ein- 
leitung der ersten Auflage der Prineipia Mathematica gesagt wird, daß eine Definition 
weder wahr noch falsch ist, da sie der Ausdruck eines Willens, nicht eine Aussage ist; 
es ist anzunehmen, daß an dieser Stelle der Ausdruck ‚‚Definition‘‘ im Sinne von 
„synthetische Definition“ zu deuten ist (vgl. a. a. O. vol. 1, p. 11). Durch diesen 
Hinweis soll nicht die Auffassung, welche der Verf. vertritt, dogmatisch abgelehnt 
werden, sondern es soll damit angedeutet werden, daß sich hinsichtlich der Frage, 
ob einer Definition ein Wahrheitswert beizulegen sei, im Gebiet der modernen Lo- 
gistik ein tiefgehender Wandel zu vollziehen scheint. K. Dürr: 

Tiberti, Maria Rosaria: Universo di Boole, di Reichenbach e misti. Giorn. 
Mat. Battaglini 84 (V. Ser. 4), 5—17 (1956). 

L’A. part d’,‚algebres primordiales“ & 2 et 3 6l&ments. L’algebre & 2 el&ments 
est la logique bivalente des propositions. L’algebre & 3 6löments est la logique triva- 


7 


lente des propositions, telle qu’elle est pr&sentse par Reichenbach avec trois formes 
de negation ; ’article reprend l’interprötation (discutable) que Reichenbach donne des 
trois valeurs de verite. Il definit quelques fonctions complexes & l’aide du produit 
ou de la somme logique et des negations de Reichenbach. Les proprietss de ces 
fonctions se verifient aisement & l’aide de la mö&thode des matrices. L’expos6 est 
toutefois obscurci par des fautes d’impression:: le typographe ne distingue pas toujours 


nettement entre la nögation „‚diame6trale‘‘ -— A et la negation „‚totale“ A de A. I 
est egalement fait usage d’abreviations ambiguös, qui auraient pu ötre 6vitees, p. ex. 
en usant de Ja notation polonaise sans parenthöses. L’A. rappelle comment & partir 
des algebres primordiales a 2 elements, des algebres & 2” el&ments peuvent &tre 
definies. Il definit de maniere analogue des algebres & 3” &löments & partir de son 
algebre primordiale & 3 el&ments, ainsi que des algebres ‚‚mixtes‘ & 2” . 3% &l&ments. 
R. Feys. 


Montague, Richard and Leon Henkin: On the definition of “formal dedue- 


tion”. J. symbolie Logic 21, 129—136 (1956). 


Axiomatized systems of logie are based on the notion of formal proof of a well- 


formed formula A from the axioms of the system. Often it is useful to have a wider 


notion at hand, viz. that of a formal deduction D(I’, A) of A from a arbitrary set I’ 
of well-formed formulae. The authors study this relation in the typical case of the 
first-order functional calculus. They list seven conditions which may be expected 
to be satisfied by D(T’, A); they show that these conditions characterize a unique 
relation; and they prove that each of the seven conditions is independent of the rest. 


_ The actual definitions of D(I', A) found in literature tend to be more complicated 


than what is desirable, the complications being mainly caused by possible collisions 
of variables. The authors suggest a new definition which is simpler than those 
employed in standard expositions, and demonstrate that it satisfies the characteristic 
conditions. K.J.J. Hintikka. 


Los, J., A. Mostowski and H. Rkasiowa: A proof of Herbrand’s theorem. 
J. Math. pur. appl., IX. Ser. 35, 19—24 (1956). 

Ein Beweis des Herbrandschen Satzes für im Prädikatenkalkül mit Funktions- 
zeichen formulierbare Theorien 7’ mit offenen außerlogischen Axiomen, am Beispiel 
(3 9) (%) (3 Y5) (ya) (3 Y5).-- . Der Beweis von: ‚Ist Y beweisbar in 7‘, so auch 
wenigstens eine dem Y zugeordnete ‚Herbrand-Alternative‘‘““ benutzt die „alge- 
braische‘‘ Semantik mit ‚„Lindenbaum-Algebren‘“ L (s. z. B. dies. Zbl. 65, 4). Zu- 
sätzlich wird gezeigt (1) eine Art Vollständigkeit von 7’ (durch Betrachtung der 
Primideale von Z), woraus sich in Verbindung mit den €-Theoremen (2) die entspre- 
chenden Sätze für beliebige außerlogische Axiome ergeben. (3) Übertragungen 
auf nicht-klassische Kalküle sind skizziert. G. Hasenjaeger. 

Iseki, Kiyoshi: On the eut operation in Gentzen ealeuli. Proc. Japan Acad. 
32, 719—721 (1956). 

Verf. zeigt, daß im klassischen und im intuitionistischen Sequenzenkalkül von 
Gentzen die Schnittregel mit einer verallgemeinerten Abtrennungsregel äquivalent 


_ ist. Gemäß dem Hauptsatz von Gentzen, nach dem die Schnittregel eliminierbar ist, 


kann auch diese Abtrennungsregel eliminiert werden. — Druckfehler: S. 720, unten: 
Konklusion der >-Schlußregel im Sukzedens: > U»%, Prämissen der >-Schluß- 
regelim Antezedens: Zwischen X und ® Zwischenraum statt Komma. 8. 721, Mitte: 
Konklusion der ersten Struktur-Schlußregel im Antezedens: U, I'— ©. 
Kurt Schütte. 

Ehrenfeucht, A. and A. Mostowski: Models of axiomatie theories admitting 
automorphisms. Fundamenta Math. 43, 50—68 (1956). 

Verff. untersuchen die Automorphismengruppen von Modellen von Theorien, 
die im Prädikatenkalkül erster Stufe mit Identität formuliert sind. Ein Satz über 
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genaue Automorphismengruppen: (4.3) Zu jeder Gruppe @ gibt es eine Theorie 8 mit 
einem Modell M, dessen genaue Automorphismengruppe G,, zu G isomorph ist. Zur 
Formulierung des Hauptsatzes eine Definition: Die Transformationsgruppe G, über || 
dem Bereich X,, „‚enthält streng‘ die Gruppe G über X, wenn X, >X und jedes / 
in @ wenigstens eine Fortsetzung f} inG, hat. Der Hauptsatz:: (5.7) Wenn eine Theorie 
S wenigstens ein Modell mit unendlichem Bereich hat, dann gibt es zu jeder (totalen) 
Ordnungsrelation R mit der Automorphismengruppe G7, ein Modell M von 8 derart, 
daß G,, streng G, enthält (der Bereich von M umfaßt also das Feld von R, und Gy 
ist „sehr groß“, wenn R geeignet gewählt wird). Der Beweis stützt sich auf die 
Methode der modell-beschreibenden Axiomenschemata und der Erfüllbarkeit be- 
liebiger endlicher Teilmengen davon [unter Benutzung eines Partitionssatzes von | 
Ramsey, Proc. London math. Soc., II. Ser. 30, 264—286 (1929)]. Wegen der Ein- 


fachheit wird der Fall Re (w* + ») vorweg bewiesen (Satz 5.6). Daß statt Gr | 


keine beliebige Transformationsgruppe vorgegeben werden darf, ergibt sich für J 


S = Theorie der (totalen) Ordnung. — Als Anwendung von 5.7 ergibt sich die | 


Lösung eines dem Verf. vom Ref. vorgelegten Problems: Es gibt Modelle mit nicht- | 
trivialer Automorphismengruppe für Axiomensysteme der Theorie der natürlichen |] 
Zahlen. — Abschließend wird im wesentlichen mit der Beweismethode von 5.7 ein | 
vorbereitender Satz (6.1) für spätere Anwendungen bewiesen: Sei R eine Ordnungs- 


relation und S eine Theorie mit offenen Axiomen, die ein Modell mit unendlichem 
durch eine Relation R, geordneten Bereich Y besitzt. Gilt eine offene Formel | 
n(&;:..,&,) für jede R,-monoton-wachsende Folge aus einer geeigneten unend- || 


lichen Menge Y* < Y, so gibt es ein Modell M mit einer @, streng enthaltenden 
Gruppe @,,, in dem n(&1, - - - ‚ &,) für jede R-monoton-wachsende Folge gilt. 
- @G. Hasenjaeger. 

Gandy, R.O.: On the axiom of extensionality. I. J. symbolie Logie 21, 36—48 
(1956). | | 
In dieser Arbeit wird folgendes gezeigt: Falls die einfache Typentheorie mit ' 
zusätzlichen Unendlichkeitsaxiomen widerspruchsfrei ist, so gilt das gleiche, falls 
man die Axiome der Extensionalität hinzufügt. Zugrunde gelegt wird dabei die | 
Churchsche Formulierung der einfachen Typentheorie. Es ist nun so, daß jedes | 
spezielle Prädikat, das man in der Typentheorie ohne Extensionalitätsaxiome bilden 
kann, so wie so den Extensionalitätsaxiomen genügt. Für eine Formel der Typen- 
theorie mit Extensionalitätsaxiomen wird nun eine Übersetzung in die Theorie ohne 
Extensionalitätsaxiome gegeben, auf Grund deren man dann den Beweis führen kann. 
W. Ackermann. 


Algebra und Zahlentheorie. 


eAlbert, A.A.: Fundamental concepts of higher algebra. Chicago: University 
of Chicago Press 1956. 160 p. $ 6.50. 


Lineare Algebra. Polynome. Formen. Invariantentheorie: 


Gongalves, J. Vicente: Sur la transformöe J d’une matriee earree. Univ. 
Lisboa, Revista Fac. Ci., II. Ser. A 5, 343—352 (1956). 

Darstellung der Theorie der Jordanschen kanonischen Form; einleuchtende 
Bemerkungen. J. L. Brenner. 

Taussky, 0. and John Todd: Commuting bilinear transformations and matrices. 
J. Washington Acad. Sci. 46, 373—375 (1956). 

Sei © die Gruppe derjenigen zweireihigen Matrizen mit ganzzahligen Elementen 
aus einem komplexen quadratischen Zahlkörper F, deren Determinanten Einheiten 
sind. Dann sind zwei vertauschbare Matrizen A, B aus © im allgemeinen Potenzen 
einer geeignet gewählten dritten Matrix aus ®, abgesehen von einer Einheitswurzel 


) 


(als Faktor. Ausnahmen gibt es nur, wenn F(a,, x,) mit F(ß,, ß,) und mit dem Körper 
‚der 8. oder 12. Einheitswurzeln übereinstimmt (x;, ß, seien die Eigenwerte von A, B), 
‚oder wenn x, — a, =} — P, = 0 ist. — Die Note enthält auch einen neuen Beweis 
‚des (schon bekannten und ausnahmslos gültigen) entsprechenden Satzes für den 
rationalen Zahlkörper. H. Wielandt. 


Kato, T. and O0. Taussky: Commutators of A and A*. J. Washington Acad. 
Sci. 46, 33—40 (1956). 

Für einen beschränkten Operator A des Hilbertschen Raums ist der Kommutator 
(A, A*)—= AA*— A*A genau dann mit dem iterierten Kommutator (A, (A, A*)) ver- 
tauschbar, wenn (A, A*)=0,d.h. A normal ist. Für zweireihige Matrizen mit Elemen- 
ten aus einem beliebigen Körper ist (A, (A, (A, B))) = [(Spur A)? — 4 det A] (A, B). 
Im übrigen enthält die Note ergänzende Bemerkungen zu verwandten bekannten 
‚Sätzen über endliche Matrizen beliebiger Reihenzahl. H. Wielandt. 


Mirsky, L.: A note on normal matrices. Amer. math. Monthly 63, 479 (1956). 
Wenn A, B und AB normale Matrizen sind, ist BA auch normal. Der kurze 
. Beweis ruht auf einem Satz von I. Schur. H. Schneider. 


Mirsky, L.: The spread of a matrix. Mathematika, London 3, 127—130 (1956). 
Sei A = (a,,) eine komplexe n x n-Matrix. Als Maß für die Ausdehnung des 
Spektrums w,,...,@, von A führt Verf. die Größen s = max |»; — o;| und 
r =max Re (w;—w;) ein. Mit den Abkürzungen « =Sp A, b=SpA*A, c=Sp A? 
und d = Summe der zweireihigen Hauptunterdeterminanten von A beweist er 
1) 2<2b—2la®/n, 2)®<(2—2/n) a —4d, (3)r?<b +Rec—2(Rea)]n, 


(4) s=3'? max|a;|, Ö)rS mar ur + «il; 
ua 93 


' und zwar gelten (1) und (3) immer, (2) unter der Voraussetzung der Realität aller o,, 
(4) und (5) für normale Matrizen A. H. Wielandt. 


Ljusternik, L. A.: Lösung von Aufgaben der linearen Algebra mit der Methode 
der Kettenbrüche. Trudy Sem. funkcional. Analizu 56, Nr. 2, 85—90 (1956) [Rus- 
sisch]. 

Es handelt sich um die Auflösung des linearen Gleichungssystemsiy— Ay=b, 
wo A eine reelle symmetrische n x n-Matrix, A ein Nicht-Eigenwert von A und b 
ein Spaltenvektor ist, der nicht in einem bezgl. der Matrix A invarianten, echten Teil- 
raum von R, liegt. Sei 


kE—-4|= 9,0) = Int 


Setzt man 
nr 


n—l 
ana _Lyr, wo Li)="% art, 
a, r=0 s=0 


so ergibt sich wegen Q,(A) = 0 unmittelbar 
: n—1 


Wu 2,4) A’ 


und damit die Lösung des gegebenen Gleichungssystems. Das charakteristische 
Polynom von A kann man schreiben in der Form: Q,(t) = An+ı (t)/An wo 


VER DR Pa Re RER do dh »-- dr | 
A d, a 7 Sue | 2 = Ge 
Be. ea N dp le 
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und d,, = b’Amb gesetzt ist. Da wegen der Voraussetzung über b alle Eigenwerte ıjli 
von A verschieden sind, ist 4„> 0. Für die explizite Berechnung von Q,(4) wird li 
nun benutzt, daß es den Nenner des n-ten Näherungsbruches der Kettenbruchent- |) 
wicklung der Reihe 


= 


= ds =: &o | &ı | Ex | | 

“ BA De en | 

darstellt. Sei 2 S = “ a Leec+ m +... der k-te Näherungsbruch, sc I 
Ik s 


unterscheidet sich diese Reihe von der Reihe (*) erst von dem Glied mit der'|) 
Nennerpotenz 2k an, sodaß =d;,W =0,1,2,...,2 k — 1). Daher kann mar ||| 
q„(4) vermittels des Tschebyscheffschen Algorithmus in n Schritten berechnen. Die ll 
Methode wird ausgedehnt auf den Fall, daß b in einem m-dimensionalen invarianten Bi 
Teilraum von R, (m < n) liegt. In einer Schlußbemerkung wird auf die Beziehung || 
der Methode zur Orthogonalisierungsmethode von ©. Lanczos [J. Res. nat. Bur." 
Standards 45, 255—282 (1950)] aufmerksam gemacht. Auch wird mitgeteilt, daß || 
I.M. Stesin (s. dies. Zbl. 55, 333) die Methode im Falle eines Fredholmschen Opera- 'l 
tors A untersucht und gefunden hat, daß hier die Nenner g,(A) gegen die Fred- | 
holmsche Determinante streben. H. Schwerdtfeger. 


Carlitz, L.: The expansion of certain produets. Proc. Amer. math. Soc. 7, “ 
558-564 (1956). 
The author deduces expansions for each of the expressions 


rn (1 -ar yet), DI —ar yei), (1+2r pri) (1 —ar pri). 
Mm,n=0O M,N—=O M,Nn=0O 


They appear all of the form 
2, Pr Rh 


where (u), = (1 — u) (1— u)... (1— u’), and p,(x, y) are symmetric polynomials 
in x and y with integer coefficients. Several relations of these polynomials are | 
proved. Remark: In formula (1.1) the factor (x), has to be replaced by its inverse. | 
H.J. A. Duparc. 
Carlitz, L.: Resolvents of certain’ linear groups in a finite field. Canadian J. 
Math. 8, 568—579 (1956). 
Let I’ denote the group of linear transformations x’ — Bar ofdeterminant 
l, over the finite field @F(g). Besolvents of I’ of degree q + 1 are well-known; itis 
also known that resolvents of lower degree exist only if q = 5,7, 9, 11, for which the 
appropriate degrees are 5, 7, 6, 11 respectively (see, for example L. E. Dickson’s 
‘Linear Groups’, Leipzig, 1901). The author now produces resolvents for all these 
cases, making use of Dickson’s absolute and fundamental invariant for !. Forg—=4 
a resolvent of degree 6 is constructed with the alternating group of degree 5 as Galois 
group; finally, the ternary case is considered brieflyforrg =2. M.C.R. Butler. 


Gruppentheorie: 


Tamura, Takayuki: The theory of construction of finite semigroups. I. Osaka 
math. J. 8, 243—261 (1956). 

Ce memoire est le premier d’une serie de travaux destines & donner un moyen 
de construire rationnellement tous les demi-groupes finis par r&currence sur le nom- 
bre de leurs el&ments. L’A. &tablit d’abord un certain nombre de lemmes sur les 
applications de fermeture. Il utilise ensuite ces lemmes pour d&montrer l’existence 
d’une d&composition maximum parmi les d&compositions d’un demi-groupe par des 
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@equivalences regulieres satisfaisant A certaines propristes. Il s’interesse notamment 

Zaux s-d&compositions, c’est-A-dire aux decompositions pour lesquelles l’image homo- 
morphe est un demi-treillis. Il termine en donnant une classification des demi- 

groupes finis s-ind&composables. « R. Croisot. 


Yamada, Miyuki: Correetion to eompositions of semigroups. Ködai math. 
Sem. Reports 8, 189 (1956). 
i L’A. corrige une insuffisance d’hypothöse dans l’&nonc& d’un resultat accessoire 
d’un mö&moire precedent (ce Zbl. 72, 256). R. Crovsot. 


Iseki, Kiyoshi: Generalisation of a theorem by $. Schwarz on semigroup. 
Portugaliae Math. 15, 71—72 (1956). 

Cette page contient une bonne partie des resultats d’un autre papier de I’A. 
fee Zbl. 71, 20). L. Lesieur. 


' Croisot, R.: Applications residuges. Ann. sei. Ecol. norm. sup., III. Ser. 73, 
453—474 (1956). 
E etant un demi-groupe ordonne, une application isotone x:x— xx de E dans 
E est definie par la propriete 2<y>xx< ya. D’apres l’A., P’application & est 
dite r&siduee si l’ensemble des solutions z de z« < x n’est pas vide et possede un 
element maximum. Cet element maximum est note x ß et ’application > xß est 
 dite residuelle de x. Dans le demi-groupe ordonn& des applications isotones de H 
dans E, les applications & et ß verifient Pa<esete<aß,e etant l’application 
identique. Cette notion a son origine dans l’exemple suivant consider& par P. Du- 
breil (ce Zbl. 51, 253): D &tant un demigroupe, X un ideal & droite, l’application «: 
X— XD est une application residuee de l’ensemble E des ideaux & droite de D dans 
lui-me&me, l’application residuelle etant definie par $:X— X .D (exemple 1). Mais 
cette notion s’applique aussi & d’autres cas qui sont etudies au paragraphe V; citons 
notamment: J etant un ideal bilatere d’un anneau A, et E l’ensemble des ideaux & 
droite, ’application X — XI (produit d’un ideal & droite par un ideal bilatere) est 
' une application residu&e de E dans E, l’application residuelle &tant definie par P: 
 X—X:.I. Autre exemple: A etant un ensemble quelconque et R une relation 
, dans A, soit P(A) l’ensemble des parties de A; a tout X e P(A) on fait correspondre 
Ye P(A) tel que Y={y,yRx-vxeXY}: cette application & est residuse, l’appli- 
cation residuelle etant definie pr X> XP = {y,aRy>xeX}. Dans ce travail, 
VA. compare entre elles certaines conditions qu’on peut introduire entre une applica- 
tion residude x et sa residuelle $ (& II). Il montre par exemple que les conditions 
an —k — ßk sont equivalentes pour O<k<n, tandis qu’il etablit par des exemples 
preeis que les conditions suivantes sont toutes distinctes et relices entre elles par des 
implications simples: # = art, =oßa=ßwse=aße=oß=ßn,e=ße. 
D studie ensuite deux cas particuliers dans lesquels x verifie a priori une condition 
supplömentaire: 2 <a (&II) puis x <e(&IV), conditions qui simplifient 
notablement le tableau des r&sultats obtenus precedemment. Enfin l’application 
de ces resultats & l’exemple 1 donne le theoreme suivant: Les differentes conditions, 
- supposees verifiges quel que soit X, de chacune des classes ci-dessous sont equivalentes 
EEE DEX EX I DIXK ER DIX = X: Du X DiaiX. Da, 
BIER DEDEX = DENE DYDI 2X D=XD, X:.D=X».D, SD 
BE EDEN DAX - 2 DEXD HD, X D= (X: .D)D. 3° pour‘cha- 
que valeur d p>1:XD=XDrHtl, X-.D=X: u DE 
RD X... Drtn 4°(X-,D)D=XD».D, lVapplietin X> XD est un 
automorphisme de E, Vapplication X—>X'.D est un automorphisme de E. 
X=XD:.D, Vapplication X—XD est biunivoque, l’application X>X'.D 
5° est une application de £ sur B. 6° X= (X :.D)D, V’application X> X D est une 
application de E sur E, Y’application X— X'.D est biunivoque. Les conditions 
des differentes classes sont logiquement distinctes. E. Lesieur. 
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Lambek, J.: Initial segments of positive semigroups. Trans. roy. Soc. Canada, In 
Sect. III, IH. Ser. 50, 41—46 (1956). de 

Let M ={a,b,...! be a set with a partial binary operation +. IFY, ® are] N 
subsets of M, U + B denotes the set of all ce representable in the form a + bl 
withaeW,be 9. The author proves: (I) M is isomorphie with an initial segment of I" 
the positive part of a simply ordered group if and only if M satisfies the postulates Hl 
(l)(a +5) +c=a+ (b+ c) if either side is defined, (2) a# b if and onlyifae {6} 1 
+MorbeM+ {a}. (II) M is isomorphie with an initial segment of the additive 
semigroup of the positive reals or positive integers if and only if M satisfies (1), (2) 
and (3): FACM then U +M is either empty or M or fa} +M for some ae SM. 
(1), (2), (3) represent a somewhat simpler set of axioms than that given by H.Zassen- I 
haus for the system of geometrical angles (cf. this Zbl. 56, 386). A similar set of || 
postulates is due to the reviewer (cf. this Zbl. 70, 47). F. A. Behrend. | 

Moran, $.: Assoeiative operations on groups. I. Proc. London math. Soe., III. 
Ser. 6, 581—596 (1956). j I; 

Eine von Gruppen G, (x € M) erzeugte Gruppe R = II°G, heißt ein reguläres || 
Produkt, wenn jedes @, frenad ist zu dem von den übrigen Faktoren erzeugten Normal- J 
teiler von R. Die Faktoren von R sind kommutativ. Das direkte Produkt //X und f 
das freie Produkt //* sind Spezialfälle von regulären Produktbildungen, wobei auch "|| 
das Assoziativgesetz gilt. Ob das bei allen regulären Produkten zutrifft, war bisher 
zweifelhaft. Es wird hier ein Beispiel eines regulären Produktes dreier Gruppen A, | 
B,C gegeben, bei dem (A o B)oC ein freies Produkt und Ao(BoC) ein direktes Produkt | 
ist, also ein nicht assoziativer Fall. Weiterhin werden assoziative Produkte unter- 
sucht. Aus einer Menge formaler Worte erhält man durch Einsetzen von Elementen 
einer Gruppe @, Erzeugende der Wortgruppe V(G). Ist R = II’ @,, und annulliert "| 
man in //*G, alle Elemente der V(G,), so entsteht das Wortprodukt ZI’ @,, das | 
regulär ist. Über diese Wortprodukte werden interessante Sätze bewiesen und meh- 
rere von O.Golowin (dies. Zbl. 38, 160) nachgewiesene reguläre Produkte als Wort- 
produkte erkannt. F.W.Lew. W 

Benado, Mihail: Sur la thöorie gön6rale des produits reguliers. C. r. Acad. Sei., | 
Paris 243, 1092—1093 (1953). 

If A is a subgroup of @ define — in a notation different from the author’s — 
0;(A) = [0%5! (A), G], O%(A) = A, where the square brackets indicate the mutual 
commutator of two groups. A is called normal of degree h in GE if OL(A) CA. 
G is called direct product of degree h of its subgroups G,, if @ is the regular product 
ofthe @, and each @, is normal of degree hin @. To be normal of degree Rh is a uniform 
normality relation in the sense of Korinek and Barbilian (cf. the review of 
Benado’s paper in this Zbl. 79, 260). This provides the link with the author’s 
treatment of regular products (this Zbl. 79, 44) leading to further results A k- 
nilpotent product is a direct product of degree k -- 1, and a direct product of degree 
h is isomorphic to a regular factor group of the (h — 1)-nilpotent product of the same 
factors. The operation of forming the direct product of degree h is associative. 
Subgroups of the factors of a direct product of degree h generate in the whole group 
their direct product of degree h. If G is the regular product of H and K, and H is 
normal of degree h in G, so is K, and @ is the direct product of degree h of H and K. 
A proper free product can not at the same time be a direct product of degree h. 
Proofs of the results are to be published elsewhere. Hanna Neumann. 

Itö, Noboru: Über das Produkt von zwei zyklischen 2-Gruppen. Publ. math., 
Debrecen 4, 517—520 (1956). 

Verf. beweist zunächst sehr elegant für Produkte von zwei beliebigen endlichen 
zyklischen Gruppen: (Satz 1) Sei © das Produkt von zwei endlichen zyklischen 
Gruppen U und B, also $G—- AB, und sei die Ordnung von X nicht kleiner als die 
von ®. Dann enthält YV einen eigentlichen Normalteiler von &. Dieser Satz ver- 
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schärft das Ergebnis desRef., daß entweder X oder $ einen eigentlichen Normalteiler 
von © umfaßt [Math. Z. 58, 243—264 (dies. Zbl. 50, 256), insbes. S. 257, Satz 24a]. 
Damit folgt (nach zwei weiteren Hilfssätzen) als Hauptergebnis über Produkte 
ävon zwei zyklischen 2-Gruppen: (Satz 4) Sei & das Produkt von zwei zyklischen 
2-Gruppen YX und BÖ ohne Durchschnitt: G = AB, UNB = €. Ist das Zentrum 
3(6) von © zyklisch, so auch die Kommutatorgruppe D(®) von ©. Mit Satz 4 er- 
zibt sich zunächst leicht, daß jedes Produkt von zwei zyklischen 2-Gruppen 
etabelsch ist, dann aber aus den Resultaten des Ref. (loc. cit. $. 260) auch, daß 
jedes Produkt von zwei endlichen zyklischen Gruppen metabelsch ist. Das letztere 
Ergebnis ist enthalten in der Note des Verf. über Produkte von zwei abelschen 
#Gruppen (dies. Zbl. 64, 252). B. Huppert. 


1; Kaluznin (Kaloujnine), L.A.: Zentrale Z’-Untererweiterungen des vollständigen 


Produktes Abelscher Gruppen. Ukrain. mat. Zurn. 8, 413—422 (1956) [Russisch]. 
1; Die vom Verf. in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 72, 13) betrachteten 
ET-Erweiterungen werden in einem Spezialfall näher untersucht, nämlich falls die 
fGruppen I},...,I, abelsch sind und die Reihe ® =&,>@,3...>&, =1 eine 
I Zentralreihe von & darstellt. In diesem Fall lassen sich die Teilerweiterungen der 
(vollständigen (universellen) T-Erweiterung (U, U,,y;) zu Paaren zusammenfassen, 
Jund zwar sind (®, ©; y;) und (©, &;, y;) gepaart, wenn ® der Zentralisator von & 
@und ©’ der Zentralisator von & in U ist. Es gibt einen /'-Antiautomorphismus von 
26 auf ©. Ferner wird die Frage untersucht, wann die obige Zentralreihe die aufstei- 
gende oder absteigende Zentralreihe von © darstellt. R. Kochendörffer. 


‚Rosati, Luigi Antonio: Sui gruppi ogni sottogruppo eiclico dei quali & caratteri- 
stico. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 11, 544—552 (1956). 

Verf. bestimmt die Struktur derjenigen Torsionsgruppen, in denen jede zyklische 
‚Untergruppe charakteristisch ist. Ist © endlich, so ist © zyklisch. Einige weitere 
Sätze über Gruppen, in denen nicht jedes Element periodisch ist und in denen jede 
zyklische Untergruppe charakteristisch ist. O. Grün. 


Solian, Alexandru: Über die r-Vollständigkeit in Gruppen. Acad. Republ. 
popul. Roumaine, Revue Math. pur. appl. 1, Nr. 1, 5—22 (1956). 
Vgl. dies. Zbl. 67, 261. 


Neumann, B.H.: On a conjeeture of Hanna Neumann. Proc. Glasgow math. 
Assoc. 3, 13—17 (1956). 

Eine Gruppe @ heißt n-metabelsch, wenn jede Untergruppe von G, die durch 
höchstens n Elemente erzeugt wird, eine abelsche Kommutatorgruppe besitzt. Es 
sei M,„ die Klasse aller n-metabelschen Gruppen. Es ist klar, daß M, > M, = M, 
> M,= M,= -:- ist. Nun wird M, + M, und M, = M, gezeigt. Es werden nämlich 
zwei 2-Gruppen konstruiert, von denen eine (Ordnung 2?) zu M,— M, und die 
andere (Ordnung 21%) zu M, — M, gehört. Beide Gruppen sind von der Rlasse 4 
und dem Exponent 8. N. Itö. 


Piecard, Sophie: Un problöme de strueture des groupes d’ordre fini. J. Math. 
pur. appl., IX. Ser. 35, 141—160 (1956). 

Let G be a finite group with generators q,, . . . , 4m, and let n be an integer > 2. 
@G is said to satisfy the property P (mod n) with respect to the set 1, - EICHE 
for every relation f(a,,.. . . , %,)= 1, which is satisfied by @, the degree oma 
together is = 0 (mod.n). Similarly if the degree is = 0 (mod n)in every a, separately, 
@ is said to satisfy the property P (mod n) with respect toeverya,,.. . ‚4. Obviously 
in both cases it suffices to require this only for a set of defining relations of @. By 
associating to a word 9(@,, . . . , 4m) its degree in @1,.. 4; together (or the set of 
degrees in a,,.. . . ‚a, separately), one gets for a group G, which satisfies P (mod n), 
in a natural way a homomorphie mapping onto a eyclie group of order n (or onto a 
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j 
direct product of t cyclie groups of order n). The author describes these homomor- | N 
phisms in great detail. She proves that, if the direct product of t eyclic groups of | 
order n is written as the additive group oft-tuples ofresidue classes of integers mod n, | 
then I elements (i),...,iW)=1,...,l) are linearly independent, if and only if 
for the tx l matrix of the i, the greatest common divisor of n and all minors of | 
degree l of this matrix together equals 1. It follows that if G satisfies P (mod n) with 
respect to every Q,,...,qy, @ cannot be generated by less than & elements, and if 
t = m, it satisfies P (mod n) with respect to every element of an arbitrary other base 
of m elements. In this case the homomorphism described above does not depend on || 
the choice of the base. Moreover an upper bound for the number of such bases is’ 
given. W. Peremans. 


Feit, Walter: On a conjeeture of Frobenius. Proc. Amer. math. Soc. 7, 177—187 || 
1956). Ni 
H sei eine Gruppe von der endlichen Ordnung g= qm, (9, m) = 1, M die Menge ‚F 
aller Elemente e G,.deren Ordnung m teilt; Vermutung von Frobenius: Ist die‘ 
Anzahl der Elemente € M genau gleich m, so ist M Normalteiler von G. Für einen] 
Spezialfall konnte Frobenius seine Vermutung mit Hilfe der Theorie der Charaktere 
beweisen. Weitere in diese Richtung zielende Ergebnisse wurden von Ref. und 
D.G. Higman erhalten. Verf. beweist zu diesem Problem folgende Sätze: 1. el 
sei eine Gruppe von der Ordnung g = mg, (m,q) =1, @ ein Element eG, dessen | 
Ordnung g teilt, O(Q) der Zentralisator von Q, [C(Q):1] = c(Q); die Anzahl der Ele- | 
mente e 0(Q), deren Ordnung m teilt, sei = (m, c(Q)). Ferner gebe es in @ eine 
Untergruppe Q von der Ordnung g mit der Eigenschaft: ist die Ordnung eines Ele- 
mentes 8 e@ Teiler von g, so liegt $S in einer zu Q konjugierten Gruppe. Dann | 
bildet die Menge M aller Elemente e @, deren Ordnung m teilt, einen Normalteiler '[' 
von@. 2.G@,9,g, m wie in 1. Die Menge M aller Elemente e G, deren Ordnung m teilt, | 
bestehe aus genau m Elementen. Ferner enthalte @ eine Untergruppe H von der | 
Ordnung h =qs, (s, m/s) =1 mit den Eigenschaften: a) H enthält einen Normal- || 
teiler (von H) 8 von der Ordnung s; b) Für alle 7 e@ ist entweder TH T=H| 
oder TH TNHCS. Dann ist M Normalteiler von G. Der Beweis von 1. erfolgt | 
mit Hilfe eines Satzes von R. Brauer aus der Theorie der Gruppencharaktere. Satz 2 || 
wird durch Zurückführung auf Satz 1 bewiesen. Verf. beweist noch die interessante | 
Tatsache, daß die Bedingungen in seinen beiden Sätzen nicht nur hinreichend, 
sondern auch notwendig dafür sind, daß M Normalteiler von @ sei. O. Grün. 


| 
‘# 
'M 


Nakayama, Tadasi: A remark on fundamental exact sequences in cohomology | 
of finite groups. Proc. Japan Acad. 32, 731—735 (1956). | 

Let H be an invariant subgroup of a finite group @, and let M be a @-module. 
A proof is given of the exactness of two sequences and their duals which link the 
homology and cohomology groups of the pair (G, H). They are 0 +- H° (G/H, M#) <- 
H%G, M) <- H%XH,M)g+-H(G/H, M#) <- HG, M), and dually 0> H1(G/H,M 5) 
— H(G,M) > HTUH, M)* > H%G/H, M,)> H%XG,M); and f HIE.M)-G 
0. <- H(@/H, M?) — HXG, M) = DIB, NM. H”(G/H, M) = HG, M), 
and dually, if HH, M) =0,0— H%G/H, My) > H%G, M) — H%H, M)® 
— H“G/H, My)> H!(G,M), W. H. Cockeroft. 


Brauer, Richard: Number theoretical investigations on groups of finite order. 
Proc. internat. Sympos. algebraic number theory, Tokyo Nikko Sept. 1955. 

It is well known that the theory of blocks of characters, as developed to the 
greater part by R. Brauer himself, has achieved some great contributions to the 
theory of groups of finite order. In order to get even more results, it seems necessary 
to push forward the general theory and to solve a number of open problems on the 
block structure of a finite group. Seven of such problems are listed here together 
with comments and discussions by the author. P. Roquette. 
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Schiek, Helmut: Über die Darstellungen der Gruppen mit quadratfreier Ord- 
nungszahl. Math. Nachr. 14, 2837—307 (1956). 

Die Gruppen mit quadratfreier Ordnungszahl wurden bekanntlich von ©. Hölder 
© genau studiert. Daran anschließend studiert der Verf. die Darstellungen solcher 
Gruppen im Körper der komplexen Zahlen, die nach A. Speiser sämtlich monomial 
'# sind. Dafür kann man bekanntlich nach der Methode der Untergruppen verfahren. 
9 Der Verf. studiert auch zunächst die Strukturen der Gruppen, insbesondere in bezug 
TS auf Untergruppen, Kommutatorgruppen und Normalteiler. Nach der Methode von 
\ K. Shoda (dies. Zbl. 7, 197) bestimmt er dann die Anzahl der nicht-äquivalenten, 
3 isomorphen irreduziblen Darstellungen. Eine homomorphe Darstellung ist nichts 
anderes als eine isomorphe Darstellung einer Faktorgruppe. Also reduziert sich die 
% Bestimmung der allgemeinen Darstellungen auf die Strukturen der Faktorgruppen, 
die im letzten Paragraph genau studiert werden. K. Shoda. 


Steinberg, Robert: Prime power representations of finite linear groups. Cana- 
T dian J. Math. 8, 580—591 (1956). 

Verf. betrachtet eine endliche einfache Gruppe ®, welche einer der fünf bekannten 
' Serien angehört (unimodular projektiv, symplektisch, unitär, erste und zweite 
1 orthogonale Gruppe). Es sei p die Charakteristik des endlichen Körpers K, durch 
2 den © (als Matrizengruppe über K) definiert wird, und es seien d, m die Ordnung 
und der Normalisatorenindex einer p-Sylowgruppe von &. Verf. beweist den folgen- 
_ den Satz: (Ö besitzt eine irreduzible d-dimensionale Darstellung über jedem Körper, 
dessen Charakteristik 0 oder prim zu m ist. Zum Beweis wird die Darstellung selbst 
konstruktiv angegeben (und nicht nur der Charakter). P. Roquette. 


Edge, W.L.: The characters of the eubie surface group. Proc. roy. Soc. 
London, Ser. A 237, 132—147 (1956). 
Fortsetzung früherer Arbeiten des Verf. (dies. Zbl. 55, 144; 64, 143; 66, 142). 
Eine vollständige Tafel der Charaktere dieser Gruppe @ vom Grade 51840 wurde 1951 
von J. S. Frame (dies. Zbl. 45, 5) gegeben, der sich dabei auf eigene Untersuchungen 
von 1936 über die Charaktere der Untergruppe von @ vom Index 2 stützt. In der 
vorliegenden Arbeit werden die Charaktere direkt abgeleitet. @ wird dargestellt als 
Gruppe der orthogonalen Projektivitäten des vierdimensionalen Raumes über @F(3). 
G ist dann transitive Permutationsgruppe von 27 Fünfecken, von 40 Punkten, die 
eine Quadrik » bilden, von 36 Punkten, deren Polarhyperebenen » in Ellipsoiden 
schneiden, von 45 Punkten, deren Polarhyperebenen » in Hyperboloiden schneiden, 
von 40 Geraden auf ® und von einigen anderen durch » bestimmten Klassen von 


Geraden. Die Charaktere sind tabuliert; die Resultate bestätigen die von Frame. 
F.W. Levi. 


Groot, J. de: Orthogonal isomorphie representations of free groups. Canadian 
J. Mat. 8, 256—262 (1956). 
Verf. gibt einen neuen Beweis des von Sierpinski stammenden Satzes 
über die Existenz freier Untergruppen der Mächtigkeit c des Kontinuums in der 
. Gruppe @ der Drehungen des reellen E? um einen festen Punkt. Im einzelnen zeigt 
er: Satz 1: Zwei Drehungen A(p), B(p) € G mit dem Drehwinkel 9 und aufeinander 
senkrechten Drehachsen erzeugen eine freie Untergruppe von @, falls tang-, p trans- 
zendent ist..— Sei{2,} ein System algebraisch unabhängiger positiver reeller Zahlen 
und y eine weitere von den a, algebraisch unabhängige positive reelle Zahl; weiter sei 
Q, = 2 arctang x, und y = 2aretangy. Sei A(x) die Drehung um x um eine feste 
Achse a und B(y) die Drehung um y um eine zu a senkrechte Achse b. Satz 2: Die 
Drehungen R, = A(g,) B(y) A(g,)* sind c freie Erzeugende einer Untergruppe von 
G. — Da man nach von Neumann ein System {x,} explizit angeben kann, hat 


man wegen Satz 2 eine explizit angebbare freie Untergruppe der Mächtigkeit c in @. 
H. Leptin. 
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Reiner, Irving and J. D. Swift: Congruence subgroups of matrix groups. ||| 


Pacific J. Math. 6, 529—540 (1956). 


Ist G(n) die Untergruppe der Modulgruppe, für die c = 0 (mod n) ist, so hat | 
M. Newman gezeigt, daß aus G(m n) < H < G(n) folgt, H = G(an), a ein Teiler von 


m. Die Verff. beweisen zwei Verallgemeinerungen. Werden die Modulgruppe durch 
die entsprechende Gruppe mit Matrixelementen aus dem Ring der ganzen alge- 
braischen Zahlen eines algebraischen Zahlkörpers und die Zahlen m und n durch 
Ideale aus diesem Ring ersetzt, so gilt ein ganz analoger Satz, nur kommt die Zusatz- 


bedingung (M, (6)) = (1) dazu. Sie ist zwar nicht notwendig, aber Beispiele zeigen, 


daß irgend eine solche Bedingung erforderlich ist. In der zweiten Verallgemeinerung 


wird die Modulgruppe durch die Gruppe der r-reihigen Matrizen mit Determinante 1 
ersetzt. Hier gibt es natürlich zahlreiche Verallgemeinerungen der Bedingungc=0 


(mod n), die Autoren beschränken sich auf eine Möglichkeit. @. Lochs. 


Hunt, 6. A.: A theorem of Rlie Cartan. Proc. Amer. math. Soc. 7, 307—308 | 


(1956). 


Il s’agit du th&oreme affirmant que deux tores maximaux d’un groupe de Lie i 


compact connexe @ sont conjugu6s par un automorphisme interieur Ad g (9 €e@) de 


@. La demonstration, extr&mement simple, repose sur la remarque que si les el&ments | 


x, y de l’algebre de Lie g de @ sont tels que (x, Adg(y)) ait un minimum pour g 


ögal A l’identite, (x, y) &tant. une forme bilineaire symetrique positive non dögenöree "} 
sur g, invariante par le groupe adjoint, alors x et y commutent. Cette demonstation "| 
s’applique aussi au th&oreme de conjugaison analogue dans les espaces symetriques. 


A. Borel. 


Mostow, @. D.: Fully redueible subgroups of algebraie groups. Amer. J. Math. | 


78, 200221 (1956). 


On sait qu’une algebre de Lie algebrique g sur un corps de caracteristique zero | 
K peut se mettre sous la forrmeg =5-+a + n oü 8 est semi-simple, a commutative | 
formee d’elements semi-simples du radical r de g, et centralisant 3, et ou n est 
l’ensemble des el&ments nilpotents der, ce quientrainequeg—=m+n,aveem=3+a | 
totalement reductible maximale dans g. Ce Memoire est principalement consacre & 
un th&eoreme de conjugaison pour cette decomposition: deux sous-algebres totale- | 


ment r&öductibles maximales de g sont conjuguees par un automorphisme exp ad n, 
(n en) et & un analogue global: tout groupe algebrique G (non necessairement con- 


nexe) d’algebre de Lie g est produit semi-direct d’un sous-groupe totalement röduc- 


tible maximal d’algebre de Lie m et du sous-groupe algebrique connexe d’algebre 
de Lie n. Le premier enonc& est aussi etabli pour une algebre de Lie lineaire quel- 
conque sur K. Il est &galement montre& qu’un groupe totalement reductible d’automor- 
phismes d’une algebre de Lie lineaire g laisse invariante une sous-algebre totalement 
reductible maximale, done aussi une sous-algebre semi-simple maximale, et si, g est 
resoluble, une sous-algebre de Cartan. — Errata: A(4.4): sim est algebrique, il en 
est de m&me deg vu [2, Theor. 14] mais la r&eiproque est inexacte; cependant seule ia 
partie directe intervient dans la suite. Dans la demonstration de 7.1, il est implieite- 
ment admis que tout sous-groupe totalement röductible est contenu dans un sous- 
groupe totalement reductible maximal, ce qui peut se voir par consideration de 
l’espace affine des supplömentaires d’un sous-espace donn£. 4A. Borel. 

Dieudonne, Jean: On a theorem of Lazard. Amer. J. Math. 78, 675-676 
(1956). 

Lazard (this Zb]. 55, 256) has proved that any formal Lie group of dimension 
l overa commutative ring with unit element and no nilpotent elements is necessarily 
abelian. The same result was proved by the author (this Zbl. 64, 255) for the case of 
an underlying field of characteristice p #0, under the additional assumption that 
X? # 0. The author now treats the remaining case X,’ —= 0 by an induction argu- 
ment, using properties of the Frobenius homomorphism. P. M. Cohn. 


\f 
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Montgomery, D., H. Samelson and €. T. Yang: Groups on Z" with (n—2)- 
_ dimensional orbits. Proc. Amer. math. Soc. 7, 719—728 (1956). 

| Es sei G eine kompakte zusammenhängende Liesche Gruppe, die auf einen Eukli- 
4 dischen Raum E” derart wirkt, daß für jedes g e@ die durch &— g x definierte 
# Abbildung von E” auf sich stetig differenzierbar sein soll. Ist dann die höchste 


_ Dimension der Transitivitätsgebiete gleich n— 1 oder n — 2, so ist, in geeignet 


gewählten Koordinaten, die Wirkung von G linear. Bekanntlich (Montgomery 
und Zippin, dies. Zbl. 14, 346) gilt der Satz für E® ohne Differenzierbarkeits- 
voraussetzungen. T. Ganea. 
5 Kneser, Martin: Summenmengen in lokalkompakten abelschen Gruppen. 
Math. Z. 66, 88—110 (1956). 
Da Verf. seiner Arbeit eine ausführliche Einleitung vorangestellt hat, können 
wir uns hier kurz fassen. Das Problem besteht darin, für das innere Maß u,(A + B) 


Ü der Summenmenge A + B zweier meßbarer Teile A und B einer lokal kompakten 


abelschen Gruppe G@ mit Haarschem Maß u eine Abschätzung nach unten zu geben. 
Der Verf. zeigt (Satz 1), daß u,(A + B) Z u(A) + u(B) = o ist, außer, wenn eine 
kompakte offene Untergruppe H mit A+HB+H =4A+Bundu(A+B-+H) 
= u(A+ H)+u(B+ H)—u(H) existiert. In diesem Fallist u, (A+ B)= u(A-+B) 
= co — u(H). Ist insbesondere @ kompakt und zusammenhängend, so ist u„(A + B) 
— 0 falls o < u(G) und A + B = G falls a > u(@) (Satz la). Ein nicht kompaktes @ 
' ist bekanntlich direkte Summe F & R” einer Gruppe F mit kompakter offener Unter- 
gruppe und eines n-dimensionalen reellen Vektorraumes R”“. Mit Hilfe des Brunn- 
Minkowskischen Satzes zeigt Verf. (Satz 4), daß für n>1 stets (u„(A + B))\* 
> u(A)!!® + u(B)Y"* ist. Die Hauptschwierigkeit bildet die Bestimmung der Fälle, in 
denen die Ungleichungen der Sätze 1 und 4 in Gleichungen übergehen. Die Beant- 
wortung dieser Frage gelingt dem Verf. im Falle einer zusammenhängenden kom- 
pakten Gruppe G und für@ = F&® R" mit nZ 1. Zum Schluß wendet Verf. seine 
Ergebnisse an auf Probleme der Additivität asymptotischer zahlentheoretischer 
Dichten in gewissen Halbgruppen Z, z.B. E = nat. Zahlen. Die E werden dabei in 
ihre Quotientengruppen @ eingebettet und diese nach Weil präkompaktifiziert. Die 
asymptotischen Dichten gewisser Teile auf E und das Haarsche Maß auf der voll- 
ständigen Hülle von Q werden dann in geeigneter Weise in Beziehung gesetzt. 
H. Leptin. 

Fleischer, Isidore: Functional representation of partially ordered groups. Ann. 
of Math., II. Ser. 64, 260—263 (1956). 

@G: groupe ordonne& (partiellement); @ completement entier ferme&: sin ©<y pour 
tout n > 0 entraine &<0; el&ment archimedien e: YxJn tel quene =x; ideal 
(semi-group dans la terminologie de I’A.) partie de @ additivement close contenant 
les elements < 0. Theoreme: Un groupe completement entier ferme avec element 
‚archimedien peut &tre represente comme ensemble separant de fonctions & valeurs 
r6elles sur l’espace E de ses id6aux maximaux, qui est compact pour la moins fine 
des topologies rendant ‘continues toutes ces fonctions. Deux groupes isomorphes 
_ conduisent & deux espaces homeomorphes. G est represente par la totalit& des fonc- 
tions continues reelles sur E si et seulement si G n’a pas d’extension directe (G@' 
extension directe de @: si GC @’ et si deux ideaux maximaux distincts de @ ont 
pour traces sur @ deux id6aux maximaux distincts). 4A. Revuz. 


Verbände. Ringe. Körper: 


Higgins, P.J.: Groups with multiple operators. Proc. London math. Soe., III. 
Ser. 6, 366—416 (1956). Be 
In dieser Arbeit studiert der Verf. algebraische Systeme mit beliebigen 
Operatoren, die Gruppen in bezug auf einen Operator (Addition) bilden. Dann 
9 


a 


Zentralblatt für Mathematik. 73. 
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bestehen die Grundvoraussetzungen von K. Shoda [Proc. Imp. Acad. Tokyo 17, 
323-327 (1941); 18, 179—184, 227— 232, 276—279 (1942); 19, 114—118, 259 —263, 
515-517 (1943); 20, 584588 (1944)] und folglich die dort angegebenen Sätze über 
die Struktur algebraischer Systeme (abstrakte Algebren). Der Verf. entwickelt 
aber die ganze Theorie, unabhängig von der allgemeinen Theorie, einheitlich unter 
Benützung der zunächst eingeführten Begriffe , Kommutatorwort‘ und ‚‚Idealwort“. 
Diese beiden Begriffe spielen die wichtigste Rolle in der ganzen Theorie. Dadurch 
erhält der Verf. gewisse konkrete Resultate, die mit den Formeln der Kommutator- 
worte und der Idealworte zusammenhängen. Also hat man diese Theorie einerseits 
als eine Verallgemeinerung der üblichen Gruppentheorie, Ringtheorie usw., ander- 
seits als eine Spezialisierung der Theorie der algebraischen Systeme anzusehen. Die 


Theorie wird in folgender Reihenfolge angegeben: 1. Einführung. 2. Definitionen ll 


und Begriffe. 3. Isomorphiesätze. 4. Spezielle Typen der 2-Gruppen. 5. Abelsche 


Q-Gruppen, abgeleitete Reihe und Zentralreihe. 6. Jordan-Hölder-Schreierscher ll 


Satz. 7. normale und zentrale Endomorphismen, direkte Summe. 8. Direkte Zer- 
legungen. 9. Vollständige Reduzibilität. K. Shoda. 


Fujiwara, Tsuyoshi: Note on free algebraie systems. Proc. Japan Acad. 32, 
662—664 (1956). 

In dieser Note verallgemeinert der Verf. den Begriff der freien A-algebraischen 
Systeme, der von K.Shoda (vgl. etwa dies. Zbl. 39, 24) eingeführt wurde. Shoda 


hat nämlich nur die Systeme in bezug auf ‚Identitäten‘ betrachtet. Dagegen be- 
trachtet Verf. diejenigen Systeme, die durch die Axiome von den Typen der | 


„Folgerungen“ definiert sind. Dadurch verallgemeinert Verf. die Hauptsätze für 
die freien A-algebraischen Systeme. K. Shoda. 


Szäsz, @.: Redeische schiefe Produkte von Halbverbänden. Acta math. Acad. 
Sci. Hungar. 7, 441—460, russ. Zusammenfassg. 461—462 (1956). 


Eine idempotente, kommutative und assoziative Halbgruppe ist ein Halbver- 
band. (Man deute die Multiplikation durch die Operation U) oder N). Ein Paar von 
Halbverbänden HZ (Elemente sind lateinische Buchstaben) und H (Elemente sind 
griechische Buchstaben) wird durch die Multiplikationsregel (a, «) o (b, ß) = (a b* P*, 
a’a?ß) zu einem nicht ausgearteten Redeischen schiefen Produkt H>H 
gemacht; dabei sind die in der Multiplikationsregel auftretenden Potenzen beliebig 
definierte Funktionen zweier Variablen mit x” und &"e H, x und &eH. Die schie- 
fen Produkte sind also Halbgruppen. Ausartungen entstehen, wenn für allea,be H, 
& ße H eine oder mehrere der folgenden Bedingungen gelten: I. b® =b, II. =ß, 
III. a® existiert nicht, IV. a? existiert nicht. Besonders betrachtet werden folgende 
einfach bzw. zweifach ausgearteten Produkte: HıH: (a,a)ı(b, ß) = (a b*, a’ aß), 
H2H: (a,a)2(b, ß) = (ab*, a’ ß). Es werden Formeln abgeleitet als notwendige 
und hinreichende Bedingungen, daß HH (i=0,1,2) idempotent, kommutativ, 
assoziativ ist, oder ein Einselement enthält. Sind ZH und H Verbände und sollen 
für das schiefe Produkt hinsichtlich beider Operationen U und N Multiplikations- 
regeln des obigen Typus gelten, so ist das schiefe Produkt nur dann ein Verband, 
wenn es das direkte Produkt HxH ist. F. W. Levi. 


Tamura, Takayuki: On a speeial semilattice with a minimal condition. J. 
Gakugei Tokushima Univ. natur. Sci. Math. 7, 9—17 (1956). 

L.A appelle demi-treillis disperse un demi-treillis dans lequel tout segment est 
une chaine de longueur finie. Il &tudie les demi-treillis disperses sans el&ment univer- 
sel verifiant la condition minimale suivante: chaque el&ment est superieur ou egal a 
un element minimal. Il montre que cette condition minimale est strictement plus 
faible que la condition de chaine descendante et il donne une condition necessaire et 
suffisante pour quelle lui soit &quivalente. R. Croisot. 
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Balachandran, V.K.: On isomorphie BS-representations preserving arbitrary 
joins. Math. Japonicae 4, 55—61 (1956). 

In an earlier paper (see this Zbl. 77, 255) the author had considered BS-represen- 
U tations of complete and non-complete lattices, and obtained conditions for the re- 
 presentations to preserve arbitrary meets or joins. For the non-complete case the 
© condition involved the elements of the extension of the lattice for distributive sums. 
Here by using an additional condition on the lattice, namely that 1 is the only element 
with 0 as meet-complement, the conditions are given in terms of elements of L only. 
The main results are: Th. 1: For a distributive lattice L, the statements, L has a 
9 m-basis of maximals and 1 alone has 0 for meet complement, imply and are implied 
X by their duals, viz., Z has a j-basis of atoms and 0 alone has 1 as join complement. 
Th. 2: Let Z be a lattice in which all existing joins are distributive. Then a necessary 
and sufficient condition that the canonical extension Z of L’ for distributive joins be a 
Boolean algebra is that 1 alone have 0 for meet complement. Th. 3: A lattice Z with 
1 alone having 0 as meet complement has an isomorphic BS-representation preserving 
arbitrary joins, if and only if L satisfies any one of the two conditions: (i) Z has a 
m-basis of m-primes, or (ii) Z is distributive and has a m-basis of maximals. Th. 4: 
Among eomplemented lattices, the atomic Boolean algebras are precisely, those that 
have an isomorphic BS-representation preserving arbitrary joins. Th. 5: In a lattice 
in which 1 alone has 0 as meet complement (so in particular in lattices with 
complements) an isomorphic BS-representation preserving arbitrary joins also 
preserves arbitrary meets. V. S. Krishnan. 

Iseki, Kiyoshi: Ideal theory of semiring. Proc. Japan Acad. 32, 554—559 (1956). 

Dans un semi-anneau A, l’A. considere les notions d’ideal (bilatere) premier, 
irreductible ou fortement irgeductible (notion introduite pour les anneaux par 
L.Fuchs sous le nom d’ideal primitif: a est fortement irr&ductible si bNc< a impli- 
que b<a ou ccCa). Proprietes elementaires de ces notions. On definit de la facon 
usuelle une topologie sur l’ensemble des ideaux fortement irröductibles. 

J. Dieudonne. 

Iseki, Kiyoshi and Yasue Miyanaga: On a radical in a semiring. Proc. Japan 
Acad. 32, 562—563 (1956). 

Dans un semi-anneau A possedant un element O0, les AA. disent qu’un ideal 
bilatere a est diviseur de zero & gauche si tous ses elements sont diviseurs de zero & 
gauche, et que a est zeroide ä gauche sia-+ b est diviseur de zero & gauche pour tout 
b diviseur de zero & gauche. Le radical & gauche est le plus grand ideal zeroide & 
gauche; on montre que c’est l’intersection des ideaux diviseurs de zero & gauche qui 
sont maximaux (parmi ce type d’ideaux). J. Dieudonne. 

eBoers, Arie Hendrik: Gen6ralisation de ıassoeiateur. Antwerpen-Zalt- 

bommel: J. van Tuyl 1956. 27 p. Diss. 

Boers, A. H.: L’anneau 5-alternatif. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 59, 

532—534 (1956). 

Der Verf. bezeichnet die linke Seite der bekannten Viererregel für die Assozia- 
toren (w,y,2) eines Ringes R, (ab,c,d) — (a, bc, d) + (a, b, cd) = 4a(b,.c,d) 
+ (a,b,c)d, als 4-Assoziator (a, b,2,d) und nennt den Ring 4-assoziativ, wenn (a, b, ©, 
 d) = 0 ist für jede Wahl der a, b, c, din R. Er erkennt, daß, falls R nullteilerfrei ist, 
aus der 4-Assoziativität von R die gewöhnliche Assoziativität folgt. Allgemeiner 
bildet der Verf. rekursiv den Begriff des n-Assoziators 


(ur RA PER ae El a N AEL EN 00) 
1<k<n—l 
Durch vollständige Induktion läßt sich dann beweisen, daß (a, , .. = 1) eine Summe 
von Produkten (a,,..., m-2x—e) * (An-2% - + - ; An), noch multipliziert mit be- 
stimmten Binomialkoeffizienten, ist, e = 1 oder 2. Insbesondere unterscheidet sich 
[a4 22,,/@gn,2); von (2P) -(a3,..-,Aantı)"(Qant2, -- > d4n.2) nur um eine Summe 


I%* 


>0 'f 


von je zwei Faktoren, von denen jeweils einer ein m-Assoziator mit m >2n+3 isthl ü 
Setzt man (2n + 3)-Assoziativität von R voraus, so folgt aus der letzten Formel | ' 
(2%). (a},...,q@2nıı)? =O und dann durch Rekursion der Satz 6: Ein (2n + 3)- | 
assoziativer Ring, dessen Charakteristik 0 oder größer als 2» ist und in dem aus 


a? —= 0 folgt x — 0, ist assoziativ. Nach Definition des Verf. ist ein Ring n-alternativ, | 
| 


wenn (@,,...,d,) bei Vertauschung zweier Elemente den Faktor —1 aufnimmt. 
Da ein n-alternativer Ring nicht (n + 1)-alternativ zu sein braucht, ist folgender 
Satz 7 interessant: Die Charakteristik von R sei ungleich 2; R sei N-alternativ 
(N > 3) und alle (N + 1)-Assoziatoren der beiden Gestalten (q,, 0,43, .. . ,@y) und |] 
(4, 4, ...,qdy,dy) seien 0. Dann alternieren auch alle n-Assoziatoren für jedes 
n> N. Über den Zusammenhang zwischen der Assoziativität von R und höherer 'J) 
Alternativität in R beweist Verf. den Satz 8: Die Charakteristik von R sei 0 oder '} 
größer als 2n— 2; in R folge aus ©? = 0, daß x =Oist. R sei (2n + 1)-alternativ /} 
und es seien die (2n + 2)-Assoziatoren der beiden in der Voraussetzung von Satz 7 
auftretenden Gestalten stets 0. Dann ist R assoziativ. — Insbesondere gilt dies 
fürn = 2, also für 5-alternatives R. In der zweiten der beiden hier zu besprechenden 
Arbeiten zeigt der Verf., daß in diesem Fall die Voraussetzung von Satz 8 über die 
beiden 6-Assoziatoren überflüssig ist. — In bestimmtem Ausmaß läßt sich im obigen "|| 
Satz 8 der ersten Arbeit die Voraussetzung, daß R ein (2n + 1)-alternativer Ring " 
sei, durch die Forderung der Existenz eines Einselementes in R ersetzen. 
E.-A. Behrens. 

Gurevic, G@. B.: Einige Eigenschaften der Lieschen Standard-Nilalgehren. 

Trudy Sem. vektor. tenzor. Analizu 10, 89—104 (1956) [Russisch]. 


A standard nilalgebra, determined by its characteristic ad (Gurevic, this 


x Br i 
Zbl. 56, 265) is called fullif,,= 7, (s=1,...,g). Full nilalgebras are the simplest | 
sort of standard nilalgebra, and every standard nilalgebra UV can be written in the | 
form UN-- NW, where the W, are the minimal full nilalgebras containing WU. | 
Moreover, the sum # = WU +: +, is direct and Rt is the orthogonal comple- | 
ment (l. c.) of the normalizer of Y{. The author further gives a method of obtaining | | 


\ 


— 
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the canonical basis and characteristic of a standard nilalgebra which is referred to an | 
arbitrary basis. — Finally he obtains the number of types of standard nilalgebras 
on an n-dimensional space. This is equal to the number of different characteristics, 
i.e. the number g(n) of sets of pairs of strietly increasing sequences Si)... 7}, 
{ht (k=0,1,...,n—1) of integers satisfying l <,,<,<n — 1l(s=L], 
re Ü "\. this is roved 
n+1l\n ’ RB 

in a second way by showing in effect that the number of types in question is the 
number of ways of bracketing a product ofn + 1 factors. As a corollary the number 
oftypes of soluble standard algebras on an n-dimensional space is shown to beg(n-+]1). 

P. M. Cohn. 

e Jacobson, Nathan: Structure of rings. (American Mathematical Society. Col- 
loquium Publications. Vol. 37.) Providence, R.I.: American Mathematical Society 
1956. VII, 263 p. 

The volume gives the general account of the structure theory of non-commu- 
tative rings established through its remarkable progresses during the past 15 years 
to which the author has been the most important contributor. Its main objective 
is the structure of general rings without finiteness assumptions, and its applications 
to algebraic and Pl-algebras, but also rings with minimum conditions are considered 
since their study is both simplified and promoted by the new viewpoint and approach. 
Chap. I introduces, on starting with a consideration on representation modules, the 
fundamental concepts of primitive rings, semi-simple rings, quasi-regularity, and 
the radical of aring, which were developed in full generality and mutual relationship 


..., k). A combinatorial argument shows that g(n) = 
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| by the author (this Zbl. 60, 73). It also considers the question of the dependence 
of these concepts on the domain of operators, gives Amitsur’s (this Zbl. 70, 30) 
#result on the radical of an algebra over a field of “large” cardinal number, and 
0eloses with illustrating examples and open question. Chap. II gives the density 
#@theorem of Chevalley and the author (this Zbl. 60, 74) for irreducible modules, 
Sin its algebraic and topological formulations. One (strengthened) formulation which 
‚ is important for later discussions states: With vector spaces M,, M, over a division 
| fing I’, let A be a ring of linear transformations of M, into itself and B an additive 
‚group of linear transformations of M, into M, such that BA - B. Assume that the 
@ A-module M, is irreducible and has centralizer T’. Let x,,..., x, be a finite set 
#of elements in M, linearly independent modulo {x€e M,|«B=0}. Then, for 
arbitrary %ı,...,%, in M,, there exists an element b of B such that ,b = y;, 
@3=1,...,n. In Chap. III the general theory is applied to rings with minimum 
& condition and some generalizations, to give their Wedderburn-Artin structure. 
Chap. IV considers primitive rings having minimal left ideals (equivalently, having 
# minimal right ideals), which have been studied by the author, Dieudonne, Rosen- 
© berg, ete. They are represented as a ring of continuous linear transformations of 
fa vector space over a division ring topologized by some “dual space”, which con- 
# tains all continuous transformations of finite rank; the representation is unique up 
to semi-linear transformations. As a special case, simple rings with minimal left 
ideals are considered, which are shown to be locally matrix over a division ring 
[Litoff]. Chap. V studies Kronecker products of algebras, in particular those of 
“ primitive and simple algebras (Azumaya-Nakayama, this Zbl. 29, 106). It also 
Ü gives the Wedderburn-Jacobson characterization of finite dimensional central simple 
} algebras, and the theory of Brauer groups. In Chap. VI the density theorem for 
completely reducible modules and the duality between operator and endomorphism 
rings of such modules are followed by the finite Galois theory for the ring of all 
| linear transformations of a vector space over a division ring; the approach to the 
“ last is common with the reviewer’s (this Zbl. 49, 22) in that Dieudonne@’s weak 
) normality of subrings is used effectively, but differs from it in. that the general 
case is treated from the start instead of establishing the theory for simple rings 
with minimum condition first. (Also a generalization by Rosenberg-Zelinsky 
(this Zbl. 65, 21) is referred to). In Chap. VII division rings are studied. Thus, it 
develops the finite Galois theory for them rather independently of Chap. VI, and 
| gives the infinite outer Galois theory for them. In this context, double modules 
! over division rings (Hochschild, this Zbl. 37, 23) are studied, some results on left 
and right dimensionalities are given, and, starting with Noether’s results, Kronecker 
products and subfields of division rings are considered. It gives also the commu- 
\ tativity theorems, including Kaplansky’s (this Zbl. 43, 37) and its generalization 
) by the reviewer (this Zbl. 51, 26), and a generalized formulation of the Cartan- 
| Brauer-Hua theorem for subrings invariant relative to inner automorphisms and 
| inner derivations. These are used in deriving theorems on generators of division 
| rings [Albert, Brauer, Kasch] and in giving a number of constructions of 
‘ division rings of interests. Chap. VIII studies nil ideals and, in their connection, 
' prime ideals. Thus it considers upper and lower radicals, of Baer (this Zbl. 60, 71), 
| the latter in their connection with prime ideals (McCoy, this Zbl. 67, 265), and 
gives Levitzki’sresults on locally nilpotent ideals, ineluding his solution of Koethe’s 
' problem on the nilpoteney of nil ideals in a ring satisfying maximum condition 
(this Zbl. 60, 75). In Chap. IX the set P of primitive ideals of a ring is topologized 
by the closure operation 1A=!WeP|W an B,P%eAy, AcP, to give 
what is called the structure space of the ring. The special cases of I-rings (in which 
_ every nonnil right ideal contains an idempotent + 0), z-regular rings and biregular 

rings are considered, to give results on representation of these rings as rings of 
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functions, including that by Arens-Kaplansky (this Zbl. 32, 7). In Chap. X, 
which is the last and perhaps the most spectacular, applications are made of the | 
structure theory developed in the forgoing chapters. Thus, after proving (a weaker | 
form of) Herstein’s (this Zbl. 51, 25) theorem on the commutativity of certain 
rings, PI (polynomial identity)-algebras are studied to give results on them by 
Kaplansky, Levitzki, Amitsur, and Specht, including Amitsur’s one that 
every PI-algebra satisfies an identity of form [e,,... , &,]” =0, where [e,,..., en] I 
—= Yon (iy...%n)&,...&,. Asfor algebraic algebras, detailed studies are made in | 
case they satisfy the condition (i) of bounded degree, (ii) of bounded (nilpotencey) |] 
index, or (iii) to be PI-algebras, and the center of interest is formed by Kuros’s } 
problem, on the locally finiteness of algebraic algebras. The problem is solved | 
affirmatively in case (iii) (whence in case (i)), more generally in case every homo- | 
morphic image which is primitive satisfies (iii) while the algebra itself satisfies (ii), | 
and even more generally when in this last case the second condition, (ii), is replaced |} 
by that (iii) holds for the radical of every homorphic image (Author, Mal’cev, | 
Levitzki and Kaplansky, this Zbl. 60, 74). Finally, making partial use of} 
Amitsur’s results given in Chap. I, the same author’s (this Zbl. 70, 30) results on} 
algebraic algebras over a non-denumerable field are proved, including that they N 
are of “linearly bounded degree”, from which follows that if A is an algebra over } 
a non-denumerable field ® then A, is algebraic over & for any extension Z of ® ] 
(Affirmative solution of Kuro$’s problem would imply this, without the restriction | 
on ®). T. Nakayama. 
Yaqub, Adil: On the theory of ring-logies. Canadian J. Math. 8, 323—328 
(1956). 
Jeder Restklassenring des Rings der ganzen Zahlen ist eine Ring-Logik (bzgl. 

der natürlichen Gruppe); d.h. in ihm läßt sich die Addition durch die Multiplikation 
und die Operationen <> x +1, &——x2—1 ausdrücken. G. Pickert. 


Herstein, I. N.: Jordan homomorphisms. Trans. Amer. math. Soc. 81, 331— 
341 (1956). 

A mapping 9 from a ring R into a ring R’ is defined to be a Jordan homomor- 
phism if p(a +b) =p(a) + p(b) and plab +ba) = Yla) lb) + p(b) pla). R’ | 
is said to be a prime ring if x R’y = 0 implies x =0ory=0. The principal result 
here is that if 9 is a Jordan homomorphism of a ring R onto a prime ring R’ with 
- characteristice greater than three, i.e., 22 =0 or 3x = 0 implies x = 0, then 9 is 
either a homomorphism or an antihomomorphism: either @(ab) = p(a) p(b) or 
p(ab) = p(b) Y(a) for alla and b in R. Asa corollary the author proves that if 
pa +b) = Yla) + o(b), p(a”) = Y(a)", and R’ contains an unit element and has 
characteristic greater than n, then  =&t, where t is a homomorphism or anti- 
homomorphism and & is an (n — 1)-st root of unity. [M. F. Smiley, in a later paper, 
Trans. Amer. math. Soc. 84, 426—429 (1957) has given a much shorter proof of the 
theorem of Herstein, showing in particular that one need only assume of the prime 
ring R’ that its characteristic is larger than two. Smiley’s paper is self-contained.] 

M. Gerstenhaber. 

Gillman, Leonard and Melvin Henriksen: Some remarks about elementary 
divisor rings. Trans. Amer. math. Soc. 82, 362—365 (1956). 

Es bedeute S stets einen kommutativen Ring mit Einselement. Dann heißt 8 | 
ein Hermitescher Ring, wenn jede Matrix über S auf Dreiecksform transformiert | 
werden kann. S heißt ein Elementarteilerring, wenn jede Matrix über 8 sogar auf 
Diagonalform mit der bekannten Teilbarkeitsbedingung transformiert werden kann. 
Eine notwendige Bedingung für Elementarteilerringe ist, daß jedes endlich erzeugte 
Ideal ein Hauptideal ist. Wenn 8 keine Nullteiler besitzt und der Maximalbedingung 
genügt, ist diese Bedingung auch hinreichend. ©. Helmer zeigte (dies. Zbl. 60, 76) 


’ 
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daß die Maximalbedingung durch folgende Eigenschaft ersetzt werden kann: Unter 
‘je zwei Ringelementen besitzt das eine einen größten Teiler, der zu dem anderen 
Element relativ prim ist. I. Kaplansky bewies (dies. Zbl. 36, 19), daß auch Null- 
' teiler zugelassen werden können, sofern sie alle in dem Jacobsonschen Radikal des 
Ringes liegen. Verff. beweisen folgende, über diese Resultate hinausgehenden Sätze. 
S ist genau dann ein Hermitescher Ring, wenn er folgende Bedingung erfüllt: Zu 
a,be 8 existieren a,, b, deSmita=a,d, 5b =b,d und (a, b)= (1). $ ist genau 
dann ein Elementarteilerring, wenn $ ein Hermitescher Ring mit folgender Eigen- 
‚ schaftist: Zua,b,ce S mit (a, b, c) = (1) existierenp,ge Smit (pa,pb+gc) =(l). 
; Ein der Helmerschen Bedingung genügender Ring ist genau dann ein Elementar- 
teilerring, wenn er ein Hermitescher Ring ist. Wenn S ein regulärer Ring ist (d.h. 
wenn es zu jedem ae S ein ze S mit a?x = a gibt), so genügt S der Helmerschen 
Bedingung. H.-J. Kowalsky. 
Henriksen, Melvin: Some remarks on elementary divisor rings. II.} Michigan 
math. J. 3, 159—163 (1956). 
Fortsetzung der Untersuchungen des Verf. und von L. Gillman (vgl. vor- 
stehendes Referat). Verf. zeigt: Wenn in dem kommutativen Ring S mit Einselement 
jedes endlich erzeugte Ideal ein Hauptideal ist und wenn das Jacobsonsche Radikal 
‚ k(S) von Sein Primideal enthält, dann ist Sein Hermitescher Ring. Der Hermitesche 
' Ring $ ist genau dann ein Elementarteilerring, wenn S/R(S) ein Elementarteilerring 
ist. Jedes eigentliche, von (0) verschiedene Primideal eines Ringes S, der der Helmer- 
schen Bedingung genügt, ist in einem eindeutig bestimmten maximalen Ideal ent- 
halten. Für jedes «€ $ bedeute Z(a) die Menge aller maximalen Ideale von S, die a 
enthalten. Der Hermitesche Ring S ist ein Elementarteilerring, wenn er folgende 
‚ Eigenschaft besitzt: Zua, ce Smita& R(S) gibteseinre SmitZ(r) = {Z(a) — Z(e)}. 
' Während alle bisher bekannten Beispiele Nullteiler enthielten, gibt Verf. ein Beispiel 
- für einen Elementarteilerring ohne Nullteiler, der nicht der Helmerschen Bedingung 
genügt. Dieser Ring wird mit Hilfe formaler Potenzreihen konstruiert. Abschließend 
formuliert Verf. einige ungelöste Probleme. H.-J. Kowalsky. 

Feller, Edmund H.: The lattice of submodules of a module over a noncom- 
mutative ring. Trans. Amer. math. Soc. 81, 342—357 (1956). 

In this paper a generalization of the Noether-Krull ideal theory to non-commu- 
 tative rings and still more generally to double modules is given. If A and R are 
rings withj unit! element, by an A-R module is meant an additive group, which is 
a right A module and aright R module, for which the unit elements of Aand Ract as 
identical transformations, and such that the operators of A and R commute. An 
example is a ring with unit element, where R(A) is the ring of right (left) multipli- 
 cations. Let N be an R submodule of an A-R module M and let V be a subring 
of A, which contains the unit element of A, such that NaC N forallae V. Then 
the V radical of N is defined to be the set ofallaeV, such that M a’ T N for some 
positive integer t. Furthermore N is called V primary, faeV,xeM,x«N and 
xae N imply that a is in the V radical of N. It is assumed that M satisfies the as- 
- cending chain condition for R submodules. Then a meet-irreducible £ submodule N 
' is V primary and the V radical p of N is a two-sided ideal in V, which is completely 
prime (i.e.abep andaep imply bep). Every R submodule N of M is the inter- 
| section ofa finite number ofirreducible R submodules, and if we have two irredundant 
' intersections of this type for N, the members of these intersections may be put into 
a one-to-one correspondence, such that corresponding elements may be interchanged 
in the intersection. A component element of N is defined in the usual way. Let F 
be a subring of A, which satisfies the requirements, given above for V, for all com- 
ponent elements of N. Then for two irredundant representations of N as intersection 
of irreducible R modules, the set of distinet F radicals of the members of the inter- 
section are the same in both representations and in one representation the inter- 
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section of a subset of the members of the representation is F primary if and only j 


ifthe F radicals of all elements of this subset are the same. All these statements are 
completely similar to statements of the Noether-Krull theory; the main difference 
is that the radicals are not ideals in A, but in a suitable subring of A. The analogy 
still goes further by consideration of isolated components; we shall not describe this 
here. The theory is applied to completely indecomposable A-R modules, which 
are defined to be A-R modules, which satisfy both chain conditions for A sub- 
modules and for R submodules, and all A submodules and all R submodules of which 
are indecomposable as a direct sum. For such a module M a correspondence is given 
between composition series of R submodules of M and of right ideals of A/q, where 
q is the annihilating ideal of M in A. Moreover every A endomorphism is a multi- 
plication with an element of R. Finally some theorems are proved for such modules, 
in which the collections of R submodules and of A submodules coincide. 
W. Peremans. 


Leavitt, William 6.: Modules over rings of words. Proc. Amer. math. Soc. 7, 
188—193 (1956). 

Dans ce travail et celui dont il est rendu compte ci-dessous, !’A. repond aux 
dernieres questions qui se posaient encore relativement aux bases et aux systemes 
libres dans les modules de type fini. Il construit en effet: 1° un anneau A sans 
diviseur de zero tel que tout A-module libre de type fini a toutes ses bases de möme 
longueur, mais contient des ensembles libres infinis; 2° un anneau A ayant la m&me 
propriete, mais ne pouvant &tre plonge dans un corps; 3° un anneau A sans diviseur 


de zero, telque A soit le seul A-module libre dont toutes les bases ont möme longueur.. 


J. Dieudonne. 

Leavitt, W. G.: Modules without invariant basis number. Proc. Amer. math. 
Soc. 8, 322—328 (1957). 

Generalisant les methodes utilisees dans le travail precedent, P’A. construit 
maintenant, pour chaque n > 1, un anneau A sans diviseur de zero, tel que pour 
k<n, toutes les bases de A% ont k &l&ments, mais que cette propriete cesse d’&tre 
vraie pour k>n. Les details de la construction sont beaucoup plus complexes que 
Dourin 1. J. Dieudonne. 


Kodama, Tetsuo: On the ecommutator group of normal simple algebra. Mem. 
Fac. Sci. Kyusyu Univ., Ser. A 10, 141—149 (1956). 

In einer Algebra A/K bilden die Elemente der reduzierten Norm 1 eine Unter- 
gruppe £ der multiplikativen Gruppe A’ der regulären Elemente aus A. Die Kommu- 
tatorgruppe A* von A’ ist in # enthalten. Als Hauptsatz der Arbeit wird gezeigt, 
daß bei einer normalen einfachen Algebra A über einem Körper K der Charakteristik 
Null E= A* gilt. Dieser Satz war in Spezialfällen unter Verwendung arithmeti- 
scher Hilfsmittel bereits von T. Nakayama-Y. Matsushima (A = p-adischer 
Schiefkörper; dies. Zbl. 60, 79) und von S. Wang (K = algebr. Zahlkörper; dies. 
Zbl. 40, 303) bewiesen worden. Der Beweis des Verf. stützt sich allein auf algebren- 
theoretische Schlüsse. Wesentlich benutzt wird ein Hilfssatz von J. Dieudonn& 
(dies. Zbl. 28, 339). F. Kasch. 


Azumaya, &oro: An existence theorem of algebras. Proc. internat. Sympos. 
algebraic number theory, Tokyo & Nikko Sept. 1955, 233—235 (1956). 
Sei K ein perfekter lokaler Ring, d.h. K besitze ein eindeutig bestimmtes maxi- 


males Ideal P mit, N P' =0 und K sei perfekt bei der Topologie, die durch die Po- 


tenzen Pi als Umgebungssystem der Null definiert wird. Ein Oberring R von K 
heißt eine Algebra über X, falls R über K eine endliche Modulbasis besitzt. Da PR 
im Radikal N von R enthalten ist, kann R/N als halbeinfache Algebra über dem 
Restklassenkörper K/P betrachtet werden. R heißt unverzweigt über K, falls PR=N 
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) st. Mit diesen Bezeichnungen gilt der folgende Satz, der ohne Beweis mitgeteilt 
i wird. Sei R eine Algebra über X und sei R/N separabel über K/P, dann gibt es eine 
3 IS auf innere Automorphismen eindeutig bestimmte unverzweigte Unteralgebra S so 
'Hlaß jede Restklasse von R modulo N durch ein Element von $ repräsentiert wird. 
'@Dieser Satz enthält offenbar als Spezialfälle die Existenz des Trägheitskörpers in 
ler Verzweigungstheorie und den Satz von Wedderburn-Mal’cev. F. Kasch. 


ji 


h Ramanathan, K.G.: Units of fixed points in involutorial algebras. Proc. inter- 
‚Önat. Sympos. algebraic number theory, Tokyo & Nikko Sept. 1955, 103—106 (1956). 
In Fortsetzung seiner Untersuchungen (vgl. dies. Zbl. 47, 48) betrachtet jetzt 
‚Sder Verf. eine einfache Algebra A von endlichem Rang über dem Körper der ratio- 
Snalen Zahlen, welche einen involutorischen Antiautomorphismus (*) besitzt. Ein 
Element £E von A heißt symmetrisch, wenn &= &*. Istnun O eine Ordnung in A über 
dem Ring der ganzen rationalen Zahlen, so sei /'(£) die Menge aller Elemente u aus 
50, so daß u zur Ordnung gehört und u*&£u=E£ (E symmetrisch). Der Verf. 
skizziert nun den Beweis für folgenden Satz: Ist die Norm von & über /’ von Null 
| verschieden, dann besitzt /(£) nur endlich viele Erzeugende. E. Hlawka. 


| e Wolf, Paul: Algebraische Theorie der Galoissehen Algebren. (Mathematische 
@ Forschungsberichte. Bd. 3.) Berlin: VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften 
‚1956. XII, 1858. brosch. DM 19,60. 
The present volume gives a general review of the algebraic theory of Galois 
2 algebras, initiated by Hasse (this Zbl. 39, 270) as a generalization of the theory of 
Kummer fields. Let K be an (associative finite) algebra over a field Q and @G a 
finite group of its automorphisms. The algebra K/Q is called a Galois algebra with 
Galois group @ when the group algebra 2[G] of G over 2 is 2[G]-right isomorphie 
to K. With a normal basis (9°) ({S} =@), whose existence is equivalent to 


the last said condition for a Galois algebra, the element w(O) = % TOT 
Te@ 


‚of the group algebra K[@G] (= Q[@]xoK) is called its resolvent and the 
(unique) element C(9)e 2[C]x?2[E] = QAIGxG] with % (RAxT7) OR OT 
IRTDieiG 
= ( DET) N C(®) in the sense of the multiplication in X [Gx@] is called 
Te@ 
its resolvent factor. On these notions is based the author’s (this Zbl. 50, 33; cf. also 


Knobloch, this Zbl. 42, 266) foundation of the theory of Galois algebras exposed 
in the 1st Chap. of the volume. If the Galois algebra X has a unit element and e 


is a primitive center-idempotent in K, then K is the direct sum % Kel, 
R mod G* 


where @* is the subgroup of @ leaving e fixed, and in case the algebra Ke over Qe 
is a Galois algebra with G* as Galois group (in natural manner) K is called kernel- 
 Galois. It is unknown whether there is a Galois algebra with unit element that is 

not kernel-Galois; indeed, when K is commutative and separable, i.e. when X is 

an improper Galois field, K is kernel-Galois. The 3rd Chap. is devoted mostly to 

Hasse’s (l. c.) original case where the group algebra Q2[@] is semisimple and splits, 
"accompanied by a short reference to the reviewer’s (this Zbl. 44, 24) generalization 
to the case where the semisimplieity assumption of Q[@] is cast off. Next, with a 
normal subgroup @ of @ a Galois algebra structure is introduced into the subalgebra 
K of K invariant by @. Further, an improper Galois field K is considered as an 
improper Galois field over K where K is the invariant subalgebra of a not necessarily 


normal subgroup G of G assumed to be a field. In the 5th Chap. Galois algebras 
having some fixed abelian group @ as their Galois group are considered and their 
semi-group with respect to the multiplication in terms of resolvent factors is defined. 
The last has the subgroups of separable algebras and improper fields. In the latter 
half of the volume, which begins with Chap. 7, the ground field 2 is assumed to 
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be a Galois extension, with Galois group g, of a field 2,. After Author (this Zbl. 50, fl 
34; 51, 27; 57, 29) a necessary and sufficient condition is derived for that a Galois v 
algebra K over 2 with Galois group @ has over 2, an automorphism group which I 
is a given extension of @ by g. It is divided into two parts, one group-theoretical, il 
not dealing with X, and the other algebra-theoretical. Under the assumption of the |) 
group-theoretical part, important is the problem, the imbedding problem, whether | 
there is an improper Galois field K over Q having the said property (thus being an} 
improper Galois field over 2,). A detailed study is made about the problem in the | 

case of abelian @, including Hasse’s (this Zbl. 32, 255, 257, 258) results on the I 
splitting semisimple Q[G] case and Kochendörffer’s (this Zbl. 51, 266) reduction || 
to the case of G, g p-groups. The volume closes with Beyer’s (this Zbl. 64, 36; | 


70, 268) (affirmative) solution of the imbedding problem for the case of @ eyelie ‘H 
of odd order and 2[G] semisimple and splitting, with a short reference to the results I 


of Faddeev (this Zbl. 55, 31) and Safarevid (this Zbl. 55, 31) that here the .J 


oddness assumption‘ of the order of @ is dispensable and that the cyclie condition ‘ 


of @ can not be weakened to the abelian. (The reviewer has been communicated l 
that the definition of YA in Satz 2, $2 should ke changed somewhat, and that in $40 | 
the group D should operate trivially on X, not on g.) T. Nakayama. 


Abhyankar, Shreeram: Two notes on formal power series. Proc. Amer. math. '} 
Soc. 7, 903—905 (1956). s 

Diese Arbeit besteht aus zwei voneinander unabhängigen Noten über formale ‘| 
Potenzreihen. Die erste Note gibt einen Beweis des folgenden interessanten Satzes: 
Jeder formale Potenzreihenring k[[x,,...,%,]] in n>1 Variablen über einem '| 
Körper k enthält unendlich viele analytisch unabhängige Elemente. Dabei werden | 
m Potenzreihen f}, ...., f„ analytisch unabhängig genannt, wenn es keine Potenz- | 
reihe 7 £ 0 in m Variablen gibt derart, daß Alf... . , fm) = 0. — Fallsn = 1, so ' 
sind je zwei Potenzreihen aus k[[x,]] analytisch abhängig. — Die zweite Note gibt 
eine verallgemeinerte Puiseuxsche Entwicklung einer algebraischen Funktion einer 
Variablen über einem Körper der Charakteristik p £ 0 (Puiseuxsche Entwicklungen 
sind bei 9 0 im allgemeinen nicht mehr möglich). P. Roquette. 

Lewis, D. J.: Ideals and polynomial funetions. Amer. J. Math. 78, 71—77 (1956). 

Es sei 0 ein ganz abgeschlossener Integritätsbereich, der als Quotientenkörper K 
entweder einen endlich-algebraischen Zahlkörper oder einen Funktionenkörper einer 
Veränderlichen über einem Galoisfeld oder die p-adische Hülle eines solchen Körpers 
hat. p sei ein Primideal in o; o/p ist ein Galoisfeld von g = p' Elementen. B,, sei 
die Gesamtheit der Polynome f(x) e o[x] mit: f(£) € p” für jedes & eo. Verf. zeigt: 
B, ıst ein Ideal in o[x], das durch genau m + 1 Ringelemente erzeugt wird und gibt 
ein Konstruktionsverfahren für dieses Erzeugendensystem an. Ebenso wird die 
entsprechende Fragestellung in o [x,,...., x,] behandelt. Der Fall eines beliebigen 
Ideals m (# Primidealpotenz) wird kurz erwähnt. E. Lamprecht. 

Yoshida, Michio: A theorem on Zariski rings. Canadian J. Math. 8, 3—4 
(1956). 


[6,0] 
Ist m ein Ideal eines Noetherschen Ringes A mit Einselement mit N mr = 0) 


(0), 

. n n=1 
so heißt der mit den Nullumgebungen {m*, n =1, 2, ....} topologisierte Ring A 
ein m-adischer Ring; ist dabei m im Durchschnitt aller maximalen Ideale von A 


enthalten, so heißt A ein Zariski-Ring. A sei die vollständige Hülle von A bzgl. nı. 
Aus einer Regel von Samuel (dies. Zbl. 44, 265) folgert Verf.: 1) Ist a Ideal von A 


und hata Ad r Erzeugende, so auch a. 2) Istz Primideal von A, eine isolierte Kompo- 
nente vonz A, so gilt Rang; > Rang 3. 3) Ist A Stellenring, dann giltdima=dima. 
4) Ist A Stellenring und gilt für jedes Primideal$ von A Rang $ + dim 3—dim 4, 
so gilt auch die entsprechende Eigenschaft in A. E. Lamprecht. 
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Ribenboim, P.: Un thöoreme sur les anneaux primaires et completement 
'integralement elos. Math. Ann. 130, 399—404 (1956). 

| Nagata hat gezeigt, daß nicht jeder vollständig ganz abgeschlossene, * primäre 
‘5 Integritätsbereich R ein Bewertungsring zu sein braucht. Verf. führt nun in einem 
# primären Integritätsbereich R den Begriff der Potenz eines Hauptideals mit beliebi- 
gen reellen Exponenten ein (analog wie in einem andern Fall P. Samuel, vgl. dies. 
'# Zbl. 49, 23) und beweist: R ist dann und nur dann ein Bewertungsring, wenn R 
vollständig ganz abgeschlossen ist und wenn außerdem das einzige Primideal + (0) 
von R sich als Vereinigung einer streng wachsenden Folge von Hauptidealen t,- R 
'® darstellen läßt, wobei 1. stets t,- R eine Potenz von t,;ı- R mit positivem reellem 
'# Exponenten ist und 2. für ge R, a,&4,yı:-Ri =1,2) stets a,-a&t,-R gilt 


lr=1,2,...). W. Krull. 
Gravett, K.A.H.: Note on a result of Krull. Proc. Cambridge philos. Soc. 52, 
379 (1956). 


Kurzer Beweis einer Mächtigkeitsformel für bewertete Körper. W. Krull. 


Zelinsky, Daniel: Cohomology of funetion fields and other algebras. Proc. 
internat. Sympos. algebraic number theory, Tokyo & Nikko Sept. 1955, 227—231 


' (1956). 
An account is given of results obtained by the author in collaboration with 
A. Rosenberg (this Zbl. 70, 269). W.H. Cockeroft. 
Zahlentheorie: 
Bruijn, N.G. de: On number systems. Nieuw Arch. Wiskunde, III. R. 4, 15—17 
(1956). 
Die Gesamtheit der Mengen $,, 8,,.. . . nichtnegativer ganzer Zahlen wird ein 


Zahlensystem genannt, wenn jede nichtnegative ganze Zahl x eindeutig als die 
Summe x = ) s; mit s;e S; darstellbar ist. In einem sogenannten britischen Zahlen- 
system besteht 8; aus den Zahlen n 9, 93 - - - 5-1; 91 92, - . . eine unendliche Folge 
gegebener ganzer Zahlen, n =0,1,...,9,; — 1.’Den Sonderfall, =9g, =: :=10 
nennt Verf. ein kontinentales Zahlensystem. Es sei jede natürliche Zahl einer der 
Klassen A,, A,,... zugeordnet, deren Anzahl endlich oder unendlich ist. Das 
Zahlensystem T,, T,,..., wo T, aus allen S; mit : € A, besteht, nennt Verf. ein 
entartetes Zahlensystem und zeigt als Hauptresultat, daß jedes Zahlensystem ein 
entartetes britisches Zahlensystem ist. B. Stolt. 


Dittmann, Gerd: Über eine Verallgemeinerung der Pythagoreischen Zahlen. 
Wiss. Z. Päd. Hochschule Potsdam, math.-naturw. R. 2, 261—263 (1956). 
Discussion of a method to find triples of elements of a recurring sequence (U) 
of order k + 1 which satisfy the relation u„ + u, = u,. For k = 2a complete result 
(also to be found by standard methods) is given: application to the cases uy = N? 
(Pythagorean numbers) and uy =+N(N — 1). Further some remarks are made 
. on the cases k > 2. H.J. A. Dupare. 

Levit, R. J.: A minimum solution of a diophantine equation. Amer. math. 
Monthly 63, 646—651 (1956). 

Die Gleichung ax +by=c mit (a,b) =1 wird durch den geläufigen Divi- 
sionsalgorithmus ohne den Umweg über ax +by=1 gelöst. Dabei kommt man 
direkt auf eine Lösung, in welcher x und y zugleich ihre kleinstmöglichen Absolut- 
werte annehmen, falls eine solche Lösung existiert; sonst nur für x oder y. Die 
kleinste Zahl Z für c, wo es keine beiderseitige Lösung gibt, und die größte R, wo 
es noch eine solche gibt, sind bei gegebenen a, b, b ungerade, L=,(a+b), 
R=ab—+ (a + b) für ungerades aund L=,«a+b, R=ab—-,.a für gerades a. 
Von den Zwischenwerten L<c< R haben genau die Hälfte — man beachte 
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L= Rmod2— eine solche Minimallösung; und zwar zeigen je zwei Werte, die sich 
zur Summe L + R ergänzen, entgegengesetztes Verhalten. A. Aigner. 
Palamä, Giuseppe: Sull’equazione indeterminata ©? +...+ 2° + % 
—(n-+1)e,:--x. e su altre analoghe. Rivista Mat. Univ. Parma 7, 89—123 
1956). 
2 werden diophantische Gleichungen betrachtet, z. B. (1) »® + yYP+l=3xry, 
denen Zahlenfolgen {a,} mit der Eigenschaft zugeordnet werden können, dab auf- |] 
einander folgende Zahlen (a,_ı, @„) Lösungen der gegebenen Gleichung sind. Solche 
Zahlenfolgen heißen Resolventen der gegebenen Gleichung. Für die Resolvente von 
(1) gilt die Rekursionsformel: (2) a,41ı =3q@,— „1. Kennt man eine Lösung 
(a,, @,) einer diophantischen Gleichung und die Rekursionsformel, so kann man so- 
fort unendlich viele Lösungen finden. Die Lösungen von (1), aber auch die von 
x? + y?—1=3 xy hängen eng mit den Gliedern der Folge der Fibonaceischen Zahlen 
zusammen. Allgemeiner als (2) werden diophantische Gleichungen betrachtet, für 
die die Rekursionsformel (3) +1 = P 4%, — %_ı lautet. Dazu gehören die Glei- 
chungen (4) x + y?+ R=pxy mit geeignetem R und beliebigem p. Von der Glei- 
chung 2 + +m—2=pxy wird gezeigt, daß sie keine ganzzahlige Lösung hat, 
wenn 2<m<p. Die Formeln (3) und (4) sind Spezialfälle von (5) Qn+1ı = 
D Ay Am_1° * * Am—n+2 — Im n+ı bzw. (6) 2? +... +2 + R=px,---z,. Speziell 
werden die Gleichungen betrachtet: (7) x? +... +22 =% "2 (8) 2? +-..:- +. = 
nm NM) +... ++ = + 1): -%. Die’ Arbeit enthält 
teilweise bekannte Ergebnisse, die früher auf andere Weise abgeleitet wurden. Sie 
zeigt die große Fruchtbarkeit der Methode der Resolventen für die Auflösung von 
diophantischen Gleichungen. N. Hofreiter. 


Remorov, P.N.: Zu den diophantischen Gleichungen der Form a? + DbP = cP, 
Doklady Akad. Nauk SSSR 106, 395—398 (1956) [Russisch]. 

Suppose p is a given prime number greater than 3 and Dis a given positive inte- 
ger not divisible by p. The author discusses the solvability of the diophantine equa- 
tion a? + bP — D cP in integers a, b, c not divisible by 9. The methods used are those 
developed by Kummer and others for the famous case D=1. 

P. T. Bateman. 

Costa, Newton Carneiro Affonso da: Une gen6ralisation du theor&me de Bounia- 
kowsky. Soc. Paranaense Mat., Anuärio 3, 12—16 (1956). 

Theorem: Let a, <a,<---<aym) denote the positive integerss <n and 
prime to n. For k=]1,...,o(n) +1 is a, --Ar 14" Aymrıı = (— 1) or 
(— 1)"*! (mod nr), according to n equals 2, 4, p*, 2p* or not. — It is an easy corollary 
of the case k = 1 (Gauss, D. A. $78). Forn=p, k =1 we get Wilson’s theorem. 
A number of corollaries are exhibited. W. Verdenvus. 

Carlitz, L.: A sum eonneeted with quadratic residues. Nagoya math. J. 10, 
1—7 (1956). 

The author derives properties on the highest power p’ of a prime p dividing the 


m-th difference S,„(a) with respect to a of the Legendre symbol ( a *) . If his the 
D 


smallest integer > m/(p — 1) — , hederivest > h. In the caseh = m/(p — 1) — + 
one has t=h; in the case h > m/(p — 1) — + some further congruences mod p are 
derived for the expression p”* S,.(a). H.J. A. Dupare, 

Cohen, Eekford: Congruences in algebraie number fields involving sums of 
similar powers. Trans. Amer. math. Soc. 83, 547—556 (1956). 

Let F be a finite extension of the rational field and let P be a prime ideal 
of F of norm pl. Let Q,(o) denote the number of solutions of the congruence 
u X"+..:+098,X,” +0 = 0 (mod Pi), where o is an integer of F,/ is a positive 
integer, &,...,x, are integers of F prime to P, m is a positive integer satisfying 
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(m, p) =1,k = (m, pf —1)>1. In this paper, the author gives an exact formula 
for Q,(0) involving a generalized Jacobi sum. Estimates for Q,(o) are obtained and 
solvability criteria for the above congruence are deduced. The method employed 
is based on the theory of exponential sums in algebraic number field. M.-I.Yüh. 


Bruck, R.H.: Computational aspeets of certain eombinatorial problems. Proc. 
Sympos. appl. Math. 6, 31-43 (1956). 

Es sei m eine natürliche Zahl. Die von einer Primzahl p = 1 mod m und einer 
Primitivwurzel g mod p abhängigen Zahlen (u, v),, mit u, v mod m seien erklärt als 
= Er = der Kongruenz g"+”*- g+”y +] = Omodp 
Ein im Vergleich zur direkten Berechnung der (u, v)„, einfach zu berechnendes Sy- 
stem rationaler, von p und g abhängiger Zahlen a, = a;(p,g) nennt Verf. eine inte- 
gral basis für die (u, v),,, wenn die (u, v),, sich mit nur von m abhängigen Koeffizienten 
aus den a, ganzzahlig linear kombinieren lassen. Nach allgemeinen Ausführungen 
über die Rolle einer ‚‚Experimentalmathematik“ diskutiert Verf. die Möglichkeit, 
durch Einsatz von Großrechenanlagen eine heuristische Annahme über eine integral 
basis für die (u, v)„ für einfache Werte von m zu stützen bzw. zu widerlegen. Die 
Bestimmung der (4, v)„ durch Jacobische Summen wird angeführt; daß in dem 
' Übergang von der Stickelbergschen Kennzeichnung der Jacobischen Summen als 
_ Elemente des m-ten Kreiskörpers P,, zu ihrer Darstellung durch eine geeignete 
Ganzheitsbasis von P,, der algebraisch-zahlentheoretische Kern des Problems liegt, 
geht aus den Ausführungen des Verf. nicht klar hervor. Doch ergibt sich gerade 
hieraus in den vom Verf. besprochenen Fällen m = 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12 sehr einfach 
die Auffindung einer integral basis und damit das Verständnis der vom Verf. ange- 
gebenen conditions und controls. H. W. Leopoldt. 


die Lösungsanzahlen in x, y mod 


Cohen, Eekford: An extension of Ramanujan’s sum. III: Connections with 
totient funetions. Duke math. J. 23, 623—630 (1956). 

(For part I and part II see this Zbl. 34, 21; 67, 22). — Let nr>1,k>1 be 
integers. Let O,(n,r) = % exp (2ninz/r*), where (a, b); denotes the largest 

(2 7"), =1 

k-th power divisor common to a and b, and the summation ranges over a 
k-reduced residue system (mod r), i.e. over all those elements x of a complete residue 
system (mod r*), for which there is (x, y*), =1. In this paper, it is proved that 
CO, (n,r) = 9,(r) u(d)/p,(d), where d* = r*/(n, r%)., 9,(r) denotes the number of 
elements of a k-reduced residue system (mod r). For k =1, this reduces to the 
well-known formula C;(n,r) = g(r) uld)/p(d)(d = r/(n,r)). An explieit formula 
is obtained for the number of solutions of n=x, ++: 4x, (mod r*), in &;, (&, r"),=1, 
i=|1,...,t. For k =1, this reduces to a result of Nicol and Vandiver (this Zbl. 
56, 40). M.-I. Yüh. 


Cohen, Eekford: Some totient functions. Duke math. J. 23, 515—522 (1956). 
Let g;(r) be defined as in the previous article. Let J,(r) be the Jordan function, 
i. e. the number of ordered sets of k elements from a complete residue system (mod r), 
such that the greatest common divisor of each set is prime tor. In this paper, the 
functions g;(r) and J;(r) are proved to be equivalent. The number of solutions in 
x; (mod r), y; (mod r*) of the congruene n= ar" y+'''+% Ey, (mod rk), 
(a,r) =1 is also evaluated. M.-I. Yüh. 
Fine, N. J.: On a system of modular functions eonneeted with the Ramanujan 
identities. Töhoku math. J., II. Ser. 8, 149—164 (1956). 
Es sei q eine natürliche Zahl der Gestalt 6% + 1(4>0). Für k=0 (mod g) 


sei O,(@;q) = Oyle) = IT (1 — are) (1 — ar emark) (« =exp Zrir), Imr> 0). 


n=1l 


Essei weiterW; (rt; g)= W;(r) = a6" ak Q, „(@)/Oz2(2),v= 4 (q—1). Nach Atkinund | 
Swinnerton-Dyer (dies. Zbl. 55, 38) it y()=1+ 3 Miıd)= 1)? n(e/g)/in(g vr) | 
k=1 


[n(t) Dedekindsche Funktion)]. Es sei y(ı,r) =y(r+r) (r= 0,1... 
Verf. studiert nun das Verhalten dieser Funktionen gegenüber der Untergruppe |] 
T,(9): (c= 0 (mod g)) der Modulgruppe > [(ar +b)/(er+d)]= Mr (a d—bc=|]). 
Es wird gezeigt, wenn M aus Iy(Q), Wı(Mr) = exp (12 niKk?a b/g) Waxr(?), N 
y(Mt,r) =y(t,rd®-+bd). Diese Resultate und die verwendeten Methoden ge- | 
stalten z. B. die bekannten Resultate von Watson (dies. Zbl. 19, 153) fürq =5,7 
und darüber hinaus analoge Resultate für q = 11 herzuleiten. Es gelingt dem Verf. J 
zwei bisher unbewiesene Formeln von Ramanujan zu beweisen. E.Hlawka. 

Lehmer, Emma: On the loeation of Gauß sums. Math. Tables Aids Comput. ni 
10, 194—202 (1956). 1 

Nach Hasse (Vorlesungen über Zahlentheorie, dies. Zbl. 38, 177, zitiert mit H) 4 
und Artin ist eine Vermutung von Kummer (1842) über das kubische Analogon | 
der bekannten quadratischen Gaußschen Summen von besonderem zahlentheore- ']) 
tischen Interesse. da sie z. B. eine nicht durch Zerlegungsgesetze definierte Klassen- 
einteilung von Primzahlen p betrifft. Mangels geeigneter theoretischer Ansatz- n 
punkte haben diese Anregungen bisher nur numerische Untersuchungen zur Folge 
gehabt (von Neumann and Goldstine, dies. Zbl. 51, 281, Ref., dies. Zbl. 55, 
273, zitiert mit I und II). Verf. berichtet zunächst über eine Fortsetzung der Rech- | 
nungen aus I auf der Maschine SWAC, bei der die 611 ersten p = l mod. 3 ausIzu | 
1000 erweitert wurden. Das bei I aufgetretene Verhältnis 2:3:4 der Dichten der 3 
Klassen verschiebt sich etwas, woraus Verf. auf einen ‚trend toward randomness“ | 
schließt. (In II waren nach dem Vorschlag von Hasse, 1. c., statt der p kubische | 
Charaktere y behandelt worden. Die 1115 ersten y hatten das gleiche Verhältnis | 
2:3:4 ergeben.) Unterstützt wird diese Vermutung dadurch, daß bei einer neuen |’ 
Abgrenzung von zwei der Klassen — indem, geometrisch gesehen (s. H Seite 456), | 
je eine Hälfte ausgetauscht wird — die Rechnung in der Tat das Verhältnis 1:1:1 | 
ergibt. — Ähnliche Rechenergebnisse werden für S,—= 3 exp (2rimk/p) mitk=4 | 

m mod N 
(s. 4), k =5. (8. Verf., dies. 2b1..45220) nd’ 1 ee Sie führen Verf. zu | 
der Vermutung, daß |S;| in den 3 Intervallen (0, Yp), (Yp, kp), (Ykp, (k—1) Yp) | 
gleich verteilt ist. (k ungerade, p durchläuft alle p = 1 mod X.) G. Beyer. 

Myeielski, Jan: Quelques identites de la theorie analytique des nombres. Collo- 
quium math. 4, 68—70 (1956). 

Verf. gibt in Anschluß an frühere Arbeiten (s. dies. Zbl. 45, 19; 66, 34) weitere 
Identitäten und Relationen über die dort angeführten zahlentheoretischen Funktio- 
nen an, deren Beweise den seinerzeitigen, wie Verf. sagt, analog verlaufen würden. 

H. Ostmann. 

Ricei, Giovanni: Recherches sur Vallure de la suite a Centre Belge 
Rech. math., Colloque Theorie des Nombres, Bruxelles 19—21 a 1955, 93—106 
(1956). 

Verf. studiert die Folge (05), wo = (Patı — P)/l0g Pr (m: n-te Primzahl). 
Es sei U, die Menge der reellen Zahlen u für die L!w)>n(n>0). Dabei ist 


L*(u)= lim lim $* 1 le) wo sich die Summe über allen mitu<o,„<u-+h, 


h—>0+ E>o J io) = 
Pr = erstreckt. Mit Hilfe der Brunschen Methode wird u.a. gezeigt: Es ist 
inf U, = 15/16, sup U,—inf U, > 1/8 und in Verschärfung eines Satzes von Erdös: 


Ist m(n) das innere Maß von U,, so ist [ m(n) dn 21, also insbesondere m(0) > 1/8. 
0 
E. Hlawka. 
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Bateman, P.T. and P. Erdös: Partitions into primes. Publ. math., Debrecen 
t, 198—200 (1956). 
\ Es bezeichne P(n) die Anzahl der Partitionen von n in Primzahlen p> 2. Verff. 
beweisen fürn =1,2,... auf elementarem Weg die Monotonie P(n + )) —=’P(n): 
H. Ostmann. 
Erdös, P.: Problems and results in additive number theory. Centre Belge Rech. 
'Smath., Colloque Theorie des Nombres, Bruxelles 19—21 dec. 1955, 127—137 (1956). 
Verf. berichtet über eine Reihe bekannter Resultate der additiven Zahlentheorie 
mit zum Teil kurzer Andeutung der Lösungswege. Verf. weist darauf hin, daß sich 
gelegentlich auch in gewissem Sinn maßtheoretische, zur Wahrscheinlichkeitstheorie 
analoge Hilfsmittel zur Lösung eignen, oft sogar einfacher sind. Eine Anzahl neuer 
Fragestellungen wird aufgeworfen. H. Ostmann. 
Kasch, Friedrieh: Abschätzung der Dichte von Summenmengen. III. Math. Z. 
66, 164—172 (1956). 

Verf. knüpft an seine früheren Arbeiten an (s. dies. Zbl. 66, 31 und 70, 273; 
ezeichnungen siehe ebenda); überdies zieht Verf. eine zum gleichen Thema er- 
schienene Arbeit von A. Brauer (s. dies. Zbl. 70, 41) heran. Es wird gezeigt, daß 
für die von A. Brauer gefundene Abschätzung die Voraussetzung « < “ entbehrlich 
ist und die Voraussetzung? Z = zuA= 2 ar B- 2) 3 =, abgeschwächt wer- 
£den kann. Ersetzt man letztere Abschätzung durch die größere untere Schranke 

6 + 390% — 3802 + 803 : 1 & 2 
| > 2 0 en an ‚so gitty>a- > a: Ya 2) 3&(l o)). 
@ Die erstgenannte Bedingung für } ist stets erfüllt wenn 1 2 = ist, die zweite, falls 


> > ausfällt. Für die asymptotische Dichte y* von X + B gilt, wenn V die asymp- 
totische Dichte a* hat und 9 asymptotische Basis der asymptotischen mittleren 


* / * 
Ordnung * ist, y* > a* - - (7 , Ye* _,; —3o*(l —a*)) : 
H. Ostmann. 

Blij, F. van der: Quadratie forms and Euler products. Nederl. Akad. Wet., 
Proe., Ser. A 59, 227—237 (1956). 

Ausgangspunkt des Verf. ist eine Formel von C. L. Siegel [Ann. of Math., 
II. Ser. 44, 143—172 (1943)]: Zts, @) sei die Epsteinsche £-Funktion zu der positiv- 
definiten ganzzahligen quadratischen Form Q(x, &; -..,%;) =@. Die Anzahl der 
ganzzahligen Automorphismen von @ werde mit E(Q) bezeichnet; OO Vase 
ein volles Repräsentantensystem des Geschlechtes von Q@. Man setzt 


h h 
_ LE ı 
20,0 No) / Iren 
Siegel zeigte, daß Z(s,Q) fürs=o +tit, 1<o<+k—1, eine Entwicklung ge- 


stattet nt 
0/4 — S notre 

2 Z(s,Q) = mw DR en > a2 d-° c(a,b,Q), 

summiert wird dabei über alle Paare «a, b teilerfremder positiver Zahlen; D bedeutet 
die Determinante der Form Q, die Koeffizienten c(a, b, Q) können mittels Gaußscher 
- Summen explizit angegeben werden. Siegel hatte auch bereits den Spezialfall D=1 be- 
trachtet. — Verf. berechnet dierechte Seite von (I) in weiteren Fällen, die quadratische 
Form hat dabei stets die Gestalt a0? + 9%? + * + &ge%g.?. Für einige spezielle 
Geschlechter Q, R kann Verf. einen Zahlfaktor y so bestimmen, daß Z(s,Q) — 
y Z(s, R) zu einem einfachen Ausdruck wird. Eingetragen in die obige Definition von 
Z(s, Q) liefert dies Multiplikationsgesetze für die Anzahl der Darstellungen von Zahlen 
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durch spezielle quadratische Formen. Damit ergeben sich auch Zusammenhänge)] 
mit Beispielen, die von E. Hecke angegeben wurden (dies. Zbl. 24,9). H. Braun. IM 
Linnik, Ju. V. (Iu. V.): The asymptotie geometry of the Gaussian genera; an) 
analogon of the ergodie theorem. Doklady Akad. Nauk SSSR 108, 1018— 1021] 
(1956) [Russisch]. | 
The author indicates briefly how his results about the distribution of the coeffi- | | 


cients of the set of integral definite quadratic forms D(z,y) =ax? +2bxy Ste ca 

with given discriminant D = ac— b? may be extended to refer only to forms in & 
given genus (this Zbl. 65, 31). The proofs are stated to depend on theorems of amılı 
ergodice type about the behaviour of the set of quadratic forms in a genus under a] 
transformation which is used in the proof (see next review). J. W. 8. Cassels. 


Linnik, Ju. V. (Iu. V.): More on the analogues of the ergodie theorems for the‘ 
imaginary quadratie field. Doklady Akad. Nauk SSSR 109, 694—696 (1956) [Russisch]. | 

Let p be a fixed prime. The author considers the asymptotic behaviour as 2 
increases through values such that (—D/p) = 1 of the coefficents of the set of reduced] 
integral quadratie forms ®(x, y) of diseriminant D. In particular, he enunciates l; 
theorems of an ergodie type for the sequence of forms obtained from a given formif 
by successive composition, in the sense of Gauss, with the form of diseriminant 2 h 
and leading coefficient p. He also gives a generalization in which D increases through. | 
values such that (—D/p) = (—D/g) = 1 where p, q are distinct odd primes and there'l, 
is composition successively with either the form with leading coefficent p or that | 
with g. There is also an application to subgroups of bounded index in the group of 
form-classes of diseriminant D. J. W. 8. Cassels. 1 

Foster, D.M.E.: Indefinite quadratie polynomials in n variables. Mathematika, | 
London 3, 111—116 (1956). 


N 
Es sei g(&,, ..., %) =D 4,;%, %, eine indefinite quadratische Form mit der!‘ 


a! | 
Determinante 4,0. Ferner seien a, ... , &, beliebig gegebene reelle Zahlen. | 
Blaney (dies. Zbl. 31, 204) hat gezeigt: Zu jeder Zahl y > 0 gibt eseine Zahl !'= | 
I(y, n), so daß (1) y |4,® <q (& +01. .,% +0.) < I'|A„|"* in ganzen Zahlen | 
lösbar ist. In dieser Arbeit wird die folgende Abschätzung von J' gegeben: (2) F 
T=y+ 0,312” + 07, wobei ©, und C’, passende positive Zahlen sind, die nur von 
n abhängen. Der Nachweis von (2) erfolgt durch eine Verschärfung der Blaney- 
schen Beweismethode. N. Hofreiter. 

Ehrhart, Eugene: Sur les polygones et les ovales. ©. r. Acad. Sci., Paris 242, | 
332—334 (1956). 

Ehrhart, Eugene: Sur les polygones eroises. ©. r. Acad. Sci., Paris 242, 1570 | 
— 1573 (1956). | 

Ehrhart, Eugene: Sur les polygones plans dans un reseau de Pespace. ©. r. | 
Acad. Sci., Paris 242, 1844—1846 (1956). | 

Ehrhart, Eugene: Sur les polyedres et les ovales. C.r. Acad. Sci., Paris 242, 
2217—2219 (1956). 

Ehrhart, Eugene: Sur des polygones et des polyödres partieuliers. C.r. Acad. 
Sci., Paris 243, 347—349 (1956). 

Ehrhart, Eugene: Sur les polyedres homothötiques. ©. r. Acad. Sci., Paris 244, 
157—160 (1957). 

Verf. setzt seine in früheren Noten (dies. Zbl. 65, 31) begonnenen Untersuchun- 
gen über ebene Polygone fort und entwickelt entsprechende Sätze über räumliche 
Polygone im Raum, sowie über Polyeder. Der zur Verfügung stehende beschränkte ' 
Raum gestattet leider nicht, auf manche interessante Resultate des Verf. einzugehen. 
Das wird bei einer späteren zusammenfassenden Darstellung eher möglich sein. 


A. Dinghas. 


mm 
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Sawyer, D.B.: A remark on translated sets. Proc. Cambridge philos. Soc. 
52, 157—159 (1956). 
| Let A denote the integral lattice in Euclidean n-space Rr. K* stands for any 
body centrally symmetric with respect to 0€ A, of volume V(K *) — 2" and such 
that no Pe A, PZ 0 is inner point of K*. If S is closed, convex, V(S) = 1, then 
Sn(A+X)=% for some X, unless S is a body 4 K*. 1. Far. 

Woods, A.C.: The anomaly of convex bodies. Proc. Cambridge philos. Soc. 52, 
406—423 (1956). 

Der Verf. zeigt den bedeutsamen Satz: Die Anomalie jedes dreidimensionalen 
konvexen Körpers mit Mittelpunkt ist stets 1. (Zur Definition vgl. die Besprechung 
der Arbeit von Rankin dies. Zbl. 50, 274). Es wird weiter gezeigt: Die Anomalie 
ist 1 für jeden zweidimensionalen konvexen Bereich, auch dann, wenn er keinen 
Mittelpunkt besitzt. Der Beweis ist nicht kurz, aber durchsichtig. E. Hlawka. 


Lekkerkerker, €. 6.: On the Minkowski-Hlawka theorem. Nederl. Akad. 
Wet., Proc., Ser. A 59, 426—434 (1956). 

Verf. zeigt: Es sei X ein konvexer Körper mit Mittelpunkt O und Volumen V. 
‚Dann gibt es Konstante c (c > 3) und b, welche von K und der Dimension n des 
& Raumes nicht abhängen, so daß es zu K ein bezüglich K zulässiges Gitter mit 
© Determinante < V/c gibt, welches eine Basis in der Kugel mit Radius bn V!!r und 
£ Mittelpunkt O besitzt. E. Hlawka. 
Lekkerkerker, €. G.: Der Satz von Minkowski-Hlawka. Math. Centrum, 
Amsterdam, Rapport ZW 1956 — 011,7 p. (1956) [Holländisch]. 

A short lecture on the theorem of Hlawka, with particular stress on the 
case of convex bodies. A proof of the following result is sketched: ‚Let x,, be the 
volume of the m-dimensional unit sphere. Let b=2.13; and let d,=3 and 

ScHSen 


(m=3%...),-80. that lim d„ =492...2 I Mist any 


m m en a 

M— 
 symmetric convex body in R, of volume V, then there exists an M-admissible 
" Jattice A of determinant d(A) =V/d, with a basis which, after a suitable rotation 


\1/n 

| about the origin, lies in the cube max (|x,|,.... . , ||) < 5 ie ". K. Mahler. 

Lekkerkerker, Cornelis Gerrit: Una questione di approssimazione diofantea 
e una proprietä caratteristica dei numeri quadratiei. 1, II. Atti Accad. naz. Lincei, 
Bend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VILI. Ser. 21, 179—185, 257—262 (1956). 

In Fortsetzung der Untersuchungen von Cugiani (vgl. dies. Zbl. 66, 37) be- 
trachtet der Verf. die Menge I’(a) der Häufungspunkte der Menge /(a) der Punkte 
2—sa(x>0,r, s durchlaufen alle natürlichen Zahlen) und die analog definierte 


| Menge J’(0) der Häufungspunkte von J(9) (Menge der Punkte s? _ — 0), do=ya 


| \ : h Ile „> 
mit der Kettenbruchentwicklung [a,, @, - - ) Es.ist. J’(6) = 26 I'‘(a). Ist nun 6 


'eine irrationale Zahl mit beschränkten Teilnennern, dann wird folgender schöner 
Satz gezeigt: J’(0) ist genau dann diskret, wenn 0 eine quadratische Irrationalität 
ist. Weiter wird gezeigt: Ist k eine natürliche Zahl > 6, dann gibt es ein 6, mit 
2. <k—1 (n=1,2,...), so daß J(0) dicht auf der reellen Zahlengeraden ist, 
das Intervall (— 1/k, 1/k) ausgenommen. E. Hlawka. 
Cassels, J. W. 8.: On the sums of powers of complex numbers. Acta math. 
Acad. Sci. Hungar. 7, 283—289, russ. Zusammenfassg. 239 (1956). | 
In dieser bedeutsamen Arbeit betrachtet Verf. Summen o,— b, Rates b,2 
(b reell positiv, z komplex). Aus dem Dirichletschen Approximationssatz folgt 
sofort maxRo,=0 (1<v<s4*—1). Verf. zeiginun an einem Beispiel, daß es b, z gibt, 


2 
65) 


Zentralblatt für Mathematik. 73. 
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so daß Ro, <0für 1<»<3—1. Ist |z,| = max |s;|und wird B=(b, +++: + du)/6ı JR 
gesetzt, dann wird gezeigt: maxRo,>0fürl <v<2[P?+6P] +7. Ist sogar 
db =: =b,—1, dann wird max Ro,>0 für 1<v<s2k+-1 gezeigt, und dieses | 


Resultat ist scharf. Daraus folgt, daß max |2?+--+2P|21(1<vs2k—1) 
wenn max |z,| 21. [Vgl. zur Bedeutung dieser Sätze das Buch von P. Turan, 
Iejehk 


Eine neue Methode in der Analysis... (dies. Zbl. 52, 46)]. Am Schluß der Arbeit 


beweist der Verf. auf analytischem Weg einen Satz, der fast so stark ist wie der |] 


Dirichletsche Approximationssatz. E. Hlawka. 
Cassels, J. W. S.: On a result of Marshall Hall. Mathematika, London 3, 
109—110 (1956). 
Viene dimostrato il seguente teorema: se ß}, Pa, - »- , Pr sono r numeri reali 
arbitrari, & sempre possibile trovare un numero reale & tale che z|(x + ß,) 2 — y| 
>1/8sr +1)? 5=1,2....,r) qualunque siano gl’interi z,y con >0. Tale 
teorema generalizza una proposizione dedotta immediatamente da un teorema fonda- 


mentale di M. Hall jr. (questo Zbl. 30, 22). T. Viola. 
Davenport, H.: Note on irregularities of distribution. Mathematika, London 
3, 131—135 (1956). 
Es sei 0 eine beliebige Irrationalzahl, deren Kettenbruchentwicklung nur be- 
schränkte Teilnenner besitzt. Wir betrachten nun in der Ebene die 2 M Punkte 


(M beliebig) «,— {+9}, y,=»/M v=1,...,M). Ist S(&,n) die Anzahl dieser f 
ne! 


Punktein0O<xr <&,0<s<y<n, dann wird gezeigt: [ [| (S(&,n)—2MEn?dE£dn 
00 
< c(#)log M, wo c(d) nur von O abhängt. Daraus folgt, daß der Satz von K.F. 


Roth (vgl. dies. Zbl. 57, 286) nicht verschärft werden kann. Der Verf. bespricht N 


auch den dreidimensionalen Fall. E. Hlawka. 


Cohn, Harvey: Some applied number theory. J. Soc. industr. appl. Math. 4, | 


152—167 (1956). 
An zwei Beispielen werden Zusammenhänge zwischen Zahlentheorie und Analy- 


sis dargelegt, die über die bloße Anwendung analytischer Hilfsmittel in der Zahlen- 


theorie hinausgehen. Das erste ist der Beweis des quadratischen Reziprozitäts- 
gesetzes mittels Gaußscher Summen und der Transformationsformel der Theta- 
reihen [vgl. dazu auch H. Lewy, Bull. Amer. math. Soc. 52, 737—775 (1946)], das 
zweite die Theorie der säkularen Störungen in der Himmelsmechanik und ihre Be- 
ziehung zur Gleichverteilung modulo eins [P. Bohl, J. reine angew. Math. 135, 
189—283 (1909)]. M. Kneser. 


Analysis. 


e Levi, Howard: Elements of algebra. 2"9 ed. New York: Chelsea Publishing 
Company 1956. VIII, 160 p. $ 3.25. 
Die Anlage dieses Büchleins unterscheidet sich von dem traditionellen, aber jetzt 
wohl allmählich aussterbenden ‚‚Course in College Algebra‘ der amerikanischen Uni- 
versitäten grundsätzlich. Es werden keinerlei mathematische Vorkenntnisse ange- 


nommen, und die Absicht ist, eine feste Grundlage für das weitere Studium der 


Mathematik zu geben. Die zwölf Kapitel behandeln die Elemente der Mengenlehre, 
Kardinalzahlen, Polynome, Zahlensysteme, die Konstruktion der natürlichen Zahlen 
nach Peano, die rationalen Zahlen, Gleichungen ersten und zweiten Grades und die 
reellen Zahlen. Ein Vergleich mit der bekannten „Einführung in die höhere Mathe- 
matik“ von Feigl und Rohrbach (s. dies. Zbl. 53, 194) zeigt, daß nur etwa ein 
Fünftel des Platzes zur Verfügung steht, aber auch höchstens ein Fünftel des Materials 
geboten wird. Man muß sich aber darüber klar sein, daß in den Vereinigten Staaten 
der Übergang von der Schule zur Universität etwa zwei Jahre früher erfolgt und die 
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‚Jungen Mathematiker sehr viel weniger Vorbildung haben. Das Buch wird an der 
' Columbia Universität in New York seit mehreren Jahren erfolgreich zu einer An- 
 fänger-Vorlesung verwendet. KReAmEnsch: 
e Hamilton, Walter T. and John Raymond Hamilton: Mathematical analysis. 

‚ A modern approach. (Harper’s Math. Series.) New York: Harper & Brothers 1956. 
XIII, 379 p. $ 4.50. 

Inhaltlich übersteigt diese Einführung in die höhere Mathematik kaum den 
Unterrichtsstoff einer Oberrealschule (Elementare Algebra, Logarithmen, Trigono- 
metrie, Folgen und Reihen, Differentiation und Integration einfacher Funktionen). 
% Das anschauliche Bild der Zahlgeraden und die elementargeometrischen Konstruk- 
tionen von Summe und Produkt zweier Zahlen dienen als Ersatz für eine syste- 
matische Begründung der Theorie der reellen Zahlen. Im übrigen fällt besonders 
angenehm auf, daß überall die offene, nichts für selbstverständlich nehmende moderne 
wissenschaftliche Betrachtungsweise für die Darstellung maßgebend war. Dies darf 
man schon aus den Titeln des längeren ersten Kapitels ‚Logik und Mathematik“ und 
des letzten ‚Moderne Mathematik“ schließen. Das Buch bietet eine vorzügliche Vor- 
bereitung auf eine tiefer greifende Behandlung der höheren Analysis. G. Aumann. 

eDrozdeckij, V.V.: Anleitung zur Mathematik für topographische Technika. 
Moskau: Verlag für geodätische Literatur 1956. 328 S. R. 9.36 [Russisch]. 

In diesem Buche werden mit einer fast überschüttenden Menge von detaillierten 
Ausführungen die Anfänge der höheren Mathematik dargestellt. Die ersten vierzehn 
Seiten z. B. behandeln die Umrechnung von Radial in Grad. Mit vergleichbarer 
Ausführlichkeit werden die Koordinaten der Ebene, die angenäherten Berechnungen, 
die Logarithmen und Kreisfunktionen, die Anfänge der Reihenlehre, die Reihentrans- 
formation, das Differential und die Anfänge der analytischen Geometrie des Raumes 
dargestellt. Eine Reihe von Aufgaben ist jedem Kapitel zugefügt. E. M. Bruins. 

e Suvorov, I.F.: Lehrgang der höheren Mathematik für technische Lehranstal- 
ten. 3. Aufl. Moskau: Staatsverlag ‚„Sowjetische Wissenschaft‘ 1956. 352 8. 
R. 6.80. [Russisch]. 

Das jetzt in dritter Auflage herausgekommene Lehrbuch enthält den Stoff, der 
im Lehrplan für den mathematischen Unterricht an den sowjetischen technischen 
Lehranstalten vorgeschrieben ist. Man findet hier: 1) Grundlagen der analytischen 
Geometrie der Ebene (Koordinaten, Gerade, Kurven 2. Grades); 2) Elemente der 
Differentialrechnung (Grenzwerte, Funktionsbegriff, Stetigkeit, Differentialquotient, 
Bestimmung von Extremwerten); 3) Elemente der Integralrechnung (Bestimmtes 
und unbestimmtes Integral). Über diesen genormten Stoff hinaus sind im Anhang 
Reihenentwicklungen (Konvergenzkriterien) und die Differentiation von Funktionen 
mehrerer Veränderlicher behandelt worden, da diese Gebiete auf geodätischen und 

‚topographischen Lehranstalten gebraucht werden. Man spürt in diesem Buche in 
jedem Kapitel die Hand eines erfahrenen Pädagogen. Die Darstellung ist klar und 
geschickt, so daß trotz der vom Verf. bevorzugten Anschaulichkeit die Strenge 
keineswegs leidet. Da Schwierigkeiten begrifflicher Art — zum Beispiel bei der 
Definition des Differentials und des Differentialquotienten — nicht vertuscht werden, 
wird dem Leser nicht der Weg zur eigentlichen höheren Mathematik verbaut. Über 
800 Übungsaufgaben, teilweise allerdings von der elementarsten Art, tragen zur Ver- 
tiefung des gebotenen Stoffes bei. Auf die offenbar nachträglich angefügte 3-seitige 
historische Einführung würde man allerdings gern verzichten, denn sie ist von der 
Art, wie sie in neueren sowjetischen Lehrbüchern glücklicherweise überwunden ist. 
K. Magnus. 

e Miller, Kenneth $.: Engineering mathematies. New York: Rinehart & Com- 
pany 1956. XII, 417 p. $ 6.50. 

Das Buch ist als Ergänzung der mathematischen Grundausbildung des Inge- 
nieurs gedacht und bringt daher solche Gegenstände, die etwas mehr abseits von 
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dem allgemeinen Bildungsweg des Ingenieurs liegen, aber dennoch für ihn heute 
von besonderem Wert sein werden: einen Abriß der Theorie der linearen Differen- 
tialgleichungen samt praktischen Lösungsmethoden, — nachdem in einem einlei- 
tenden Kapitel das Wichtigste über Determinanten und Matrizen und in einem 
weiteren Kapitel über Integrale (Gammafunktion, Fehlerintegral, Stirlingsche Formel, 
Eulersche und elliptische Integrale, Simpsonsche Regel) auseinandergesetzt ist, — 
eine Einführung in die Legendreschen, Hermiteschen und Besselschen Funktionen, 
in die Theorie der Fourierreihen und Fourierintegrale und der Laplace-Transfor- 
mation. Ein weiteres Kapitel ist der Theorie elektrischer Netzwerke zur Lösung 
von Differentialgleichungen und Stabilisierung von Regelvorgängen gewidmet. Das 
Schlußkapitel bringt eine kurze Einführung in Fragen der Wahrscheinlichkeits- 
theorie (Normale Verteilung, stochastische Prozesse, Ergodenhypothese). Drei An- 
hänge über Borelsche Mengen, das Riemann-Stieltjes-Integral und Ergänzungen zu 
den Fourierreihen und Fourierintegralen beschließen das leicht faßlich geschriebene 
und gut ausgestattete; mit zahlreichen Übungsaufgaben (nebst Lösungen) versehene 
Werk. V. Garten. 

e Levin, V.I.: Methoden der mathematischen Physik. Moskau: Staatsverlag 
für Lehrbücher und Pädagogik des Bildungsministeriums der RSFSR 1956. 244 8. 
R. 4.80 [Russisch]. 

This text provides a mathematical course for students specializing in physics. 
The two main sections deal with vector analysis (differential operators, integral 
theorems), and differential equations (vibrating strings and membranes, heat con- 
duction, Dirichlet’s problem for the sphere, tke Schrödinger equation). The differen- 
tial equation section includes introductory material on the special functions (e. @. 
Bessel functions of the second kind receive little more than a mention). A final 
chapter gives an introduction to the theory of probability, including the binomial, 
normal and Poisson distributions.. The presentation is on the whole extremely lucid; 
the author is careful to introduce each topic from physical considerations, but 
achieves a fair standard of rigour in the end. F. V. Atkinson. 

e Boltjanskij (Boltjanski), V.G. (W. G.): Differentialrechnung einmal anders. 
Berlin: VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften 1956. IV, 60 8. mit 14 Abb. 
DM 4,—. 

Verf. sucht verschiedene mathematische Begriffe im Zusammenhang mit tech- 
nischen und physikalischen Beispielen zu erläutern, indem er von der geschickten 
Überlegung ausgeht, daß die Begriffe der höheren Mathematik eine mathematische 
Widerspiegelung der Eigenschaften realer, in der Natur vor sich gehender Prozesse 
sind. Auch will Verf. dem Lernenden zeigen, wie sich die Mathematik mit dem Leben 
verbinden läßt und wie sie sich stets neu entwickelt. Das anregende kleine Buch ist 
in die vier folgenden Kapitel eingeteilt: 1. Das Problem des Falls. 2. Die Differen- 
tiation. 3. Harmonische Schwingungen. 4. Einige andere Anwendungen des Be- 
griffs der Ableitung. HzP. Kann 

e Fichtengol’e, G. M.: Grundzüge der Analysis. Bd. I, II. Moskau: Staatsver- 
lag für technisch-theoretische Literatur 1956. 440, 464 8. R. 9,75; 10,25 [Russisch]. 

Dieses Werk ähnelt in der Anlage, der Systematik, im Umfang und in der Be- 
handlungsweise des Stoffes sowie in der Betonung der mechanischen, physikalischen 
und technischen Anwendungen dem ebenfalls zweibändigen, bekannten Lehrbuch 
von Courant über Differential- und Integralrechnung. Es wendet sich an die Stu- 
dierenden der ersten beiden Semester einer Universität. Daher ist die Darstellungs- 
weise ausführlich und breit gehalten, ohne ermüdend zu wirken. Der Hauptinhalt des 
Werkes schließt ab mit der Behandlung der Kurven- und Oberflächenintegrale (bei 
diesen hält Verf. eine Einteilung in Integrale zweierlei Typen für zweckmäßig: Inte- 
grale des 1. Typus sind ein genaues Analogon zum gewöhnlichen bestimmten und 
zum Doppelintegral, sie beziehen sich auf nichtorientierte, diejenigen des 2. Typus 
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aber auf orientierte Bereiche), der mehrfachen Integrale und der Theorie der Fourier- 
reihen, einschließlich der Fourierintegrale. Die Einbeziehung der Elemente dieser 
Theorie in die Grundzüge der Analysis hält Verf. für notwendig. Nach Ansicht des 
Referenten gehören dazu auch die Grundlagen der Vektoranalysis, weil sie, ganz ab- 
gesehen von den Anwendungen, Begriffsbildungen betreffen, die grundlegend für die 
Differential- u. Integralrechnung sind. Das zeigt sich schon allein darin, daß diese 
das adäquate Ausdrucksmittel des gesamten Formelkreises des Ostrogradski-Gauß- 
schen Satzes, des Stokesschen und der Greenschen Sätze bilden, der als fundamental 
anzusprechen ist. Auf die Vektoranalysis wird in dem Buch auch, allerdings nur 
recht kurz, eingegangen. — Unter den vielen einschlägigen in letzter Zeit in russischer 
Sprache erschienenen Lehrbüchern (vgl. G. P. Tolstov, dies. Zbl. 58, 38; bzw. N. A. 
Frolov, dies. Zbl. 66, 47 und Nemyckij — Sludskaja — Cerkasov, dies. Zbl. 79, 79) 
zeichnet sich dieses vorteilhaft durch die Betonung zweier Richtlinen aus: 1) Verf. 
ist stets bemüht, in den Ergebnissen das Wesentliche hervorzukehren. Der Leser 
soll sich bei längeren Ausführungen nicht in der Menge der notwendigen Rechnungen 
und Überlegungen verlieren, sondern in jedem Moment dessen bewußt sein, welches 
Ziel erstrebt wird und auf welchem Wege es erreicht werden soll. Ständig wird in 
Zusatzbemerkungen auf die Bedeutung dieses oder jenes Sachverhalts hingewiesen 
und seine Stellung im Rahmen der Betrachtungen, oft aber auch eines allgemeineren 
Zusammenhangs, hervorgehoben. 2) Nicht nur Kenntnisse der Grundlagen der 
mathematischen Analysis sollen dem Leser vermittelt werden, sondern auch ein 
lebendiges Bild dieser Disziplin als organisch gewachsenes, mit anderen Disziplinen 
eng verzweigtes und ständig in weiterer Entwicklung stehendes Teilgebiet der 
Wissenschaft. Diesem Zweck dienen erstens immer wieder eingestreute historische 
Bemerkungen, die durch zusammenhängende historische Ausführungen in Extra- 
abschnitten ergänzt werden und den Weg aufzeigen, auf dem die wichtigsten 
Begriffsbildungen entstanden sind, und zweitens am Schluß eine kurze Übersicht 
über die weitere Entwicklung dieses Gebietes. Es werden darin einige grund- 
legende Fragestellungen, soweit sie sich als Fortführung der bereits angeschnittenen 
von selbst darbieten, gestreift, indem Grundbegriffe und einige wichtige Ergebnisse 
der anschließenden weiterführenden Disziplinen, einschließlich der reellen Funktionen, 
der Variationsrechnung und der Funktionalanalysis, angegeben werden. So wird 
sowohl ein Rückblick auf die Entstehung, wie ein Einblick in den weiteren Ausbau 
der Analysis gewonnen. f E. Svenson. 

e Demidovit, B. P.: Sammlung von Aufgaben und Übungen zur. Analysis. 
3. Aufl. Moskau: Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1956. 5128. 
R. 11.10 [Russisch]. 

Dieses Werk kann als Ergänzung zu den beiden vorstehend besprochenen Bänden 
sowie dem Buch von Nemyckij — Sludskaja — Cerkasov (dies. Zbl. 79,79) angesehen 
_ werden, denn es bringt gerade aus dem dort behandelten Gebiet in gleicher Er- 
streckung desselben ein reichhaltiges Aufgaben- und Übungsmaterial. Insgesamt 
werden in zwei Teilen, die sich auf Funktionen einer bzw. mehrerer Veränderlicher 
beziehen und sich in acht Abschnitte gliedern, 4462 Aufgaben geboten und für fast 
alle am Schluß in Kurzform Lösungen angegeben. Dank dieser Fülle ersetzt das 
Buch in manchen Abschnitten, so etwa in den Angaben von Grenzwerten und Reihen- 
summen, von unbestimmten und bestimmten Integralen und ähnlichen, ein Tabellen- 
werk bescheideneren Ausmaßes. Kleine Tabellen der wichtigsten Konstanten und 
Funktionen werden anhangsweise gebracht. Jedem Abschnitt ist eine gedrängte Zu- 
sammenstellung der wichtigsten einschlägigen Tatsachen (Definitionen, Bezeich- 
nungen, Lösungsmethoden, Kriterien usw.) vorausgeschickt, so daß man sich in 
Kürze über seinen Inhalt sowie die zur Lösung der Aufgaben notwendigen Kennt- 
nisse orientieren kann. — Die Streuungsbreite des Schwierigkeitsgrades ist be- 
trächtlich, so daß sich für jeden Zweck geeignetes Aufgabenmaterial entnehmen 
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läßt, zumal auch der Anwendungsbereich in Geometrie, Mechanik und Physik weit- 
gehend berücksichtigt worden ist. Es kommen, verstreut über das ganze Buch, eine 
Fülle von Formeln, Sätzen, Methoden usw. zur Sprache, die meist mit dem Namen 
eines Forschers verknüpft sind. Durch ein diesbezügliches Register, das leider fehlt, 
würde das Werk als Informationsquelle noch gewinnen. E. Svenson. 


Mengenlehre: 


Sehmidt, Jürgen: Zur Kennzeiehnung' der Dedekind-MaeNeillesehen Hülle einer 
geordneten Menge. Arch. der Math. 7, 241—249 (1956). 

Eine Dedekind-MacNeillsche Hülle (DN-Hülle) einer geordneten Menge E ist 
bekanntlich ein E umfassender vollständiger Verband F, in welchem E o-treu und 
ö-treu ist (d.h. aus UCH,x=supz U folgt x = supr U und duale Eigenschaft). 
Eine solche DN-Hülle ist beispielsweise gegeben durch das (mengentheoretisch 
geordnete) System aller normalen Anfänge A von E (d.h. A ist die Menge aller 
unteren Schranken einer Menge M CE), wenn man noch ze E mit dem Haupt- 
anfang {y;y<x} identifiziert. Verf. untersucht neben der o- resp. ö-Treue die 
folgenden weiteren Eigenschaften einer Untermenge E einer geordneten Menge F: 
a) o- resp. ö-Normalität (d.h. ist ae F und A der zu a gehörige Hauptanfang in F, 
soist EN A ein normaler Anfang in E, resp. duale Eigenschaft). b) o- resp. ö-Dicht- 
heit (d.h. jedes ae F ist =supz U, wo UCE, resp. duale Eigenschaft). Aus der 
ö-Dichtheit von Z in F folgt die o-Normalität und aus dieser die o-Treue. Das Haupt- 
resultat der Arbeit besteht nun im Nachweis, daß E in der oben angegebenen DN- 
Hülle F (bestehend aus den normalen Anfängen von E) nicht nur o- und ö-treu ist, 
sondern sogar o- und Ö-dicht, und daß durch diese Eigenschaft, zusammen mit der 
Forderung, daß sie ein vollständiger Verband sein soll, die DN-Hülle bis auf Iso- 
morphie eindeutig bestimmt ist. Die DN-Hülle kann auch eindeutig charakterisiert. 
werden als £E umfassender vollständiger Verband, in dem Z o-dicht und o-normal 
oder ö-dicht und ö-normal ist. Verf. beweist zum Schluß, daß diese drei Axiomen- 
systeme für die DN-Hülle einer geordneten Menge unabhängig sind. W.Nef. 

Isbell, J. R. and Herman Rubin: Limit-preserving embeddings of partially 
ordered sets in direeted sets. Proc. Amer. math. Soc. 7, 812—813 (1956). 

Eine Teilmenge 7 einer geordneten Menge (A, >)heißtkofinaler Rest, wenn es 
zu jedem x aus Aeiny > x so gibt, daß ze T für alle z > y; falls f auf A definiert 
ist und $S < A, so dezidiert f auf 8, wenn f! $S einen kofinalen Rest enthält. Die 
Menge B aller Paare (T,«) mit x €e T, T kofinaler Rest von A, ordne man durch 
(T,,%) > (T,,%,) genau wenn 7, < T, oder 7, = T, und a, > a; (B, >) ist dann 
gerichtet, und in Fortführung der Untersuchungen von Day (dies. Zbl. 60, 125) und 
Ginsburg (dies. Zbl. 50, 279) findet man: Jede geordnete Menge (A, >) ist in eine 
gerichtete Menge (B, >) so einzubetten, daß die natürliche Fortsetzung nach B einer 
Funktion f auf A genau auf denselben Mengen dezidiert wie f selbst. W. Felscher. 

Fulkerson, D. R.: Note on Dilworth’s decomposition theorem for partially 
ordered sets. Proc. Amer. math. Soc. 7, 701—702 (1956). 

Dilworth (dies. Zbl. 38, 20) hat folgenden ‚‚Zerlegungssatz“ für endliche (teil- 
weise) geordnete Mengen bewiesen : maximale Mächtigkeiteiner Anti-Kette (Teilmenge, 
bei der je zwei verschiedene Elemente unvergleichbar sind) = minimale Mächtig- 
keit einer Klasseneinteilung in Ketten (Teilmengen, bei denen je zwei Elemente ver- 
gleichbar sind). Verf. zeigt, daß dieser Satz praktisch einem graphentheoretischen 
Satz von König [Theorie der Graphen (dies. Zbl. 13, 228), p. 232] äquivalent ist. 

Jürgen Schmidt. 

Kummer, H.: Translative Zerlegungsgleichheit %-dimensionaler Parallelotope. 
Arch. der Math. 7, 219—220 (1956). 

Zwei Parallelotope P’, P’’ des euklidischen E, sind inhaltsgleich genau dann, 
wenn sie elementargeometrisch translativ zerlegungsgleich sind, d.h. wenn je 
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eine Zerlegung von P’ bzw. von P’ in endlich viele, fremde Polyeder P} bzw. P! 
existiert derart, daß P, und P, translationsgleich sind (vgl. H. Hadwiger, dies. 
Zbl. 41, 472). Verf. bezeichnet demgegenüber zwei Mengen M’, M'’'cCE, als 
mengentheoretisch translativ zerlegungsgleich, wenn M’ und M’” sich in je 
endlich viele, fremde Mengen M,, M/ zerlegen lassen derart, daß M/ und M’ trans- 
lationsgleich sind. Es wird gezeigt: Für abgeschlossene Parallelotope sind elementar- 
geometrische und mengentheoretische translative Zerlegungsgleichheit gleich- 
bedeutend. Otto Haupt. 

Dekker, Th. J.: Die Zerlegung von Räumen. Math. Centrum, Amsterdam 
Rapport ZW 1956 — 018, 7 p. (1956) [Holländisch]. 

Referat über Arbeiten auf dem Gebiete der isometrischen, orientierungsinvari- 
anten Zerlegungen von Mengen in metrischen Räumen, anfangend mit dem Haus- 
dorffschen Paradoxon (1914) über die Zerlegung einer Kugelfläche (im R?) und dem 
anschließenden Banach-Tarskischen Paradoxon (1924) über die Gleichwertigkeit 
einer Kugel (im R®), mittels endlicher Zerlegung, mit zwei disjunkten Kugeln von 
gleichem Radius bis auf Arbeiten aus den letzten Jahren, insbes. solche erschienen 
in der polnischen Zeitschrift Fundamenta math. J. Ridder. 


Locher-Ernst, L.: Wie man aus einer Kugel zwei zu ihr kongruente Kugeln 
herstellen kann. Elemente Math. 11, 25—35 (1956). 

Für den erstaunlichen Satz von R. M. Robinson (dies. Zbl. 32, 403), wonach 
eine Vollkugel K des gewöhnlichen Raumes mit zwei disjunkt liegenden und mit K 
kongruenten Kugeln durch Zerlegung in fünf Teilmengen endlichgleich (zerlegungs- 
gleich) ist, hat Verf. einen einfachen und übersichtlichen Beweis ausgearbeitet, der 
sicher von einem weiten Leserkreis dankbar entgegengenommen wurde. Ausgehend 
von vier unabhängigen Drehungen von K in sich werden die Punkte der Oberfläche 8 
von K in Aequivalenzklassen eingeteilt und nach dieser Einteilung eindeutig dar- 
gestellt. Auf diesen Darstellungen beruht dann die Möglichkeit, zunächst S in vier 
Teilmengen zu zerlegen, so daß gewisse ‚‚paradoxe‘‘ Kongruenzen bestehen, wonach 
jede Teilmenge mit ihrer „Hälfte“ kongruent ausfällt. Der an sich etwas dekilate 
Prozeß, die Punkte von S auf die vier Teilmengen zu verteilen, wird durch eine ge- 
eignete Symbolik gut überschaubar dargestellt und ausführlich beschrieben. Sodann 

gelingt die erforderliche Zerlegung von K in fünf Teilmengen ohne weitere Mühe. 
Durch die möglichst elementare Durchführung des Beweises scheint die völlige Ent- 
rätselung der merkwürdigen Kugelverdoppelung in greifbare Nähe gerückt, doch 
bleibt der tatsächliche Prozeß wegen der unvermeidbaren Anwendung des Auswahl- 
axioms selbstverständlich jenseits der Grenze direkter Konstruierbarkeit. 
H. Hadwiger. 

Berg, Lothar: Allgemeine Kriterien zur Maßbestimmung linearer Punktmen- 
gen. Math. Nachr. 14, 263—285 (1956). 

Die positive Funktion f(a, €) sei füra =1,2,...undO << definiert und 
erfülle gewisse Bedingungen: für a < b ist f(a, 0) > f(b, 0), für &<n gilt fa, $) 
Erten), fürra=2,3,... ist f(a,l)= f(@—1,0), ferner ‚lim /(n,0) = 0, usw. 
- Dann gibt es zu jeder Zahl x mit 0<x < 1 genau einen näher charakterisierbaren 
Satz von natürlichen Zahlen a,, @,,..., so daß die Iterierten 9,(£) = f{a,, ©), P(E) 
zu f [@ı, f(a3, al. A) = fa, f [@, f (Q3, le LER, mE) Tim: f [@3 , 2 !(@n, )}} 
der Bedingung x = lim 9,(0) genügen. Offenbar ist die Darstellung von Zahlen 
durch Kettenbrüche 1/a, -+ 1/a, + »-- nichts anderes als eine derartige Iteration der 
- Funktion f(a, €) = (a+ £)1; allerdings können die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit 
auf diese Kettenbrüche nicht angewandt werden, da die Funktion f = (a + EI 
z.B. nicht der Bedingung f(a, 1) 2 f(«a—1,0) genügt. Dagegen lassen sich die 
Reihenentwicklungen von Lüroth (L), Engel (E) und Sylvester (S) als die Itera- 
tionen der Funktionen f;(a, &= a![1 +(a— 1)£] bzw. fz(a, $)=a (1 +8) bzw. 
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fs(a,&)= a" +E auffassen, die als Sonderfall des allgemeinen Ansatzes f(a, &) 
— f,(a) + fi(a) E angesehen werden können, der bei hinreichender Wahl von fola) 
und f,(a) allen Voraussetzungen für f(a, &) genügt. Unter Einführung spezieller Be- | 
dingungen, die vor allem im Falle fz zutreffen, werden einige Sätze hergeleitet. Diese 
beziehen sich auf das Maß der Menge aller x, deren zugeordnete Zahlensätze a,, a3, .... 
gewissen vorgeschriebenen Bedingungen genügen. Bezüglich Einzelheiten muß auf 
die Arbeit verwiesen werden. H. Töpfer. 


Differentiation und Integration reeller Funktionen. Maßtheorie: 


Pchakadze, $.8.: Über die Fortsetzbarkeit eines Maßes. Soobstenija Akad. | 
Nauk Gruzinskoj SSR 17, 769— 776 (1956). [Russisch]. 

In connexion with generalized n-additive measures (n any given cardinal) one 
considers the following hypotheses: For any ordinal & let denote: D(N,): There 
is no inaccessible cardinal <N,; M(N,):. The cardinal N, ist not measurable 
(i.e. if |E|=N, there is no measure of cardinality N, in E); M*(N,): Foa’<ao, 
there is no nonnegative measure of type N, on some E of cardinality N,. Then} 
D(N,)> M(N,)> M*(N.). In response to a problem of Sierpinski: whether there 
exists a non prolongable measure the author proves (Th. 1) that the answer is in 
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negative, provided the hypothesis M(cf 2N0) be assumed. If u is a measure on the 
resoluble class of the space R”, then every set of positive u-measure contains a non- 
measurable set (Th. 2). Every measure of the type B or A is prolongable (Th. 4). 
The paper is a natural sequel of some previous author’s papers (this Zbl. 56, 278; 
65, 287). G. Kurepa. 
Dowker, Yael Naim: Sur les applications mesurables. C. r. Acad. Sci., Paris 
242, 329—331 (1956). | 
(X, ß, m): ensemble mesure tel que m(X) =1 (‚champ de probabilite“). P*: 
ensemble des parties A de X telles que A e ß,m(A) >0. T: application biunivoque 
de X sur lui-m&me, mesurable et non-singuliere. Pour tout A e ß*, m„(A) designe la 
moyenne arithmetique des m({T A) pouri=1,2,...,n—1 (‚moyenne ergodi- 
que“), U*m(A) = lim sup m,(A) et U,„m(A) = lim inf m,(A) pour no». Theo- 
remel: Si pour tout Ace ß*, U*m(A)>0, nous avons egalement U,„m(A) > 0 pour 
tout Ae ß*. Theoreme 2: Pour qu’il existe une mesure u invariante relativement 
& T, finie et telle que u. — m, il faut et il suffit que U*m(A) > 0 pour tout A e ft. 
La note contient une d&monstration complete du Theoreme 1. A. P. Calderon (ce 
Zbl. 64, 51) avait &tabli le Theor&me 2 avec U, remplagant U*; la prösente version | 
s’en deduit aussitöt par emploi du Theoreme 1. ©. Paue. 


Bauer, Heinz: Über die Beziehungen einer abstrakten Theorie des Riemann- 
Integrals zur Theorie Radonscher Maße. Math. Z. 65, 448-482 (1956). | 

Cet article constitue le developpement de la premiere partie d’une note de 
l’auteur (ce Zbl. 64, 295) olı &taient 6nonc6s des r6sultats sans d&monstrations. Cel- 
les-ci sont donnees ici avec beaucoup de soin et de clarte. Signalons quelques lögers 
changements dans les notations et la terminologie: 2, % et „beschränkte Menge“ 
sont devenus R, 5 et „relativ kompakte Menge“ respectivement. ©. Pauc. 

Crum, M.M.: On positive-definite funetions. Proc. London math. Soe., III. 
Ser. 6, 548—560 (1956). 


p(x) sei eine komplex-wertige Funktion im reellen m-dimensionalen R” der 
n 
Punkte ? = (@,,...,2%,); sie heißt positiv-definit, wenn ) p (ku %.).0,0, u 
ZN h £ v1 
für je endlich viele ,, ...., tye R” und komplexe Zahlen 6 ...,0x: Über F. RiesZ 
(dies. Zbl. 7, 309) und 1.J. Schoenberg [dies. Zbl.19, 415 und Duke math. J. 3) 


96—108 (1942)] hinaus wird bewiesen: Ist p(x) positiv-definit und meßbar, dann gilt 
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+9 
pe) = ale) + r(g), wobei g(£) = f e&Pduy) mit (Hy) = sy +: 4% Ym 


ein beschränktes nicht-negatives Maß bedeutet, r(r) = 0 für fast alle x, und g und r 
positiv definit sind. Weiter wird eine Verschärfung angegeben, falls p ‚‚isotrop‘ ist, 
und eine Übertragung auf Sphären behandelt. G. Aumann. 


e Üesari, L.: Surface area. (Annals of Mathematics Studies No. 35) Princeton: 
Princeton University Press 1956. X, 595 p. $ 8.50. 


A feature of twentieth century mathematics is the formalistie study of abstract 
systems. Another feature, perhaps not less characteristic, is the search for ultimate 
domains of validity of classical processes and formulas. The theory of the area of a 
continuous surface, which belongs to the latter class, now stands at the first plateau 
of its development. The basic questions, first asked a quarter of a century or more 
ago, now have a complete answer. It is thus appropriate that one of the foremost 
investigators in this field — specifically, the one who supplied the final, and most 
resistant, link in the complicated chain which forms the solution — should give a 
complete exposition of the main line. — The text centers on three main theorems 
_ concerning the area of a parametric surface in euclidean 3-space Z,. (A surface is 
an equivalence class of continuous mappings from a convenient 2-dimensional para- 
meter space into E,.) Chapter 1 contains introductory material on curves and non- 
parametric surfaces. The three main theorems for continuous curves (equivalence 
classes of continuous mappings z;(t), «= 1,2,3,te [0,1], into E,) are stated. These are 
(1) 0) <eifand only ifthe x;(t) are of bounded variation, (ii) if /(C) < oo the deri- 


1 
vatives &, exist almost everywhere, are L-integrable, and (CO) > f [&?+ + x]? dt, 
0 


the equality holding if and only if the x; are absolutely continuous, and (iii) if 
KC) <®, then C has a representation for which the x; are absolutely continuous, 
so that the length is given by the formula. For continuous non-parametric sur- 
faces, analogous theorems hold, the statement corresponding to (ii) requiring, 
of course, a parametric representation of the non-parametric surface. The three 
theorems are then stated formally for the Lebesgue area of a continuous parametric 
surface. It is the main purpose of the book to make precise and then to prove these 
statements. In Chapter 2, the Lebesgue area is defined and its elementary proper- 
ties are developed. Admissible sets in the plane E, are defined. These include all 
open sets as well as certain other sets. The area is defined for a continuous mapping 
from an admissible set A < E, into E, and the fact that a surface is an equivalence 
class of mappings is not used until Chapter 9; i. e., after the first two theorems are 
proved. This is an improvement over previous knowledge in the field in two respects. 
_ In the first place, the generality of the admissible sets yields a theory which, in fact, 
includes a wide class of ‚„‚discontinuous‘‘ surfaces, as well as the continuous ones, 
since a discontinuous surface may be obtained by continuous mappings from discon- 
nected, or multiply connected, sets as well as by discontinuous mappings from simply 
connected sets. Probably the deeper and more significant fact is that while the 
statements of the first two theorems involve a single mapping rather than a surface 
(equivalence class of mappings) their proofs until now have required the use of con- 
venient representations. In this book, the major feat of proving these theorems, 
using only the mappings themselves, is accomplished for the first time. Let (T, 4A) 
be a continuous mapping T: »;(u, v), = 1, 2, 3, from an admissible set A CE into 
E,. The Lebesgue area L(A, T) is the limit inferior of the elementary areas of quasi 
linear mappings which converge to (7, A) in a sense described in the book. L(4,T) 
is lower semi-continuous on the space of continuous mappings using this type of 
convergence. The chapter contains a new, elementary proof of ‚the socalled Kolmo- 
goroff principle. The basic strategy of surface area theory consists in defining other 
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areas which, although conceptually different, turn out to be equal to the Lebesgue 
area. The reason is that while the Lebesgue definition is a very natural one, it does 
not lend itself readily as a means for proving important theorems. Chapter 3 is 
concerned with such definitions. In particular, the so-called Geöcze area, V(4, 7% 
is defined. For this purpose, the topological index, O(p, 0), of a point p with respect 
to a curve C is defined and its basic properties are obtained. 7 has the associated 
projection mappings T,r =1,2,3, on the coordinate planes, and then V(A, T,) 
—= Sup I v(n, T,), V(A, T) = Sup $ v(n, T), where $ is any finite set of non-over- 
S nes S nes 
lapping simple closed polygonal regions x < A, with oriented boundary n*, (for 
every E, E* and E, are the boundary and interior of E, respectively), ©, ©, are the 
images ofr* under T, T,and v(r, T,)= (E,) f |O(p, C,) |, v(r, T)= [v2 -+ v3 + v2]. 
The area V(A, T) is lower semi-continuous, so that V(4, T) <_L(A, T). (The fact 
that V(A, T) = L(A, T) is very deep and is proved later in the book.) Various 
elementary properties of V are obtained at this time and a number of variants of the 
definition are given. These include the area U(A, T), defined in the same way as 
V(A, T), but with w(r, T,) = |(E,) f O(p, O,)| replacing v(r, T,), and the Peano 
area P(A, T)= Sup I y(r, T), where y(r, T) = Sup v(r, T, «), for allplanes&cE,, 
Ss es 


vr, T,&) = (&) [|O(p, C’)|, and O0’ is the oriented closed curve Tr*, 7 being 
the projecetion of HE, on a. The area V(A, T) is a refinement of a definition of area, 
B(A, T), given by Banach, where the characteristic function of 7',(7°) is used instead 
of |O(p, C,)|. The refinement is needed because B is not a lower semi-continuous 
function of T and, for some mappings, B> L. The chapter also contains a section 
of about 30 pages giving material from analytic topology pertinent to the problems 
at hand. The discussion is concerned with the space /'(Q, T), whose elements are 
the components of the inverse images of points in E for a continuous 7’ from a space 
Q into the space E. Chapter 4 considers an arbitrary continuous planar mapping 
(T, A) from an admissible AC E, into the plane EZ). A multiplieity function N(p) 
of (T, A) is defined on E, by N(p) = Sup & |O(p, O)|, where S and x have the same 
S nes 


meanings as before. (Thus N(p) is the number of ‚essential‘ coverings of p by the 
mapping 7.) The variation of the transformation (7, A) is defined by W(A, T) 
= (E,) [ N(p). Itis easily shown that W(A,T)>V(A, T), and that N(p) amd W(4A,T) 
are lower semi-continuous with respect to 7. The equality W = V is deeper and 
involves the proof that, for certain systems {8}, V is obtained as the simple limit 
nn & v(q, T)=V(A, T). Moreover, it is shown for BV mappings (i. e., mappings 
N—>X© ges, 

of bounded variation) that U(A,T) =V(A,T) = W(A, T). This is a remarkable 
fact which says that for pertinent subdivisions 8, O(p, C) has (for all practical pur- 
poses) a fixed sign for each rn €eS. (T, A) is said to be absolutely continuous, AC, 
if, for every & > 0 there is ad > 0 such that, for every S with Ir| < ö, we have 


nes 


> via, T)<e, and if a certain finite additivity condition is satisfied. These condi- 
nes 


tions are shown to be independent. AC mappings are characterized as those which 
take all sets of measure 0, contained in a certain subset A,< A, into sets of mea- 
sure 0. In Chapter 5, the first main theorem is proved. The first part of the chapter 
is concerned with the proof that if Q is the sum of disjoint, closed, finitely connected 
Jordan regions, and (7, @) is continuous and such that at least two of the (FOR 
r—=1,2,3, are BV, then the components of the inverse images, T’!(g), are maximal 
continua of constaney of (T,Q) for almost allge T,(Q),r =1,2,3. The discussion 
of homotopy, which was begun in Chapter 3, is now resumed, culminating in the 
famous 4 lines theorem of the author. These facts, as well as many introduced pre- 
viously, are used to prove the theorem: For every continuous (T, A) from an ad- 


nes 7 
and u = max [U(A4, T)— 5 um, 7), U(4,T)— 5 un, T),r =1,2,3]. Ibis 


43 


missible set AC E, into H,, we have W(A, T,) < L(A, T) S W(4,T,) + W(4,T,) 
+ W(4, T,). The right-hand inequality is the celebrated Cesari inequality. In 
Appendix A, an alternate proof is given without using the 4 lines theorem. In view 
of this, the inequality can be shown to hold for surfaces given by mappings from the 
plane into E,, for every n. Similar results have been obtained, using other methods, 
by H. Federer. Chapter 6 gives a self contained treatment of the Caratheodory 
theory of prime ends. Then, for a continuons mapping (T, J) from a simple closed 
Jordan region JC E, into E,, and any continuous f from E, into the reals, the ge- 
neralized length (t) of the images of level curves (contours) C(f) = set in J for which 
ILT(w)] = t, is defined with the use of this theory. The climax of the chapter is the 
so-called Cavalieri inequality: If f is a real function defined on Z, which satisfies a 
Lipschitz condition with constant K, and if 7 is a continuous mapping from a simple 


closed Jordan region JCE, into E, then KL(A,T)> [ Ut)dt. Chapter 7 is 


one of the most interesting and important in the book. It contains the proof of the 
erucial equality L(A, T) = V(A, T) for continuous mappings. As stated before, a 
new proof is given which refers only to the mapping 7, and convenient representations 
of the surface given by 7’ are not used. Moreover, the domains of the mappings con- 
sidered include all admissible sets A. The proof illustrates the enormous mathema- 
tical power and artistic sensitivity which the author possesses. A mapping (T, A) 
has associated indices d, m, u defined for every finite system ‚S of non-overlapping 
simple polygonal regions <C A as follows: d = max diam Tr), m—= max | 3 T,(n*) 
r nes 


b} 


nes nes 


shown that if the (7,, A) are BV then there is an 8 for which d, m, u are arbitrarily 
small. This fact and the Cavalieri inequality are both needed in the proofthat LZ= V. 
The theorem follows from a lemma whose complete statement we give since it 


. offers considerable insight into the reasoning involved. IfV(A, T)< &, then for every 


e>0 there isaö>0 and a system S with indices d, m, u < ö such that to every 
rt € S corresponds an orthogonal transformation r, of E, into B, = E}(r), such that 
D vn, T,) >V(A,T)— eg 3 vn, T)<&t=1,2, and az T)>V(A,T)—e, 
nes nes ne 

here T’' —=r,T and T,, T, are the projections of T, T’ on the coordinate planes 
Ey Bar = Esı(r), r =1,2,3, of E, and E,, respectively. For every x, there is 
a finite collection of simply connected open sets @ Cr and a continuous (7, A) 
such that 7, = Ton A— %@ and the distance from (7, 4A) to (T, A) is <e. 
Moreover, in each @ there is a simple closed polygonal region c< @ such that 7‘, c* 
has finite length and its projection c, into the plane E,, is contained in the boundary 
Q& of a square of diameter < &, and is homotopic in @5 to Q6 itself, counted a certain 
number of times m > 1 (clock-wise or counter clock-wise). "There is a continuous 
(T*, A) such that 7* = T, in A— 2c and the distance from (7*, A) to (7, A) 
is < e. Moreover, for each c, there is a set of m disjoint squares gq < c®, with 7’* linear 


- on each g and mapping these m squares on m equal squares Q, each parallel to and 


projecting onto the square Q,. Finally, V(A,T)—e<2|Q|< V(4,T*) = V(A, T) 
+ g. The basic inequality is then easily proved. This chapter also contains a dis- 
cussion cf a measure associated with every continuous (7, @) from an admissible 
compact @< E, into E, for which L(Q, T)<o. This measure o(M, T)) is defined 
on a o-field of subsets Mc Q, M being the sum of elements of IQ, T). (M, T) is 
a content function which is continuous and such that if M is open then o(M, T) 
= UM,T). 

# Re 8, the second main theorem is proved. At the start of the chapter, 
a nice refinement is given of Stepanoff’s theorem on approximate differentials, 
followed by a self contained treatment of Banach’s theory of interval functions and 
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their derivatives. For a BV planar mapping (7, A), the generalized Jacobian J,(w) 
is defined as the derivate of a certain interval function (related to V(I, T,)). Indeed, 


the generalized Jacobian exists and |J,| —= V’ almost everywhere. Moreover, if it) 


exists, the ordinary Jacobian equals the generalized Jacobian almost everywhere. 
For a mapping (7, A) into E, for which L(A, T) < , L(I, T) has a derivative L’(w) 
almost everywhere. f J= J?+ Ja? + J32]'2, where J,, J,, J, are the generalized 
Jacobians of the associated planar mappings, then Z’(w) = J(w) almost everywhere. 
The second theorem is then proved. It says: If L(A, T) <&, then (T,, A) is BV, 
r—=1,2,3, the generalized Jacobians J,(w) of (T,, A) exist almost everywhere and 
are L-integrable, and L(4, T)Z (A) f 1? + J2? + J 32]? du dv, the equality holding 
if and only if the (7',, A) are AC. 


In Chapter 9, discussion of the representation problem begins. Two mappings 


(T,, A,), (T,, A,) from admissible sets into E, are Fr&chet equivalent if, for every&e>0, 
there is a homeomorphism H, between A, and A, such that | T,(w) — T,[H,.(w)]| < & 


for all we A,. This is an equivalence relation, and each equivalence class of mappings 


is called a Fröchet surface. Non-degenerate surfaces (open and closed) are defined, 


as well as D-mappings and the Dirichlet integral D(T, A) = (A) [+(E +6) du dv. 


A mapping (T, A) is almost conformal if the corresponding real functions x, y, z are 


BVT and ACT in 4°, their partial derivatives are all Z?-integrable, and if 
E=G@G, F=0, almost everywhere. The proof of Morrey’s theorem is given. It 
says that every open non-degenerate Fr&chet surface, of finite Lebesgue area, has 
at least one almost conformal D-representation (7, @) on the unit square, and its 
area is given by the classical integral formula. 

The last chapter deals with the representation problem for general surfaces of 
finite area. There are surfaces of finite area (an example is given in Chapter 9) which 
have no almost conformal representations. In order to cope with this matter, the 
author defines a generalized conformal mapping as one, (7, A), for which x, y, z have 
L?-integrable partial derivatives in A° for which E=G, F=0. The third main 


theorem is proved. It says that for every (7, A) with L(A, T)< there is a 


Frechet equivalent (7,, A) which is generalized conformal and for which the area is 
given by the classical integral formula. In addition to Appendix A, already mentio- 
ned, there is an Appendix B in which a surface integral, the Cesari-Weierstrass inte- 
gral, is defined over surfaces of finite Lebesgue area. The book also has a complete 
bibliography. 

In summary, the book is not simply an exposition of known results, although 
this in itself would be a large and important contribution, but constitutes a major 
study with many new results, techniques, and points of view. It has already helped 
stimulate new investigations in surface area, and should provide one of the main 
guides — along with Radö’s book, Length and Area (dies. Zbl. 33, 170) — for stu- 
dents and workers in this field for many years. C. Goffman. 


Cesari, Lamberto: Retraction, homotopy, integral. Proc. internat. Congr. 
Math. 1954 Amsterdam 3, 77—84 (1956). 


This is a survey, without proofs, of recent progress in the theory of continuous, 
parametric surfaces. Included are an exposition of results on the area of a surface, 
the definition of surface integral, and the theorems of Stokes and of Gauss-Green, 
all in this general setting. Lower semicontinuity of surface integrals and applications 
to the calculus of variations are discussed. C. Goffman. 


Silverman, E.: An intrinsie inequaiity for Lebesgue area. Pacific J. Math. 6, 
363—372 (1956). . 

If Q denotes the square O<w,v<<1, and a, b, c, d, the four consecutive sides of 
Q, if x denotes any continuous mapping from Q into the space m of the bounded 
sequences, 1. e., a surface S in m, let L(x) be the Lebesgue area of x, i. e., of the surface 


| 
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8, letz = 1x, be any monotone-light factorization of x, and M — x,(@) be the middle 


. space. For any pair 9, q of points p, g€ Q we shall consider all curves gin M joining 
 x(p), x(g); i. e., all continuous mappings g = g(t), 0<t<1, from [0,1] into M with 
g(0) = x,(p), g(l) = x,(g), Then Ig is a continuous curve in S and the infimum, say 


- verwiesen werden. 


&g(P, q) of the lengths of the curves !g for allg above isa pseudo geodesic distance of 
the points x(p), x(g) on $S. Then by A(x) [B(x)] is denoted the infimum of &a(p, g) for 
allpea,gec[peb,ged]. One of the main inequalities proved by the author 
is that L(x) > A(x) B(x). The author then defines various functionals having the 
uharacter of an area. For instance if we consider all finite partitions 4 of Q into non- 
overlapping sets h whose boundaries can be divided into four consecutive “sides” 
as for Q, then an area ®(x) is obtained as the supremum for all H of the sums 
2 A,(2) B,(x) where A,(x), B,(x) are defined for h as A, B for Q. The author then 
proves the main equality L(x) = ©(x) for all x. The proofs draw upon previous 
papers of the author (this Zbl. 43, 57; 44, 279) and on some results of the reviewer. 
L. Cesari. 
Faleschini, Bruno: Sulle definizioni e proprietä delle funzioni a variazione 
limitata di due variabili. II. Boll. Un. mat. Ital. III. Ser. 11, 260—275 (1956). 
L’A. continue la confrontation, commencee dans un article pr&ecedent (ce Zbl. 71, 
279), des diverses d6finitions existentes dans la literature pour la notion de ‚‚fonction 
a variation bornee, de deux variables r&elles‘‘. On &tudie les fonctions monotones au 
sens de Lebesgue, les fonctions lineairement monotones et celles superficiellement 
monotones, les combinaisons lin&aires de fonetions monotones, les fonction & variation 
bornee au sens de ArzeläetausensdeHobsonetR.Conti, les fonctions A variation 
rectangulaire bornee (en particulier, les definitions de Vitali, Jeffery, L. C. 
Young et B. Pini). Le dernier paragraphe est consacre au fonctions & variation 
bornee au sens de Frechet. S. Marcus. 


Csäszär, A.: Sur la structure des ensembles de niveau des fonetions r6elles A une 
variable. Colloguium math. 4, 13—29 (1956). 

N bezeichne ein Mengensystem auf der Zahlgeraden mit den Eigenschaften: 
1. Aus BCAEN folgt Be; 2. aus A, Ay... EN folgt U,A;EeN. Das Ver- 
halten einer reellen Funktion f auf der Zahlgeraden in einem Punkte x, wird klassi- 
fiziert nach der Zugehörigkeit der Mengen C(+ ,ö) = {x : f(x) + f(x,) für x zwischen 
x, und x, +Ö6}zu DW, wobei unterschieden wird, welches der Zeichen <,<, >, > 
für 4 und ob ein ö 2 0 oder alle ö = 0 stehen können; jenach dem einen oder anderen 
Fail spricht man dann von „rechtsseitigem Steigen‘, „rechtsseitigem Oszillieren‘ 
usw. „bei Vernachlässigung von I-Mengen‘“. Es ergeben sich auf diese Weise 9 Typen 
des Verhaltens in einem Punkt, wovon sich 6 als Ausnahmetypen erweisen in dem 
Sinne, daß, wenn eine Funktion in allen Punkten einer Menge E von einem dieser 
Ausnahmetypen ist, E in zwei Mengen zerfällt, von welchen die eine relativ wenig 
Punkte besitzt, auf deren anderer aber f relativ wenig Werte annimmt. Achtet man 
bei den Mengen O(-+,6) auf ihre äußere Dichte in x,, so ergeben sich eine analoge 
Klassifikation und ähnliche Sätze. Bezüglich Einzelheiten muß auf die Arbeit selbst 
G. Aumann. 

Gagliardo, Emilio: Un eriterio di eguale eontinuitä per funzioni di due variabili. 
Rend. Sem. mat. Univ. Padova 26, 148—167 (1956). 

Si stabilisce il seguente criterio di compattezza per una particolare successione di 
funzioni di due variabili: ‚‚Sia .D il dominio del piano (x, y) definito dalle limitazioni: 
D=y<y<y PW)<r<yYWYN (Pu) <YW); le funzioni p(y), y(y) essendo 
hölderiane d’ordine > t per 9 <y<yı. Sia {un®, y)} una successione di fun- 
zioni continue con le derivate U, ,, Uny Unzz IN D ed ivi equilimitate: u.(2,%)) SM; 
esistano due costanti positive a, A tali che si abbia, per ogni n: 

Stine! + + un HH ]iedyzA, W<o<t) 
D 
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Le funzioni u,(x, y) sono allora egualmente hölderiane in D, e dunque la successione 


fu„(&, y)} & compatta rispetto alla convergenza uniforme in D.” Si mostra con 
esempi come la validitä del eriterio per ogni (<a) sia legata in modo | 


essenziale alla natura del dominio D e quindi alle funzioni p(y) ey(y). Tcasia —=1 
e ’abbandono della ipotesi di equilimitazione delle u, vengono esaminati a parte. 
G. Sestini. 
Macbeath, A. M.: A criterion for differentiability. Edinburgh math. Notes 
Nr. 40, 8-11 (1956). 
L’A. dä, in questo lavoro, un criterio di differenziabilitä per le funzioni reali di 
pit variabili reali. Questo criterio estende al caso di piü variabili uno, ben noto nel 


caso di una variabile reale, secondo il quale una funzione f(x) definita in un intorno 
dell’origine sull’asse reale e nulla nell’origine, & differenziabile in tale punto see 
solo se, per ogni &> 0, si puö determinare un numero ö > 0 tale che, quando sia 


I«|<6,|yl<6; az f&), I) 
Y 


© =ze|e|lyj“ 


Il criterio & il seguente. Condizione necessaria e sufficiente perch& la funzione f(@2)= 
fx}, &2,... x"), definita in un intorno dell’origine x = 0, sia differenziabile inz= 0, 


& che in corrispondenza ad ogni e > 0 si possa determinare un numero ö > O tale che, 


presi comunque n+1 punti 2,2%, ... , %,+1, con |x;| <ö, si abbia: |D(f, xı..., n+1) | 
<elz,|...|%4ı|, ove con il simbolo D(f,&,...,%%+1)' si intende il deterzg 


minante della matrice la cui r-esima colonna &: f(z,), «},...,x*. La necessita viene 


dimostrata sfruttando una formula di Hadamard per la maggiorazione del valore del 


determinante di una matrice. La sufficienza viene provata con un procedimento che 
sostanzialmente permette di ricondursi al caso di una sola variabile. L.de Vito. 
Tanzi Cattabianchi, Luigi: La formula di Taylor-Cauchy. Rivista Mat. Univ. 
Parma 7, 359—362 (1956). 
L’A. rileva la seguente estensione della formula di Taylor 


fa) = Io) + ala) {ple) — Plao)} + 3; fra) le) —plao)}? + 


1 


TEST, ih ro) {p&) — Plz) + T,®) 


ove I) e la derivata k-esima della funzione f(x) rispetto alla funzione o(x), e T',(x) 
€ il termine complementare che, per esempio, puö avere l’espressione 
I 
Tata) = 2a) + ee a0)} {pte) — Pl), 
con € (& — x,) infinitesimo per 2 x,. S. Cinquini. 

Amiei, Andrea: Studio dell’equazione x’ = y“Y. Ricerca, Rivista Mat. pur. 
appl., II. Ser. 7, Nr. 1, 59—64 (1956). . 

Die nichttriviale Lösungskurve x = #/ U, y= 1/1) (0 <t; t== 1) der genann- 
ten Gleichung wird unter Anwendung der Elemente der Differentialrechnung disku- 
tiert. N! : H. Töpfer. 

Livingston, A.E. and Lee Lorch: The zeros of certain sine-like integrals. 
Proc. Amer. math. Soc. 7, 813—816 (1956). 

Se ft) > 0 (0,1), f(t) = 0 in ogni sottointervallo di (0,1), ft) = 


ft)jte Lin (0,1), gli AA. provano che se c (0<c< 1) tale che 2 f f(t) dt = f fit) dt 
0.) 0 0 
Sr e "Mt 
e 2, el’unico zero di F(x)= | n dt contenuto in (n, n-+ 1), la successione 2, — n—c 
decerescendo. Se, piü in generale, si sostituisce con una funzione g(t) sottoposta 


PERS : 3 1 : 
a opportune condizioni, a cui soddisfa 7 , questo risultato era stato giä provato da 


no 


— 
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“ Livingston (questo Zbl. 55, 287). La parte centrale della dimostrazione consiste 


SE; 
nel far vedere che la funzione iD, ar & decrescente se t>0. Di ciö sono 
i=0 


date due dimostrazioni. Incidentalmente gli AA. provano che, posto y =, la 


funzione £’[y((t + 1)) — y(t)] & completamente monotona, 0 < t<, se e solo se 


Öö<1l. Sel<ö<2, essa cresce per 0<f e se ö>2 cresce per ogni 


=. 0. & L. Giuliano. 
Allgemeine Reihenlehre: 


Copping, J.: Transformations of multiple sequences. Proc. London math. 
Soc., III. Ser. 6, 224—250 (1956). 

Vorausgehende Literatur: H. J: Hamilton, dies. Zbl. 13, 303; 19, 59; 21, 221; 
H. J. Hamilton and J. D. Hill, dies. Zbl. 25, 38. Es handelt sich um Mehrfach- 
folgen x= {x;} komplexer Zahlen (i steht für y Indizes). Beispiel: y= 3, x = {zynn}; 
man setzt „im mn = Ym usw., wenn die Limites existieren. Allgemein: 


lim %,,,n, = Yn, für jede beliebige Aufspaltung (g,, h,) der Indizes i. Existiert bei 


9, >2 

festem x und fester Aufspaltung das y,, für alle möglichen festen Wertsysteme der 
Indizes h,, so heißt x teilweise konvergent hinsichtlich g,, geschrieben x e O(g,). 
x € C’(g,) (& schließlich teilweise konvergent), wenn es eine Zahl x gibt, so daß y,, 


existiert für alle möglichen Wertsysteme der Indizes h, mit Werten > r. x e (,(9,) 
bzw. x € C\(g,), wenn die sämtlichen zugehörigen Limites jeweils verschwinden. 


- Verf. betrachtet die Klasse 


(1) O9: IR) Ip) 0, O(gp+1 oBece. 25 94) O(gg+1; ...,; Ir) Oo (9r+1 Yeahe 7 gs) O’(9s+1; BR) I); 
wo Ospsysrss sts? —1, t>]1. x gehört zu dieser Klasse, wenn 
xe 0,(g,) für 1l<vy<p, außerdem ze COs(g,) und ze C(g,) für p+1lsv<g, 
usw. Ist « zu (1) gehörig und außerdem x beschränkt, so gehört x zur Klasse 
(2) BCy(91, -- 9)» - O’(9s+1,-- 9). A = (Q;;) sei eine feste mehrfache Matrix 
(j steht für ö Indizes). Formale Transformation der Folge « mit A liefere die ö-fache 
Folgez= {z;}. Das Ergebnis der Arbeit sind Bedingungen, die zugleich notwendig 
und hinreichend sind dafür, daß ein gegebenes A jedes x aus einer gegebenen Klasse 
(1) in ein ze Cl) verwandelt, wo / eine gegebene Untermenge der Indizes 7 ist. 
Analog für die Fälle, die sich bei Ersetzung von (1) durch (2), von ze C(l) durch 
ze O,(l) ergeben. Naturgemäß ist ein umfangreiches Bezeichnungssystem nötig und 
sind die erhaltenen Bedingungssysteme nicht einfach. W. Meyer-König. 

Faulhaber, Gerhard: Äquivalenzsätze für die Kreisverfahren der Limitierungs- 
theorie. Math. Z. 66, 34—52 (1956). 

Verf. gibt Sätze über die Äquivalenz verschiedener Limitierungsverfahren für 
Folgen und Funktionen endlicher Ordnung. (Eine Folge s, ist von endlicher Ord- 
nung, wenn es eine solche Konstante c gibt, daß s, = O(n°) ist; analog für Funk- 


- tionen.) Die Sätze betreffen die Taylorschen Methoden für Folgen und Funk- 


tionen, die Borelsche Methode, die Euler-Knoppschen Methoden und andere. Zum 
Beispiel ist das Taylorsche Verfahren 7, (0 <a <1) für Folgen äquivalent dem 
Taylorschen Verfahren 7, für Funktionen, aufgefaßt als Verfahren für Folgen 
(an Stelle der Folgen nimmt man die entsprechenden Treppenfunktionen), wobei 
b= (1— a)ja ist. L. Wiodarski. 

Schoonmaker, N. James: Inclusion relations among some methods of summa- 
bility. Proc. Amer. math. Soc. 7, 102—108 (1956). 

E,, T,, S, seien die Summierungsverfahren, die in der Folge-Folge-Form be- 


Ne 
züglich durch die Matrizen mit den Elementen De ) (1— oa)", (1 —o)*+! (x) an, 
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(I Ole nn ot (n, k= 0,1, ...) gegeben sind. Abgesehen von trivialen Fällen | 


hat man Permanenz genau für0 <a < 1. Nach Ref. (s. dies. Zbl.41, 184) gilt S, B,— S, 
undB, Ty=8, für 0<a<1, 0<Pß=e ben - opener Verf. be- 
trachtet diese Relationen auch für gewisse Fälle komplexer Ordnungen und gewinnt 
so verschiedene Inklusionsaussagen. Weitere Aussagen über Nichtinklusion. Be- 
merkungen des Ref.: In der Aussage des Verf. „Aus 0 <a<1l,0< B<1,8, 24 
folgt 1 + a 1> 2 1“ gilt die Behauptung in der schärferen Form 1 + a! >2 pP"! 
(Ref., a. a. O., $. 286), womit eine vom Verf. gestellte Frage beantwortet ist. In 
der Inklusionsaussage des Verf. „S,> T, für0 <<“ kann man 5 durch 1 er- 
setzen (a. a. O., S. 277). W. Meyer-König. 


San Juan, Ricardo: Solution d’un probleme de Kogbetliantz. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 242, 1838—1841 (1956). 


Vorgegeben sei eine Folge positiver Zahlen {m, }, die logarithmisch-konvexundso 


[0} 
beschaffen ist, daß 3 m,„'” divergiert. Verf. nennt nun eine formale Potenzreihe 


aM -summierbar zur Funktion f, falls für ein gewisses a 0O<a<J,)f im 
v=( 
Kreise |2— a| < a holomorph ist und dort für jedes natürliche n eine Abschätzung 


der Form 


a — 2 0,21 <Mm,ef 
v=0 


| 


M„ \llm 


gilt, wobei lim < oo ist (für geeignetes g). Durch die Potenzreihe und 


+4 
die Schrankenfolge {m,} ist f nach einem bekannten Satz von Carleman ein- 


deutig bestimmt. — Eine (formale) Reihe 3 «a, heißt M-summierbar zum Wert s, 
v=0 


falls es eine Funktion f(z) gibt mit f = M-N a, 2’, die zudem die Eigenschaft hat, 


v=0 
daß lim fe) existiert und gleich s ist. Dieses Summationsverfahren genügt den 
Be 


Forderungen (1)—(4) von Kogbetliantz (dies. Zbl. 3, 7). In einer früheren Arbeit 


hat nun Verf. gezeigt, daß es zwei Schrankenfolgen {m,} und {m,} gibt sowie eine 
Pötenzreihe S’ a, 2’, "derart daß F=M-342-= #9 -MIo, 2,7 Rss 


v v 
daher auch Reihen $ a,, denen die auf {m,„} und {m,„} gegründeten Summations- 
v 
verfahren verschiedene Summenwerte zuordnen. H. W. Knobloch. 


Vuckovic, Vladeta: Sur la construction des möthodes de limitation qui sont 
&quivalentes et pas eonsistentes. Acad. Serbe Seci., Publ. Inst. math. 10, S9—96 
(1956). 

Verf. gibt eine ziemlich allgemeine Konstruktion von miteinander unverträg- 
lichen Toeplitzschen Limitierungsverfahren über ein- und demselben Feld. Im be- 
sonderen entspricht jeder Folge von positiven Zahlen (p,), die streng monoton ab- 


nehmend gegen Null strebt und überdies die Bedingung lim (PrlPn—ı) <1 erfüllt, ein 


Paar A, B von miteinander unverträglichen Toeplitzschen Verfahren über dem- 
selben Feld. Die Transformierten der Folge s = (s,) nach diesen Verfahren sind 
A,(s) = B,(s) Sa A,(s) == (Pr 5n Pr Sn) /(Pr BE Pn—1): B,(8) er A,(8) nr Pr Sn 
fürn =2,3,... Das Wirkfeld dieser Methoden besteht aus den Folgen der Form 
(tu + e/Pn), wo (f„) eine beliebige konvergente Folge und c eine beliebige Kon- 
stante ist. L. Wiodarski. 
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Vutkovic, Vladeta: Ein Satz über reelle Folgen. Rivista Mat. Univ. Parma 75 
139—140 (1956). 
Anschließend an eine Arbeit von Tanzi Cattabianchi (dies. Zbl.53, 231) wird 


folgender Satz erklärt: es seien {a,} und {b,} reelle Zahlenfolgen; setzen wir voraus, 


daß a, nicht monoton ist. Diese Folgen seien so beschaffen, daß, wenn a, zu... 


steht, 5, = a, für alle n ist. Es gilt: limb, <lima, <lima, <lim b,. Eine 
leichte Verallgemeinerung dieses Satzes lautet folgendermaßen: wenn eine Folge ,— 0 
existiert, so beschaffen, daß, wenn a, < An —ı gültig ist, b, > a,—e, bzw. 4, —e, <b, 
S0,+ 8, bzw. b,<a, +8, ist, so gilt lim b, < lim a, < lim a, < lim b„. Der Be- 
weis des ersten Satzes wird bloß skizziert, der zweite ist ohne Beweis mitgeteilt. 
St. Fenyö. 
Vuckovic, Vladeta: Mercersche Sätze für nichtlineare Mittel. Acad. Serbe Sci., 
Publ. Inst. math. 10, 79—84 (1956). 
{%,} sei eine positive Zahlenfolge. Die Folge {X} ist eine Mittelwertfolge von 
{x,}, falls min x, < X, < max, (für allen) und lim x, < lim X, < lim X, < lim x, 
lsvysn l1svsn 
ist. Das _ Hauptresultat der Arbeit ist folgender Satz: wenn g>—1 und 
Yn = (mn +qX,)/1l+g) ist, so folgt aus „,—y(n— oo) die Relation 2,— y 
immer, wenn entweder X, monoton ist oder die Ungleichungen X, = aus — X, 
gleichzeitig für alle n gültig sind. Der Beweis beruht auf einem früherem Resul- 
tat des Verf. (s. obiges Referat). St. Fenyö. 


Estrugo, Jos6 Antonio: Über einen Kunstgriff zur Konvergenzverbesserung 


gewisser Reihen. Gac. mat., Madrid 8, 136--147 (1956) [Spanisch]. 
Es werden in anderer, wenig zweckmäßiger Bezeichnungsweise die folgenden 
formalen Identitäten aufgestellt und auf monotone Nullfolgen vw, > 0 angewandt: 


| 


6°) D 
DI (u, — 2 Untp + Un+22) = 2 (m = int) D—l2 Se 
n=1 Nn= 
p 
%,= 2 ( 1)" (un — 2 Un+p Fi Un+2p) Zu 2 = 1 (u, —Unt+p); p=2,4,6,...; 
N= N= 


— _ (1a — Un 47) +4 SM w, p=ldö,.... 
n=1 Bi 


Z.B. liefert die 3. Formel, mit w, = 1l/n und 1/(2n — 1), bei festem p je 2 Reihen 
für In2 und x, die links gut und rechts bekanntlich sehr schlecht konvergieren. 
Differenzenbildung (A, = Sp+ı — Sy; Ap+ı — A,) ergibt noch bessere Konver- 
genz. Verf. gelangt z. B. zu dem hübschen Ergebnis 


[6°) (= De 1 == Iyer* R 
ul De ern) ze 4 1 Far... mm I Bef, 
22 < Hi R Re. S nt)" 
1802, (4 n? — 1) (16 n® — 1) (16 m — 9) ’ 79 MH 
n=2 n= 
Bem. d. Ref.: 1) U. a. ist $. 139/40 überall + 2, durch 2, zu ersetzen. 2) Behandelt 
wird nur der Fallk = 2 der fürk =1, 2,3, .... gültigen formalen Identitäten 
[e) k pop k— A 
k = ‚„(k—]1 ug h 
1, = ır[ | 8 p=1,2,3...; 
n=1 = (») a n=1 > v a 


| k p k—1 , 
Ey Sarnen, mon P=240,. 
n=1 = = „= 
p k—1 F [6] \ 
en = 1% 2 (= 1) Ar, Unt+vp ar eh Un» p=1,3,5,..., 
n=1 v=0 n= 
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mit a,, 2% (6) () — ie ri e| Te %) . Auf die obige Differenzen- 


bildung bzgl. p zur Konvergenzverbesserung kann man dann zugunsten höherer k | 


verzichten; .B.p=1,k=3: 


1 ” 1 - Sn 
Ron en 
1 FED BES TED 


I. Paasche. 


eChovanskij, A. N.: Anwendung der Kettenbrüche und ihrer Verallgemeinerun- 


gen auf Fragen der approximativen Analysis. (Bibliothek der angewandten Analysis 
und numerischen Mathematik.) Moskau: Staatsverlag für technisch-theoretische 


Literatur 1956. 2048. R. 5.25 [Russisch]. 


Es ist erstaunlich was alles in diesem kleinen Büchlein knapp aber doch sehr | 
klar zusammengestellt ist. Neben den fundamentalen Eigenschaften der Ketten- 
brüche und deren Beziehungen zu unendlichen Reihen, Behandlung der Konvergenz- 


fragen, findet man hier die Anwendung auf die Differentialgleichungen von Boole” 
und Riccati, die Entwicklung der Stufenfunktion, der natürlichen Logarithmen, der 


inversen Funktionen von Kreis- und Hyperbelfunktionen, der Gammafunktion und 
der Prymschen Funktionen, der hypergeometrischen Reihe, der Stirlingschen Reihe 


und einiger Inetgrale, z. B. des Fehlerintegrals. Als Verallgemeinerung der Ketten- 


brüche werden besonders die Matrizen betrachtet. Mit dieser Methode werden 


Quadratwurzeln, Kubikwurzeln und höhere Wurzeln berechnet und die Lösung von 


quadratischen, kubischen und höheren Gleichungen wird angegeben. 
E. M. Bruins. 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 
Zuchovickij, 8.I.: Über die Approximation reeller Funktionen im Sinne von 


P.L. CebySev. Uspechi mat. Nauk 11, Nr. 2 (68), 125—159 (1956) [Russisch]. 
Eine zusammenfassende Darstellung mit eigenen Ergänzungen des Verf., wobei 


u.a. die Resultate einer wenig bekannten Arbeit von E. Ja. Remez (Über die Me- 


thode von Tschebyscheff über bestmögliche angenäherte Darstellung von Funktionen, 


dies. Zbl. 13, 255) berücksichtigt werden. Kap.I behandelt das Krejnsche ‚„L- 
Problem der Momente‘: Man suche im Banachschen Raume ein lineares Funktional 
f(x) (x e X) mit kleinster Norm, welches f(x) =, =1,2,...n; die x, sind linear | 


Dabhineie) befriedigt. Die Existenz wird nachgewiesen, und es wird gezeigt, daß 
ın 
I/| =? min |P% &,% 
N 1 
| Die 1 


über einem Kompaktum Q, dann gibt es unter den Lösungen eine der Form 
Ye 


= 
\ besteht. Ist X der Raum der stetigen Funktionen 


ea = x()®; (HeQ),r<n. Im Kap. II wird die Tschebyscheffsche Approxima- 
tionsaufgabe, unter den Polynomen P(g,x) = 3 &;9,(9), g€ Q, x (&,&,...&,), ein 


P, zu finden, für welches max | P(g, x) — ©(g)| für ein stetiges ® minimal wird, auf das 


ge 
X-Problem zurückgeführt. Fundamentalsatz: Es gibt Punkte ,e Q, 1 =1,2. 
r <&n-+1,so daß eines der P(g, x), für welches max |P(g,, 2) — ®(q;)| seinen klein- 


sten Wert annimmt, Lösung der Tschebyscheffschen Aufgabe auf dem ganzen Q dar- 


stellt (Verallgemeinerung von Remez eines Satzes von dela Vall&e Poussin, 
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Lecons sur l’approximation, Paris 1919). Es sei jetzt vorausgesetzt, daß jedes 

Pig x) = 0 höchstens n — 1 Nullstellen besitzt. P(g,x) ist dann und nur dann 

‚Lösung der Tschebyscheffschen Aufgabe, wenn max |P(q, x) — ©(g)| an wenigstens 
eQ 


. 4 f 
n rl verschiedenen Stellen q, angenommen wird und sign [P(g;, 2) — D(g,)] 
—= sign (C C',), wobei 


Aa) +. Ma)  — Dq) 
N: 
erlanıı) TOR) 9n(Im+1) a; D(gn-+1) 


und C, das algebraische Komplement zum Element — Ö(q,) bedeutet. (Verall- 
gemeinerung von Remez eines klassischen Satzes von Tschebyscheff.) Ist 
‚sign [P(gr, ©) — D(q)] = sign 0,6, k=1,2,...n +1, ö=-+1, dann gilt 


min max \P(q, x) — ©(q)| = min \P (gr, ©) — Ö(q,)| 


(Verallgemeinerung von Remez des Satzes von de la Vall&e Poussin, loc. cit.) 
Am Ende der Arbeit werden zwei noch allgemeinere Sätze derselben Art bewiesen. 
G. Freud. 


i Zucehovickij (Zukhovitsky), 8.1. and 8. B. Stelkin (Stechkin): On the approxi- 
mation of abstraet funetions with values in Banach space. Doklady Akad. Nauk 
SSSR 106, 773—776 (1956) [Russisch]. 

i Es sei X ein reeller Banachscher Raum und Q@ ein Kompaktum, welches mehr 

als einen Punkt enthält. Es sei O(X) der Raum der der Norm von X nach stetigen 

‚auf © definierten Funktionen mit Werten aus X mit der Normierung ||@(q)||o 


N 

—= max ||o(g)||x- Es seien f,e O(X) (k=1,2,... N), p.(Q)= 3% % fı(g). Es wird gesucht 
1€Q 1 

(1) &x(p) = inf ||p(q) —p(Q)||ce- Für jedes o(q) e O(X) gibt es wenigstens ein p* mit 


(2) 19 — p*||c= Ey(p). Für jedes o(g) e O(X) und jedes (2) genügende p* nimmt 
|@ — p*||jx den Wert &,(p) dann und nur dann an wenigstens m verschiedenen 
Stellen g,e@ an, wenn für beliebig gewählte m — 1 verschiedene q,€e@ und be- 
liebige x;€e X es wenigstens einen p(g) mit (3) pl) = ul =|1, 2,...m—]) 
gibt. Folgerungen: Ist dim X =, dann gibt es (1) genügende und p*, so daß 
||p — p?*||x seinen Maximalwert nicht mehr als [N/s] + 1 mal annimmt. Es wird 
dann und nur dann m = N +1, wenn {f;} ein Tschebyscheffsches System ist. Ist 
Aufgabe (1) für jedes o e C(X) eindeutig lösbar und (4) (n —1)s<N=<sns, dann 
hat jedes p,(q) = 0 höchstens n — 1 verschiedene Nullstellen, diese Bedingung ist 
aber im Allgemeinen nicht hinreichend. Eine weitere notwendige Bedingung für die 
Eindeutigkeit ist die Lösbarkeit von (3) für jedes p mit m = n. Ist X streng konvex, 
(4) erfüllt, dann sind diese beiden letzterwähnten hinreichenden Bedingungen zu- 
sammen auch notwendig. Verschärfung für den FallN = n s. Resultate werden ohne 
Beweis angegeben. G. Freud. 


Berman, D.L.: On a new method of eonstructing Weierstrass’ interpolation 
formulae. Doklady Akad. Nauk SSSR 109, 679—682 (1956) [Russisch]. 

Es sei U, „(t) ein Polynom eines Grades < m, das an den n im Intervall 
— 1<x® <1 gelegenen Stellen m @=1,2,...,n) mit der stetigen Funktion (x) 
übereinstimmt. Gefragt wird nach der Konvergenz von max Un, m I l=z2=&1) 
gegen Null unter gewissen zusätzlichen Annahmen über die Interpolationsstellen oder 
das Verhältnis der Zahlen m und n. Verf. teilt ohne Beweis ein Verfahren zur Konstruk- 
tion geeigneter Folgen U,„,„ mit. Eine Anwendung: Bestimmung des Maximal- 
betrages eines Polynomes in |— 1, + 1], wenn der Betrag an den Interpolations- 


stellen höchstens eins ist. W. Hahn. 
4* 


4R 
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Mauersberger, Peter: Die ‚„Neumannsche Methode“ zur Approximation einer! 
durch Beobachtungen gegebenen Funktion und ihr Zusammenhang mit der mechani-- 
schen Quadratur nach Gauß-Jacobi. Z. angew. Math. Mech. 36, 372—376 (1956)... 

f sei eine Funktion der unabhängigen Variablen x, für die diskreten Stützstellen \ 
x, in (a, b) seien Meßwerte f, gegeben. Die Ausgleichsbedingung nach F. Neumann! 
mit später noch geeignet zu bestimmenden Konstanten c,(7 =1,2,..., N) lautet:: 

N K 2 N: 
Zul) 2 Am Pm(&;)\ €; 0(&;))= Minimum. 
al M= b | 
Wählt man die 9,(x) als Orthogonalpolynome mit der Relation [ 9m(%) 9n(x) e(2) da: 


— N Ömn, dann können die Vorteile des Orthogonalsystems zur Bestimmung der A, \ 
zunächst nicht ausgenutzt werden, da die Ausgleichsbedingungen mit Summen ı 
statt mit Integralen formuliert sind. Die vorgenommene Verallgemeinerung besteht; 


i N d 
darin, die c, aus (D): e3 C; Pm(%;) Pn(%) 0(%;) = [ Pt) 0,8) owJdze N. Oman 
(m,n =0,1,2,....K) zu bestimmen, so daß sich die A, einzeln und endgültig! 
N 
durch A„ = © 29 f(&;) Ym(&;) ea) angeben lasonz — Zunächst können die G 
aus dem Gleichungssystem (II): 3 42% o(&)= Sole) de(v = 0,1,2,..., 27 
j=1 a 


mit N =2K +1 bestimmt werden unter der Voraussetzung, daß die 2X +i. 
Stützstellen voneinander verschieden und alle o(x;) von Null verschieden und endlich ı 
sind. Eine einfachere Bestimmung der c, ergibt sich jedoch, wenn (I) als Quadratur'' 
im Gaußschen Sinne aufgefaßt wird, indem man N=K-]1 setzt, de Ni 
Stützstellen x; ebenfalls als Unbekannte ansetzt und zur Bestimmung der 2X + 2! 
Unbekannten c, und x, in (II) noch die Gleichung mit v—=2K + 1 hinzunimmt. 
Die x; ergeben sich in bekannter Weise als die reellen und einfachen Nullstellen von \ 


K | 

Yx+1(&), die alle in (a,b) liegen. U.a. ergibt sich r = 9 0(%;) nn (9,(2;))? zur ‚ 

Berechnung der c,. — Erweiterungen für Funktionen, die von mehreren unabhängigen || 

Variablen abhängig sind, werden auch mitgeteilt. Es wird gezeigt, daß eine Zurück- . 

führung auf nacheinander auszuführende ‚eindimensionale‘‘ Approximationspro- . 
bleme vorgenommen werden kann. H. Unger. 

Geronimus, Ja. L.: Über Eigenschaften der Ableitungen einiger Funktionen, 

die sich dureh singuläre Integrale darstellen lassen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, 

Ser. mat. 20, 775—782 (1956) [Russisch]. | 

Es sei K(x) eine ungerade, in jedem Intervall [A, 1], A > 0, k-mal stetig differen- . 


1 l 
zierbare Funktion mit [|K(x)| de = &. Es sei u(x)in(a—h,b +h) e [0,1] (h > 0) 
0 h 
k-mal stetig differenzierbar (k > 1) und der Stetigkeitsmodul »,(6) von u®(x) soll! 
c 1 | 
J @r(®) \K(x)| de < © befriedigen. Dann besitzt v(x) = [ K(t— x) du (t) in (a,b) 
ö d 


eine beschränkte (k — 1)-te Ableitung. Der Beweis ist elementar. Ist 1 = 2x, K(x) | 
= (2) cot (x/2), dann ist v(x) = (x). Bemerkung des Ref.: Aus dem Beweise folgt 
auch die Stetigkeit von v#=V. Für die konjugierten Funktionen wurde das in nicht- | 
lokaler Form mit approximationstheoretischen Hilfsmitteln von N. K. Bari (dies. 
Zbl. 65, 50) bewiesen. Vgl. auch eine Verschärfung von 8. B. Steckin (dies. Zbl. 71, | 
283). @G. Freud. 
Mulholland, H. P.: On two extremum problems for polynomials on the unit 
eirele. J. London math. Soc. 31, 191—199 (1956). 
Fragen der in vorliegender Arbeit behandelten Art hatte Rogosinski (s. dies ı 
Zbl. 56, 289; die in dieser Besprechung benutzten Zeichen werden hier übernommen) | 


I 


‚aufgeworfen und beantwortet. Diese Untersuchung führt Verf. hier weiter; indem 
‚ er die dort ausgesprochenen allgemeinen Befunde benutzt, gewinnt er folgende beiden 


Sätze: 1) Es ist O,(n) = 3 ctg = , wo I= [* + 3] . Dieser Höchstbetrag wird bei 
dem Polynom > 
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TE 2r—1)n 
| el 2-27 + 1)ctg az 
| erreicht. 2) Wenn p(z) € P,undv=[4n +4], so ist 
{ 2 2 2r—1)r 
|Im p@)| < Fe 2: U ya. dzlr=l): 
& Hier gilt Gleichheit in z = 1, wenn im besonderen 
ee n+Y)kn . 
p(z) = nrıy 22 (— 2" (n— k +1)tg 2 mit geradem n, 
dr 2r—1 
p(2) = mE = 21 (m —2r +2) cosec Zr mit ungeradem n. 


Bei 2) nimmt Verf. auf Ergebnisse Bezug, die Szegö [Amer. J. Math. 65, 532 — 
4 536 (1943)] auf anderem Wege erhalten hatte. — Die Beweise der Sätze 1), 2) können 
} hier nicht wiedergegeben werden. L. Koschmieder. 


N Yano, Shigeki: On approximation by trigonometrie polynomials. Ködai math. 

& Sem. Reports 8, 93—95 (1956). 2 

| The following theorem is proved: Let s,(2) = I a, "mz satisfy 
v—=0 


15 | 1) dx < M, and suppose that |s„(x)|< (e-°* in a fixed interval of 


il length r. Then s,«)>0 uniformly n az <x<n, ifer>8n. The proof 


! essentially consists of an application of Poisson-Jensen’s formula to the sub- 
2n 


' with no restrietion on the length r (this Zbl. 39, 294). The author points out, that 
| Bochner’s statement is disproved by an example of M. E. Noble (this Zbl. 55, 295). 
A. Nordlander. 


Flett, T. M.: On the degree of approximation to a function by the Cesäro means 
| of its Fourier series. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 7, 831—95 (1956). 
| Soit f(x) une fonetion integrable dans (—r,r) periodique de periode 2 et soit 


| harmonic function log . This theorem was stated by S. Bochner 


| (1) fa) mt, + 3 (a,cosnz +b,sinnz) =5% +3 m®)- 

j n=1 1 

, L’A. d&montre des th&oremes precis pour l’approximation de la fonction f(x) par les 

| moyennes arithmetiques o(®(x) de sa serie de Fourier (1). Voila les resultats obtenus: 

\ Designons par 9,() la foncetion fx +8) + fx — 6) — 2 fx). 1. Sot 0<a&<[], 

I; t 

'@ö<ar. Si pour un point x on a (2) f |dp,(u)| SA t* pour O<t<ö, alors (3) ix) 
0 

— f(x) = O(n-*) 2. La partie droite de (2) ne peut ötre remplacde par une condi- 

‚tion moins restrietive. 3. Soit O pe 1.028300 =20=n,kz=a&—P. Sipour 


t 
In x 0,(&)= O(n?) et f Idp,(u)| < A #* pour 0 <t<ö, alors on a (4) oM(x) — f(x) 
0 


=0(n-*). Dans le cas ou«a=1,0 <ß <l1 la partie droite de (4) est remplacee par 
O(n-! log n). 4. Supposons que la fonction f(x) est dela classe Lip « dans l’intervalle 
ferm& (a,b), et ue 0o<a<1, a,b =O nf). S0sß<aetk=2a—P, alors 
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| 
on a oM (x) — f(x) = On”) etsiß =aonaS,( x) — f(x) =O(n”* log n). Les dend 
r6sultats sont valables uniformöment dans l’ Ba ferme& er b,a<m<b<b. 

N. Obreschkoff. | 


Satö, Masako: Fourier series. II: Order of partial sums. Proc. Japan Acad. 32, || 
529—534 (1956). | 
ft) sei eine integrable Funktion der Periode 27 und s„(x) bezeichne die n- te) 
Teilsumme ihrer Fourierreihe, endlich werde go,(u) = f(x ae u) + f(x — u) ge- 


setzt. In Ergänzung zu dem Lebesgueschen Satz, daß aus ( yf Ip,(u)| du = o(t) für | 
t— 0 bei festem x die Abschätzung (2) s„(x) = 0 (log ii folgt, Be S. Leu) (dies. | | 
Zbl. 45, 34) gezeigt, daß die beiden Bedingungen (3) | p,(u) du = oft ia \pz(% au 
—= OIt) (t> 0) i..a. noch nicht ausreichen, um die Gültigkeit von (2) sicherzustellen. 
Verf. zeigt nun a daß (2) gilt, sobald neben (3) noch die Bedingung / (HE+ WW 
— f{E — u)) du = o(t) (> 0) gleichmäßig in £ in einer eb ehr 20 erfüllt, N 


ist. Andererseits hatte O. Säzsz (dies. Zbl. 60, 181) aus | |p,(u)| du = o|tjlos 8). 


die Abschätzung (4) s„(x) = 0 (log log n) Be VErR zeigt jetzt, daß aus, 


{ala [mania =oflosfe)] sa 


nicht notwendig (4) folgt. Doch ist dies der Fall, bald außer (5) noch die Be- | 


t 


dingung je Hu) — fl —u)du=o \ log log (7) 18 & 


t 
den Bedingungen (5) | Y,(u) du = 0 
) 


| 
(> 0) gleichmäßig | 


in einer Nachbarschaft von x erfüllt ist. V. Garten. 

Izumi, Shin-ichi: Fourier series. III: Wiener’s problem. Proc. Japan Acad. 32, , 
527—528 (1956). 1A 

Es sei A>1 und o,(f) = max (fin fe + u) — He)? ne, . Verf. zeigt: Wenn ı 

0<u<t | 

3 wf & <.o ist, konvergiert die Iesbe > |52(& x) |* fast überall, wobei s,(x) j 
n=1 j 
die n-te Teilsumme der Fourierreihe an, Me ) bezeichnet. In dem Ergebnis sind | 
früher veröffentlichte Sätze von S. Izumi (dies. .Zbl. 72,62) und von M.Kinu-. 
kawa [dies Zbl. 71,284, 73,55 (nächte $.)] enthalten.‘ V. Garten. 

Izumi, Shin-ichi: Fourier series. 1V: Korevaar’s conjeeture. Proc. Japan 
Acad. 32, 655—657 (1956). 

Verf. beweist folgende Vermutung von J. Korevaar (dies. Zbl. 51, 300): 
Die mit der Periode 2 periodische Funktion f(x) sei stetig mit Ausnahme eines ı 
Sprunges für = & (mod 2) und sie gehöre in (&,& + 2x) zur Klasse Lipl. Dann |) 


gibt eseine Konstante A derart, daß für jedes n und jedes trigonometrische Polynom \) 
n N 


t„(2) = 3 (a, coskx + b, sin kx) die Ungleichung 


a) +7 
[a —w)lar >, 


silt. az H. D. Kloosterman. 
Izumi, Shin-ichi and Masako Satö: Fourier series. X: Rogosinski’s lemma. , 
Kodai math. Sem. Reports 8, 164—180 (1956). | 
It was proved by the os a we gelehrt. Ges. 3, 57—58 (1926)] ] 


that, when /(f) is continuous at &, then (1): 4 {s,(&,) + 5, (2, + zu/n)} — fl (£) whenever' 4 


Er 


La, 


_ 


’2,„—£. Here s,(t) denotes the n-th partial sum of the Fourier series of f. The au- 


HR t 

| thors show that, under the condition (2): [ {f(x + u) — f(x — u)! du = o(t) uni- 
| formly near &, one has 0 

I: 2 an 


2 en) + (+5) 3 | fen +9 Rn dt +0) 


5 — n/n 

) with R„()>0 and independent of f. From this useful result they deduce: (1) and (2) 
| imply that f is essentially continuous at &. Also (2) and the uniform convergence of 
} the Fourier series at & yield the same conclusion. On taking x, = r/n the authors 
| obtain results concerning the Gibbs phenomenon at certain kinds of discontinuities 
! of f that need not be points of jump (compare the referee’spaper). W.W. Rogosinski. 


| Ishiguro, Kazuo: Fourier series. XI: Gibb’s phenomenon. Ködai math. Sem. 
| Reports 8, 181—188 (1956); Correetion. Ibid. 9, 191—192 (1957). 

j Cramer, in 1919, proved that there exists an r, 0 <r,< 1, such that the 
" (©, r)-means of the Fourier series of f(x), at a point of jump, present the Gibbs phe- 
" nomenon for r < r, but not for r > r,. Following the method of Izumi and Satö 
(ef. the preceding review), the author extends this result to certain other types of 
‘ discontinuities of f. — Theorem 4 is inadaequately stated, but has been corrected 
\ by the author himself. W. W. Rogosinski. 


Izumi, Shin-ichi and Masako Satö: Some trigonometrical series. XVIH. 
I Proc. Japan Acad. 32, 20—23 (1956). 
Sind a,„, 5b, die Fourierkoeffizienten von f(x) und a,, b„ die von g(x), so 


zn 
' gilt die Parsevalsche Formel 4 [ f(x) ga) de = rw +3 (a, + b,b,) falls 
| f) 


E (1) fe LP,geL® oder (2)feL,geB oder (3)feC,geS, aber in den Fällen 
| (2) und (3) ist die Reihe rechts im allgemeinen nur (C, 1) summierbar. Verf. geben 
einige Bedingungen für f und g, die mit (2) oder (3) zusammen für die Konvergenz 
dieser Reihe ausreichen. Die Art dieser Bedingungen entspricht denen eines Satzes 
von Satö (siehe dies. Zbl. 64, 305). Außerdem beweisen Verf. einen der Parsevalschen 
, Formel entsprechenden Satz für die Entwicklung nach Potenzen von e‘?, den Hardy 
und Littlewood im Fall (1) bewiesen haben, für Fall (2). @. Lochs. 
| Kinukawa, Masakiti: Some strong summability of Fourier series. II. Proc. 
Japan Acad. 32, 377—382 (1956). 
[Teil I. s. dies. Zbl. 71, 284.] — S. Izumi (dies. Zbl. 67, 44) bewies für eine 
2r-periodische, LP-integrable (p > 1) Funktion (x), deren Fourierreihe die Teil- 


' summen s,(x) hat, daß die Reihe (1) % |s„(2) — u(x)|" für fast alle © konvergiert, 
n=1 


| wennp>k>1,e> ist und die Bedingung 


E14 1/p 
| u (0 +) — u(e) |P de) = Klik lloglji) araik 
erfüllt ist. Verf. untersucht jetzt die Konvergenz der Reihe (1), wenn die Teil- 
summen s,(&) durch ihre Cesäro-Mittel o%(x) (d > — 1) ersetzt werden. Es sei 


2 . .. .. 
(2) = 3 0,2" (<= r ei?) eine analytische Funktion von 2, die für |2|=r < 1 regulär 


n=0 


“ist. Nach Hardy-Littlewood heißt f(z) zur „komplexen“ Klasse Lip (x, P, p) ge- 
hörig, wenn 


mM, f) = e | Marze>)je oo)" N) j — Zu lo 1 2 a ; 


E44 
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Es werde t,(9) = nc„e'® gesetzt und es bedeuten 14(9) = n {o}(d) — 07.1 ( (d)} | 


die Cesäro-Mittel von t,(®) (6 > 0). Verf. erzielt die folgenden meh, I. Gehört 
f(z) zur Klasse Lip (a, ß, p), so konvergiert erstens die Ban ‚lonö) — fie?) |® | 
für fast ale® mit2>p>k>1,&=1/kund ß > 1/k oder ß S mas ls jenach- 
dem 6 > 1/p—1 oder d = 1/p— 1 ist; zweitens konvergiert die Reihe 2 |72(9) |F 


für fast alle 9 mit 2 >p>k>1,a=1/k und > 1/k oder > 19 + + 1/k je 
nachdem ö > 1/p oder ö = 1/p ist. — II. Gehört f(2) zur Klasse Lip (a, 0, p), so 
konvergiert erstens die Reihe 


od) — F (e®)* 


[ee] 
Sn mn n)d 


für fast ale d mt 2 >2p>1,p2k>0,1>2%x>0,a=1—kaundb>1 oder 
b>1+ = je nachdem ö6 > 1/p— 1 oder ö = 1/p — 1 ist; zweitens konvergiert 


die Reihe BI )|? n=@ (log n)—? für fast alle 9 mit 2 >p>1,p>k>0,1>a>0, 


U — mr und b>1 oder b>1-+k/p je nachdem ö > 1/p oder ö = 1/p ist. 
Schließlich wird festgestellt, daß unter den Voraussetzungen I.2 die Reihe 
Sndcen? (A <1j/k) für fast alle 9 |C, ö|-summierbar ist. V. Garten. 


Kinukawa, Masakiti: On certain strong summability of a Fourier power series. 
Kodai math. Sem. Reports 9, 12—22 (1957). 


Im Anschluß an vorstehend besprochene Arbeit und eine Beweismethode von 
H. C. Chow [Ann. Acad. Sinica, ap. 1, 559—567 (1954)] gewinnt Verf. folgende 


Se Satz 1. Ist das Integral f A,(r) M,(r, f') dr endlich, so konvergiert die Reihe 
52 ont (9) — fle'?)| für fast alle » mit 1<p<2, g=p/(p—1) und A,(r) = (1—r)!!p1 
oder Ar) = (1 — r)YP1 (log 1/(1 — r))U? je nachdem 6 > 1/p — 1 oder ö=1/p— 1 
in Satz 2. Ist das Integral f A,(r) M,(r, f) dr endlich, so konvergiert die Reihe 
5 |o%(d) — f(e‘?)P für fast ale ® mit 1<p<2 und 4A,(r) = (1—r)—1r oder 
en) r)=VP (log 1/(1 — r))/P je nachdem 6 > 1/p— loderö=1/p— list. Satz 3. 
Ist das Integral j M%(r, f) dr endlich, so konvergiert für fast alle 9 erstens die Reihe 


1 ” . t 
Doz \o&(9) — fle®)P mit 1<p<2, ö=2(1/p—1) und zweitens die Reihe 


S 
I 
- 


1 
>, 5 |) — fe®) mit 1<p<2, g=p/(p—1) und 6>1/p — 1.— Schließ- 


n=1l 
lich beweist Verf. ein Analogon zu einem Satz von T. Tsuchikura (dies. Zbl. 41, 31; 
öl, 302), nämlich den Satz: Ist für einen Punkt ® die Bedingung 


N | feir+*%°) — fe?) | dp = O [Ät (log 1/t)}#] 


[ee] 


erfüllt, so konvergiert die Reihe I o |0%(9) — f(e'?) |* an der Stelle® mit 2>p>1, 


n=1 


lp+l1pf =1l,pP >k>0, ß>pkund6>1e Li V. Garten. 


ak 


Kanno, Kösi: On the Riesz summability of Fourier series. Töhoku math. J., 
II. Ser. 8, 223—234 (1956). 


Für Funktionen o(f) = 3 a, cos nt beweist Verf.: Aust—* j ou) (E — u)! du 
1 —— 
—n) ((108 ) ”) t>0 («>0, $>0) folgt, daß die Reihe 364 en exp (log w)!*+P, 


&+-ö]-summierbar ist (> 0, falls « ganz, und«+6> [«]-++ 1 sonst). Der Spezialfall 
Pa=1 dieses Satzes stammt von F.T. Wang [Proc. London math. Soc., II. Ser. 47, 
308—347 (1942); J. London math. Soc. 18, 155—160 (1943); dies. Zbl. 33, 174]. 

A. Peyerimhoff. 

Shapiro, Vietor L.: Generalized Laplacians. Amer. J. Math. 78, 497—508 
(1956). 

In the present paper the author continues his study on the Riemann theory of 
multiple trigonometric series in connection with Bochner’s method of summation by 
spherical means. 'Thus most of the notations and concepts have been already given 
in previous papers (S. Bochner, this Zbl. 15, 157; V.L. Shapiro, this Zbl. 53, 42; 57, 


305; 55, 298; See also M.T. Cheng, this Zbl. 38, 220). Let f(x), = (&,,...,2,.)€E E, 
be a function periodice of period 27 with respect to each ©, i=1,...,n, let 
A,ft®),5=1,...,r— 1, be the first r — 1 generalized Jacobians of f(x), and suppose 


that f(x) and these Jacobians are continuous in some bounded domain RC E,. 
Let Z< E, be a closed and bounded set of capacity zero, and suppose that the r-th 
generalized Jacobian A,f(x) exists in R— RZ and is integrable in R. Under these 
hypotheses the main result is proved that the function f(x) can be obtained in every 
subregion R’ whose closure is in R, by the expected integral representation up to an 
harmonic function of order r in R’. This result is obtained by a consistent use of a 
previous result of W. Rudin (this Zbl. 37, 347) concerning integral representations 
of continuous functions. A consequence of the main result above is a new uniqueness 
theorem for multiple trigonometrical series. L. Cesari. 


Snol’ (Shnol), E. (E).: On the eonneetion between Müntz’ theorem and 
orthogonal expansions. Doklady Akad. Nauk SSSR 109, 910—912 (1956) [Russisch]. 
The author outlines a proof of the following result. Let q(&) > 0, ),.<0, 
(k=1,2,...), and let y(x,/;) be a solution of — y’’ + g(x) y = Ay belonging to 


L,(0, ©). Then [ f(x) y(z,),) d«e=0, |, ? =, fe Z, imply that f=0. In 
0 


the case g(x) = 0, this is essentially the theorem of Müntz [see e.g. N.I. Achiezer, 
Vorlesungen über Approximationstheorie (dies. Zbl. 52, 290), pp. 43—46.]. Rather 
briefly indicated as an example is the determination of the potential g(x) in 
— y’ +1(1 + 1)e? y+g(x) y=k?y, by the „asymptotic phase“ ö, in the formula 
y(x, I) ma; sin (kr—zal +6) as e—m. Here y(x, !) is a solution regular at 
x =0,lis a varying ınteger > I,, and k is fixed; the author asserts that there is at 
most one such g(2). A puzzling feature of the suggested proof is that it deals with 
the x-interval (0, 1) in place of (0,0). In earlier work k varied (for references see e. g. 
N. Levinson, this Zbl. 50, 227). F. V. Atkinson. 
Watari, Chinami: A generalization of Haar funetions. Töhoku math. J., 1ub 
Ser. 8, 2836—290 (1956). 
Sia x un numero naturale e una radice primitiva a-esima dell’unitä. Si con- 
sideri il sistema di funzioni con periodo 1 definito per 0O<x < 1 con la seguente 
legge: Fale en 90,0) =1, 0<x®<1; 9(2)= Pıl®) = @*, rar < (+ Dias 


„=, 1, ee 9,2) = @* se ula’” 1 Kon < ul + +1) 0A 
Er Re 1,9,,,(@) =0 per ogni altro valore di x; xXo(® Bel ie v2 > (@) 
— „4 DR (p,, a A u=0,1,. ‚1 —1,)=]1, ; le 


funzioni 7, siano ordinate in una successione Em}. A A. in analogia Re una deno- 
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minazione usata da H.E. Chrestenson per i sistemi di Walsh (questo Zbl., 
65, 53) chiama {y„} ilsistema generalizzato di Haar e lo indica col simbolo A,. 


1 
L’A. prova che il sistema HZ, ® completo e, se f(x) € L(0, 1), posto c, — S fx) xu(«) de, 
N) 


[6 0) n—1l 
chiama la serie I c, 2,(x) serie H, di Fourier di f(x). Inucleo K„(z, t) = 3 x,(®) X) 
i=0 


n=0 
® un nucleo quasi positivo e di conseguenza la H, serie di Fourier di f(x) converge 
verso f(x) in ogni suo punto di continuitä. G. Sansone. 


Spezielle Funktionen: 


Griseri, Bruna: Semplifieazioni nella determinazione di aleune costanti della 
teoria dei polinomi ortogonali elassiei. Atti Accad. Sei. Torino, Cl. Sei. fis. mat. 
natur. 90, 359—361 (1956). 

- N 
Die Koeffizienten k@) der klassischen Polynome P,(x) = 3 kl) =” mit der 
r=0 
Differentialgleichung X y’ +4A Pıla)y’ +/,y=0 sind daraus bei gegebenen 
X=c,2?4+c,%-+ c,, P,(x), A und k(0 durch Rekursionen bestimmbar; Verf. gibt die 
expliziten Werte für A,, kV und die Rekursion für die weiteren Koeffizienten an. 
O. Volk. 

Boas jr., R.P. and R. €. Buck: Polynomials defined by generating relations. 
Amer. math. Monthly 63, 626—632 (1956). 

Let p,(z) be a polynomial of degree n and let the sequence {p,(2)} have a generat- 


ing relation of the form 3) w* p,(2) = A(w) y(zg(w)), where A(w) = I) a, w" (a, = 0), 
0 


n=0 N= 


vll) = 2 Yn ir, g(w) = Y bw", b, = 0, 5b) y„ # 0. The authors characterize these 
Nn= n=0 

polynomials by means of both an explicit formula and a recusion relation; the explieit 

formula reduces to knoun results for Appell and Brenke polynomials. It is shown 


N 
that 9,(2) = Ze Y; & @, dr, Dr, - - - - dx, where the inner summation extends over 
” a . . Ü 
all sets of j + 1 non-negative integers {k} such that $ k,—=n. Moreover ifb,—=1 


there exist two sequences of numbers {x,} and {ß,} Ah that zr+1 4127" p,(2) }/dz 
+ I, [m] + Ur [mn-al2)] + + Un-ı [Bo@)] = 0, where U, is the linear 
differential operator U, = a; + 2 Pr +1 d/de. T. Ewerda. 


Singh, Vikramaditya: On the orthogonal sub-set of Appell polynomials. Proc. 
nat. Inst. Sci. India, Part A 22, 26—31 (1956). 


Die Hermiteschen Polynome sind die einzigen Appellschen Polynome, die ein 
Orthogonalsystem bilden. Verf. beweist dieses längst bekannte Resultat a z.B 
W. Hahn, dies. Zbl. 11, 62) mit Hilfe einer Integraldarstellung für die Appelschen 
Polynome [Verf., Proc. nat. Inst. Sei., India 20, 341—346 (1954)]. W. Hahn 


| Kazarinoff, Nicholas D.: A note on two generating funetions for Leeendre 
functions. Proc. Amer. math. Soc. 7, 230—231 (1956). h 


In Anwendung allgemeinerer Formeln von Truesdell (dies. Zbl. 45, 343) be- 
weist Verf. eine auf dem Schnitt geltende Entwicklung von E.L. Bloch (dies. Zbl 
58, 58) und die folgende außerhalb des Schnittes geltende: 


(2 m — 1)!! (ee — ıymi2 


PA 


E [6.) Ir 
| Hl—Ars ts) ma Dre 


(£ n= (m +n)! Ä 
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C ein Integrationsweg, der vons = — oo kommend die Nullstellen von 1 — XS 
+s?=0 im positiven Umlaufsinn umläuft und nach s = — oo zurückkehrt. 
O. Volk. 


Massaro, Giliana: Il termine eomplementare di una nuova formula per la 
valutazione asintotica dei polinomi di Legendre. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 115 
433—439 (1956). 


Verf. verfeinert in der von Hilb inaugurierten asymptotischen Darstellung 
Y91sind P, (cos 9)= J,((n— 4) 9) — [12 (2n + )1 Jıl(n+4)9) + &(d) 
(siehe Gatteschi, dies. Zbl. 72, 65) die Abschätzung von &(9): |&(#)| < 0,03 9%, 

<dsenin, <BSHEn 3, aan <d<a]. O. Volk. 
Mitrinoviteh, Dragoslav S.: Nouvelles formules relatives aux polynomes de 
Legendre. C.r. Acad. Sei., Paris 243, 1387—1389 (1956). 


il 


Abschätzungen für 2 — mit Auswertung des Integrals | & a = a dx. 
) 
Vgl. auch Verf., dies. Zbl. 72, 65). O. Volk. 
8 


e Rozet, T. A.: Elemente der Theorie der Zylinderfunktionen mit Anwendungen 
auf die Radiotechnik. Moskau: Verlag ‚Sowjetisches Radio‘ 1956. 2248. R. 6.50 
[Russisch ]. 

Kapitelüberschriften: I. Zylinderfunktionen erster Art und ganzzahliger Ord- 
nung. II. Zylinderfunktionen beliebiger Ordnung. III. Zylinderfunktionen mit 
komplexem Argument. IV. Entwicklungen nach Zylinderfunktionen, V. Darstellung 
der Zylinderfunktionen durch Linienintegrale. VI. Die Zylinderfunktionen in der 
Operatorenrechnung. VII. Die Wellengleichung in zylindrischen und sphärischen 
Koordinaten. VIII. Anwendungen in der Radiotechnik. — Verf. beschränkt sich 
auf diejenigen Teilgebiete des umfangreichen Stoffes, die zur Behandlung von Pro- 
blemen der Hochfrequenztechnik unerläßlich sind. Er bemüht sich, mit möglichst 
wenig mathematischen Vorkenntnissen auszukommen, und begnügt sich mehrfach 
damit, schwieriger zu erreichende Ergebnisse ohne Beweis mitzuteilen. Die Ein- 
führung der Funktionen erfolgt durch das Besselsche Integral. Beiden Anwendungen 
handelt es sich vor allem um Probleme der Wellenausbreitung längs zylindrischer 
Leiter sowie um Fragen der Modulation und der Anwendung der Filter. W. Hahn. 

Ma, Min-Yuan: Sur les symboles de Hankel et le caleul de J,(z) Y,.z(2) 
— Y,(2) J,+2(2). Cr. a Sci., Paris 243, 1995—1997 (1956). 

m n 


Let 02 m) =: = ; LI@ r )) ,P-+2, vn Ti > el) a 3) 
nl 


= 


(paninteger)andlet.J,(z), Y,(z) be Bessel functions offirst and second kind respectively. 
The author proves that for all values of » and a 2 ER RA) J,4p(2)] 
2% a a 
— c08 5 2) e art sin - 2‘ 1) EP KO)=0.Klp)> Sa 
T. Eweida. 

Simonart, Fernand: Sur Padjointe de l’&quation de Bessel. Acad. roy. Belgique, 
Bull. C1. Sei., V. Ser. 42, 1094—1101 (1956). 

Ds la Vall&e Poussin integrierte die Besselsche Differentialgleichung in der 
Form (1) E,w) =xy’ +2mn +N)wW +exy=0 (e= + 1) beiganzen n> —1 
durch y—= C, y, + ©, y, mit willkürlichen Festwerten O,, 0, und 


sin®& 


(2) yı = (Da )°- a) (3) %=(D® I 1)r 22 Koss e 
Sin: Coi x # j 
AD ıR nn. = (D2+17r IE fürre=—|]; 


D bedeutet d/dx. Weiterhin sei e=1. Der geschlossene Ausdruck (2) stimmt, wie 
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1 
Verf. zeigt, mit der von Hermite angegebenen Lösung J7(®) = (1 — 22)% cos x 2 dz 


von (1) überein. Um (3) zu gewinnen, beweist Verf. folgenden Satz: Ist J, 
eine Lösung von E,(y) =0 und erklärt man J„+ı durch die Rücklaufsformel 
2 In+ı + 2(n +1) Jn = 0, 80 ist J, eine Lösung von (l), und es gilt ee — 
(D? +1) J, = (D? + 1)® J,. — Die Adjungierte zu (1), auf die Verf. die für (1) er- 
haltenen Ergebnisse ausdehnt, ist #,(u) = & wu" —2nuW +x u= 0; sie hängt mit 
(1) durch die Beziehung 4 = y 2?”+! zusammen, und ihr allgemeines Integral ist an 
nach (2), (3) u= (I, + I) rt}, 7, (D?+ Dr TE, 7, =D je 
L. Koschmieder. 

Steel, W. H. and Joan Y. Ward: Incomplete Bessel and Struve functions. 

Proc. Cambridge philos. Soc. 52, 431—441 (1956). 


Verff. untersuchen die Funktion 
= 1 


2v! - 

P,(x, ) = —— eizt(] — RP 1U2 di, —lszsosHt]l, 

E er! 
bzw. B! 

& 2v! ; : 

Pr, . ee er 2 0U7.008P sin? od ; 0 = & < 1, 
er | a 

0) 


für reelle x und » > — +, deren reeller Teil, mit (1/v!) («/2)” multipliziert, die unvoll- 
al 


2 \r 
ständige Bessel-Funktion Yzr643) e) | cos (xt) (1—t2)»—!/2dt, und deren imagi- 
TT E53 Zu 


närer Teil, mit dem gleichen Faktor multipliziert, die unvollständige Struve-Funktion 
1 

2 v 
YaTb +5) (2) Jsn (21) (1 — PP U? dt gibt. Es werden u.a. ihre inhomogene 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, Rekursionen, Darstellung durch Reihen mit 
den Bessel-Funktionen /,(x) und asymptotische Entwicklungen abgeleitet. Den Ab- 
schluß bilden Tafeln zu ihrer numerischen Berechnung für v = 0 und 1 im Bereiche 
x =0 (0,5) 12,5, © = — 0,1 (0,1) 1 bzw. = 0,00 (0,05) 1,00. O. Volk. 

Slater, L.J.: The real zeros of the confluent hypergeometrie funetion. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 52, 626—635 (1956). 

Die Arbeit behandelt eine Reihe von Fragen, die im Zusammenhang stehen mit 
der zahlenmäßigen Berechnung der kleinen reellen Nullstellen der konfluenten 
hypergeometrischen Funktion M(a, b; x) = ‚Fy(a;b;x) = y(x), das heißt der sog. 
Kummerschen Funktion. Es werden drei Fälle betrachtet und darin nach den Null- 
stellen der obigen Funktion hinsichtlich x, a und b gefragt. Im ersten Falle wird für 
die wahre Nullstelle «= c eine Reihenentwicklung der Form c=k—u-+a,u 
++ @u® +... angegeben. Hierin ist k eine erste Näherung der wahren Null- 
stelle x = c und u = y(k)/y'(k). Für die Koeffizienten a, bestehen Ausdrücke zu- 
nehmender Kompliziertheit, in denen die Größen a, b und k vorkommen. Eine 
ähnliche Formel wird für die kleinen Nullstellen c’ von y’(z) hergeleitet. Für die Be- 
rechnung der Nullstellen von y(x) hinsichtlich a und b läßt sich in ähnlicher Weise 
vorgehen. Nur treten jetzt gemäß der Newtonschen Methode, die der Herleitung 
aller dieser Beziehungen zugrunde liegt, in den Formeln die ersten Ableitungen der 
Funktion M nach a und 5 auf, und die Berechnung wird dadurch etwas mühseliger. 
Zwei Schaubilder zeigen die Kurven, in denen die Fläche M(a, b, x) = 0 die Ebenen 
x =1 und x = 2 schneidet. Eine Tabelle gibt die kleinste Nullstelle von M(a, b, x) 
= 0 an für die Werte a = — 0,1 (0,1) —1,0 (0,2) — 4,0 undb = 0,1 (0,1) 1,2. 

H. Buchholz. 
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ver uni Krishna Ji: On certain hypergeometrie integrals. Ganita 7, 13—28 
Verf. gibt für sämtliche 14 Lauricellaschen hypergeometrischen Funktionen 

mit drei Veränderlichen (vgl. Sh. Saran, dies. Zbl. 58, 296) mittels Anwendung 

ee Differentiation und Teilintegration Integralrelationen der folgen- 
en Art: 


I) Fon =) I) I — 9) Tw;) Ilys — 9) 
! Ton) F) 7%.) - ; = -F, (&, ßı; Ps; ß3; Yı> Ya Y3> 7% Y: z) 


re 
— f if ik sl (1 — sy mıl pe—1 (1 — tan yn-1 (1 — un 
000 


-F, (&, Bı> Ba Ba; Yı1, Ya, V3;5 sx, ty, u2)dsdidu, 
wo 2|+|y|+l2|<1 0<R,,<NRy,x=1,2,38. O. Volk. 


Funktionentheorie: 


Ibragimov, I.I.: Über die quadratische Annäherung im Mittel der Funktionen 
einer komplexen Veränderlichen in unendlichen Gebieten mittels ganzer Funktionen 
endlichen Grades. Uspechi mat. Nauk 11, Nr. 5 (71), 50—56 (1956) [Russisch]. 

Let D be an infinite simply connected plane domain and Gr the part of D con- 
tained in the circle |2|<’ R. A function f(z) belongs to the class L,(D), if 


I\fllzy.o = lim {d \/(z))P da iss ©, 
Ro @R 


The quantity AR(f, D) = nl \f(z) — 9,(2)|P de u is called the best aproxi- 

END 
mation of the function /(z) e L,(D); g,(z) is an entire function of the degree». The 
necessary and sufficient condition for the best approximation of f(z2)e L,(D) by the 
entire function 8,(z) is given. Let w,(f;ö) = sup {1 f(x + h) — fe)? dx aylı®, 

n<olD, 

where D, is a domain such that the points 2,2 +h, |h|<ö belong to D, be the 
generalized modulus of continuity of f(z2). The author gives some inequalities between 
@,(f;6) and A®(f; D); this result is similar to S.N. Bernstein’s theorem on the 


uniform approximation of the real valued function fx), -— m <x<mx, by the 
entire functions of finite degree (this Zbl. 56, 60). J. Görski. 


Kakehashi, Tetsujiro: On interpolations of analytie funetions. I: Prelimi- 
naries. II: Fundamental results. Proc. Japan Acad. 32, 707—712; 713—718 (1956). 
I. Verf. hat in einer früheren Arbeit (s. dies. Zbl. 67, 49) folgenden Satz bewiesen: 


+ rn 
Ist f(z) inr<|z|< o regulär und eindeutig, so gilt (1) /@)= % @, 42) , worin 


(2) A,=1 fürn so, ,>0 für n>0 und lim cn =:1, ferner (3) ‚lim la,=1 


und lim eu & \ Hieran schließt Verf. folgende Hilfssätze an. ff(z) sei eine 


n>@ 


eindeutige und reguläre Funktion, welche die Eigenschaften (1), (2) und (3) besitzt. 
Ist p(z) eine auf(,:|2| = eindeutige, analytische und von Null verschiedene 


oo n ei 

Funktion und setzt man fx) g@) = 3 2) “so eoilt, 0 ‚an Bl 0 
N= — DO S —o 

{o,(@)}(n=1,2,3,...) sei eine Folge von Funktionen, welche auf einer abge- 


schlossenen Punktmenge @ eindeutig und analytisch sind und daselbst gleichmäßig 
nach Null konvergieren. Sind die Punkte von (, innere Punkte von @ und setzt 
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DW) 


a N . . ‘m > . . 
man (4) f(z) 9,.() = 2 9) ‚ so gilt on FR —0. Ist schließlich {o,(z)} 
(n =1,2,3,...) eine Folge von Funktionen, welche auf C, eindeutig und ana- 


gieren, welche auf C, keine Nullstelle besitzt, so ist mit (4) 0 < lim ee 
Nn—& 


II. Verf. beweist mit Hilfe der in I erhaltenen Hilfssätze eine Verallgemeinerung 
des von ihm in seiner Arbeit (s. oben) erhaltenen Theorems. D sei eine be- 
schränkte und abgeschlossene Punktmenge, deren Komplementärmenge K in 
Bezug auf die abgeschlossene z-Ebene zusammenhängend ist und eine Greensche 
Funktion mit einem Pol im Unendlichen besitzt. w = ®(z) bilde K so auf 
|w|>1 ab, daß die uneigentlichen Punkte der z- und w-Ebene einander ent- 
sprechen. /', sei die_ durch |w|=o>1 in der z-Ebene festgelegte Niveau- 


linie. Die Punktfolge*P: {z{9, 2P,...,2®}!(n =1,2,3,...) bestehe aus Punkten 
von D und habe außerdem die Eigenschaft, daß die Funktionenfolge W,„(z)/A” w” 
n ee „RM 


= Me: ir (n=1,2,3,...) auf jeder abgeschlossenen Punktmenge, die aus 
v=1I < 


Punkten von |w| > 1 besteht, gleichmäßig gegen eine eindeutige, analytische und 
nicht verschwindende Funktion /(w) konvergiert, wobei A die Kapazität von D 
bedeutet. f(z) sei eine eindeutige Funktion, welche im Innern von /",, aber nicht mehr 
auf I, analytisch ist. {P,(2;f}}(n =1,2,3,...) bezeichne die durch 

1 W —W 


nr) n+1(2) 
et we 2) W Fa u re 


gegebene Polynomfolge und es werde R,„(z; f) = f(z) — P.(z; f) gesetzt. Dann kon- 
vergiert {P,(z;f)}} (n =1,2,3, ...) auf jeder abgeschlossenen Punktmenge aus dem 
Innern von /", gleichmäßig gegen f(z) und divergiert für jeden äußeren Punkt 


von I). Überdies gilt lim | R,(z; f)|!r SA |w| = |®(z)| < eo und 
n>» 


e 
lim | P,(z; ft" el für 1<o<|w|=|®(z)|. Als Beispiele zum voranstehen- 
n> © 


den Theorem betrachtet Verf. folgende beiden Fälle: 1) Die Punktmenge P wird von 
den Nullstellen der auf |z| =1 orthonormalen Polynomfolge gebildet, welche zu 
einer Gewichtsfunktion u(#) gehört, die in —n <d <r eindeutig, nicht negativ 


+n +r 
und meßbar ist und für welche ferner (1) f «(9)d6>0 und (2) f[ |log u(9)| dO 


existiert. Dabei ist f{z) eine eindeutige Funktion, welche sich im Innern von (,: 
|2|=0e> 1, aber nicht auf O, analytisch verhält. 2) f(z) sei eine innerhalb der Ellipse 
0,: 0> 1 mit den Brennpunkten + 1 und den Halbachsen + (0+ 0!) und + (o— 07!) 
aber nicht mehr auf C,, eindeutige und analytische Funktion. Die Punktmenge P 
wird von den Nullstellen der aut — 1 <x < + 1 orthonormalen Polynomfolge ge- 
bildet, welche zu einer Gewichtsfunktion w(x) gehört, die auf — 1 <x<1 nicht 
negativ und meßbar ist und außerdem die Eigenschaften hat, daß für u(6) 
— w (cos 0) sin 6], die Ungleichung (1) gilt und das Integral (2) existiert. 
E. Lammel. 

Dvoretzky, A. and P. Erdös: On power series diverging everywhere on the 
eirele of eonvergence. Michigan math. J. 3, 31—35 (1956). 

Es handelt sich um den Ideenkreis des bekannten Luzinschen Beispiels einer 


überall auf |2| = 1 divergenten Potenzreihe (1) $ a, 2”, die der Bedingung (2) a,— 0 
D 
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für n— oo genügt. Satz1:Seifb,!(n =0,1,...) eine Folge komplexer Zahlen mit 
|d.| > |b„+1| und 2 |d.?= ®; dann gibt es eine überall auf 2| =1 divergente 


Reihe (1), so daß (3) für jedesn =0,1,... entweder a, = b, oder 0, = (list, Kon- 
struktiver Beweis. Anwendung: F. Herzog (dies. Zbl. 58, 60) gab ein Beispiel einer 
Luzinschen Potenzreihe, bei der «,>0 und statt (2) sogar a, = O(n- 13) gilt; 
Satz 1 ermöglicht derartige Beispiele, bei denen sogar z.B. 0 <a,< (n log n)—- 12 
(n=3,4,...) ist. Verschiedene Zusätze; z.B. ist Ausdehnung von Satz 1 auf ge- 
wisse Klassen von Dirichlet-Reihen und Laplace-Integralen möglich. Ähnlich wie 
Satz 1, sogar einfacher, wird bewiesen Satz 2: Sei {b,} eine Folge komplexer Zahlen 


[0 2) 

mit % |b,| = x; dann gibt es eine Potenzreihe (1), welche (3) erfüllt und auf einer 
0 

Restmenge (Komplement einer Menge erster Kategorie) von |z| = 1 divergiert. 


W. Meyer-König. 


Vijayaraghavan, T. and K. Padmavally: On a question of J. M. Whittaker. 
Proc. nat. Inst. Sci. India, Part A 22, 1—6 (1956). 

The authors show that there exists a function of the form g(e*), where g is an 
entire function, having an infinite number of vanishing Taylor coeffieients. Thus 
the following question of Whittaker (this Zbl. 56, 294) has been answered affirma- 


tively: Can the function F(z) = $) a,f(nz), where f(z) is an entire function, vanish 
0 


identically except in the case where f(z) is rational. A.J. Lohwater. 


Andreoli, Giulio: Sulla polidromia di funzioni assegnate con espressioni arit- 
metiche e sul teorema di Volterra-Poincare. Ricerca, Rivista Mat. pur. appl., II. Ser. 
7, Nr. 1, 32—42 (1956). 

La famille denombrable des determinations d’une fonction analytique en un 
point donn& peut avoir une famille non denombrable d’el&ments adherents: on en 
donne 2 exemples tres simples. M. Herve. 


Beatty, S.: Differenee methods in the theory of local order bases and their 
equivalent normalized funetion bases. Trans. roy. Soc. Canada, Sect. III, III. Ser. 
50, 1—11 (1956). 


n 
Es sei F = u" + N F,(z) W“” ein von mehrfachen Faktoren freies Polynom 
1 


in u,z mit komplexen 'Zahlkoeffizienten. Die zu F —=0 gehörende Riemannsche 
Fläche über der z-Ebene habe über z=0 die Punkte p,, P5,...,P,. Ist dann 
npPe...pr ein Divisor, so nennt Verf. (7, 7, ...,7,) eine lokale Ordnungsbasis 
und betrachtet den Modul A(r) der rationalen Funktionen von u, z, die an den Stellen 
u | 
p,; eine Ordnung > r;haben. W, = 3 a,,) wW @=0,1,...,n—|1) mit |a,|=0 
N) n i 
seien Elemente einer Basis des Moduls R(W) der Funktionen $ J; W,; (J; sind ra- 
i=0 
tionale Funktionen von z, die bei z = 0 Ordnungen > 0 haben). Eine solche Basis 
in 1\%; 
nennt Verf. normalisiert, wenn die Funktionen W, den Grad i in w und Br “als 
Koeffizienten von wi haben. Eine lokale Ordnungsbasis (7) und eine Funktionenbasis 
(W) heißen äquivalent, wenn die Moduln R(r) und R(W) übereinstimmen. Verf. 
zeigt, daß es zu jeder lokalen Ordnungsbasis eine äquivalente normalisierte Funk- 
tionenbasis gibt und untersucht dann, wie die normalisierte Funktionenbasis abge- 
ändert werden muß, wenn in der lokalen Ordnungsbasis ein 7; durch 7; +1 oder 


7 — 1 ersetzt wird. W. Engel. 
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Sumner, D. B.: A generalized averaging operator. Canadian J. Math. 8, 437 
— 446 (1956). u 

f(x) sei eine ganze Funktion. Der für die feste Spanne h == 0 definierte Mittel- 
wert 7fle) = 4 [f@ +) + 1@)] erbringt mit 71/2) =V/fle), Ve) = PP f@)] 
die für alle natürlichen Zahlen M =1,2,... definierten Operatoren rt Mit dem 
die einmalige Differentiation charakterisierenden Operator D hat man die Taylor- 
entwicklung fz+Ah)=(1+hDj1!+ A2D2j2!+--.)/@)=exp (hD) fe) und 
folglich Vf(z) = \ [1 + exp (k DJ] f(), allgemein: VYM=2-4 [1 + exp (kD)” 
(M =1,2,...). M sei als ‚Index‘ des Mittelwertes bezeichnet. Das Problem ist 
nun, die bei der Definition zugrunde gelegte Einschränkung auf natürliche Indizes 
fallen zu lassen und eine Definition des Mittels für beliebige positive Indizes m ZU 
geben, die für ganzzahlige m = M mit der eben angegebenen Definition identisch ist. 
Es bietet sich unmittelbar Vr =2” [1 + exp (h D)]” an oder, falls M—l<msM 
ist: V® = [1 + exp (h D)M +1/2m [| +exp(hD)P (mit 1<u=M+1—m<2). 
Bekanntlich gilt für positives «: 


wobei 0 <c<«a und E(a,w) = T(e)/T(w) I (« — w). Hiermit findet man die Dar- 
stellung 


M+1 RD 
l — h_Dw)d 
UV f2) = BR 12 Fe | exp (phD) | = \ ; ren 121% 
C— io 


Es gilt V* [VP f@)] =V%+Pf(z). Auch für negative m kommt die Definition zum 
Tragen. Wegen weiterer, u.a. auch auf die Ordnung von f(z) bezogener Sätze und 
auf die Verbindung mit Nörlundschen Hauptlösungen muß auf die Arbeit verwiesen 
werden. H. Töpfer. 

Lehmer, D. H.: Extended computation of the Riemann zeta-funetion. Mathe- 
matika, London 3, 102—108 (1956). 

In einer früheren Arbeit (vgl. dies. Zbl. 71, 66) war über die ersten 10000 Null- 
stellen von (+7) mit o = 1/2 berichtet worden, insbesondere auch über die Tat- 
sache, daß in etwa 800 Fällen die Wurzeln nicht im Gramschen Intervall Z, mit 
Wm<ZT<T„;ı liegen. Die Untersuchungen wurden inzwischen bis zu den ersten 25000 
Nullstellen ausgedehnt, die alle den Realteil o = 1/2 aufweisen. Nach Einführung 
eines erweiterten Gramschen Intervalls J} mit „14 <T<<T, 15,4 zeigte sich, daß die 
meisten der ersten 800 Abweichungen in I} liegen. Bei den weiteren 15000 Gramschen 
Intervallen wurden die Nullstellen, die in [7,174 7„] (Fall A) bzw. in [7„;1, Tn+5/4] 
(Fall B) bzw. außerhalb 77, (Fall C) liegen, gezählt. Für je 1000 der 15 Serien ergaben 
sich im Mittel A: 45, B: 46, C: 11. — In der Arbeit werden die Formeln und Bezie- 
hungen angegeben, die zur Berechnung auf der elektronischen Rechenanlage SWAC 
(National Bureau of Standards) herangezogen wurden. Im allgemeinen konnte mit 
der Riemann-Siegelschen asymptotischen Entwicklung gearbeitet werden. In Aus- 
nahmefällen — deren Häufigkeit mit zunehmendem 7 keineswegs abnimmt — sind 
genauere Formeln notwendig. Die ersten vier Glieder einer asymptotischen Formel, 
die in dem in Frage kommenden Bereich mit hoher Genauigkeit arbeitet, werden mit- 
geteilt. H. Unger. 

Mikoläs, Miklös: Mellinsche Transformation und Orthogonalität bei Ss, u). 
Verallgemeinerung der Riemannschen Funktionalgleichung von Ss). Acta Sci. 
math. 17, 143—164 (1956). 

Zunächst wird gezeigt, daß die Hurwitzsche Zetafunktion &(s, u) im Intervall 
0<u<lfürs=1 eine stetige Funktion von v ist. Für v = 0 sind mits= co + it 
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| die drei Fälle o<0,o =0 und o>0 zu unterscheiden. Untersucht wird dann 


=£(s, u) für Oo <u<1lundiöls,u+1)= &(s, u) für u>0. Diese existiert für o<1, 
|max{0,0}<x<1l, ist aber nicht absolut konvergent und es gilt: Ms, 2) 
| =2(2n) 1 I (2) I(1—s) sin -n(s+ 2) &(2—s-+1). Schreibt man diese Beziehung 
um für M(1— s, z), so erhält man eine Verallgemeinerung der bekannten Riemann- 
| schen Funktionalgleichung von £(s). Für 0<o< , 0 << Lo tr2< Tist die 
| Symmetriebedingung M(1— s,2) =M(1—z,s) erfüllt. Die Umkehrung der 
' Mellinschen Transformation kann nicht ohne weiteres durchgeführt werden. Es 
i gelingt aber unter Verwendung der Residuenrechnung für £*(s, u) = &(s, u) — u 
Imt0<u<1l0<o<1l,0<a< min {o, 1 — o}folgende Darstellung anzugeben: 
ati 
lu), _ N (280) I) cos nis —z)Es+ 2) dz. 
S—ı@© 


| Für x > 0, x + max 10,0} <1 läßt sich M(s, 1 — z) als Integral über das Produkt 


| 1 
zweier Zetafunktionen schreiben: Ms, 1 — 2) = [C(s, u) &(z, u) du (entsprechende 
| Ö 


Formel für M(z, 1—s) unter Vertauschung der Voraussetzungen). Schließlich wird 
| dann in Verallgemeinerung gewisser Eigenschaften der Bernoullischen Polynome das 
1 
Bestehen der Orthogonalitätsrelation [ &(s, u) (2, u) du = 0 gezeigt, wenn s und Z 
0) 
sich um eine ungerade Zahl unterscheiden. H. Unger. 

e Privalov (Priwalow), I. I.: Randeigenschaften analytischer Funktionen. 
2. unter Redaktion von A. I. Markusevi@ (Markuschewitsch) überarbeitete und er- 
gänzte Aufl. (Hochschulbücher für Mathematik. Bd. 25.) Berlin: VEB Deutscher 
Verlag der Wissenschaften 1956. VIII, 247 S. mit 10 Abb. Ln. DM 29,60. 

The author’s first book on boundary behaviour was published in 1941, and the 
present volume is altranslation of the second edition which appeared in 1950 (this 
Zbl. 45, 347). The second edition was prepared by A. I. MarkuSevi& and members 
of his seminar, notably Davidov, Tumarkin, Fridman und Chavinson, and 
contains results of their own which they felt Privalov would have included in a 
second edition, had he lived to revise the first. The present volume, as modified, 
serves as an introduction to the traditional study of the boundary behaviour of 
analytic and harmonie functions. There are two introductory chapters stating 
explieitly, but without proofs, the body of theorems presumed to be known to the 
reader in the theory of real and complex variables. The book is then divided into 
four main chapters, the first of which is devoted to the classical boundary behaviour 
of harmonic and bounded analytie functions. Here we have a discussion of the 
Poisson-Stieltjes and Poisson-Lebesgue integral representations of harmonie func- 
tions, the theorems of Fatou-and Riesz for bounded analytie functions, together 
‚with some applications of these theorems. The second chapter treats the boundary 
behaviour of some special classes of functions analytic in the unit circle; the prin- 
cipal classes are the bounded analytie functions, functions of bounded characteristic 
and the class H, comprised of functions for which 

2n 


lim „I | Moe’)Pa9 (6> 0) 
e—1” 


exists. The possible representations of an analytic function by means of the Cauchy, 
Poisson, Poisson-Stieltjes, and Cauchy-Stieltjes integrals are discussed, and the 
theorems of Smirnov, Riesz, and Fichtenholz are proved; these discussions 
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lead to integral representations for functions of the above classes. A generalized form 
ofthe theorem of Khintchine and Ostrowski, due to Tumarkin, is proved, and 
the chapter closes with some problems concerning the Taylor coefficients of these 
classes. The third chapter is concerned with the boundary properties of a function | 
analytic in a domain with rectifiable boundary and with the Cauchy-Stieltjes repre- , 
sentation of such a function; here the results of Smirnov and Lavrentiev‘ 
and Keldy$ are featured. The fourth and final chapter deals with uniqueness, 
questions and begins with a discussion of the prineiple of harmonic measure. The 
uniqueness theorems of Luzin and Privalov are presented along with the theorem | 
of Plessner, and the classical examples of Luzin and Privalov exhibiting extrems 
types of pathology complete the chapter. A.J. Lohwater. 


Rahman, Q.I.: On means of entire funetions. Quart. J. Math., Oxford II. Ser., 
7, 192—195 (1956). | 


Let f(z) be an entire function of order og and lower order A, and let, for 6 > (,, 


27 | 

>00, ur) = | ir 9) ad, m.) — 2. | Us(z) x“dx. It is shown that,,, 
z r 

0 [0) H 

== 1/logr 

asr— ©, lim g,.(r) =e, lim g,,.(r) =e, where ,,= En 3 . Theresul&; 

Mo, rt 

was previously known forrö =2,x =1 (8.M. Shah, this Zbl. 44, 80). | 

W. W. Rogosinski. 

Abe, Hitoshi: A note on subordination. J. Gakugei Tokushima Univ. natur. 

Sci. Math. 7, 47—51 (1956). | 

Eine im Kreise |2| < 1 reguläre Funktion sei dadurch eingeschränkt, daß sie» 

einen oder mehrere Werte nicht annimmt, und es wird untersucht, welchen Einfluß) 

die gegebene Einschränkung auf das Maximum des absoluten Betrags der Funktion ı 

und auf den ersten Koeffizienten der Potenzreihe der Funktion hat. Es werden meh-. 

rere Theoreme dargestellt, welche systematisch mit Hilfe des Lindelöfscheni\ 

Prinzips bewiesen werden. Es seien hier die folgenden drei erwähnt: Es seii 


fe) =%,2P?+:--- im Kreise |2|<1 regulär undf=0 nur im Punkte z=(.\ 


Q(z) sei=J (m log 2 ‚ wo J(z) die elliptische die Modulfunktion ist, und r= |z|<1.. 


Wenn nun f(z) einen Wert x ausläßt, so gilt |a,| < 16 |«|, |/(@)| < |x| Q(— r?); wenn 
zwei Werte, und — x ausgelassen werden, so gilt |a,|<4 |«|, |jf(e)| < | Q!/2 (— r?P);; 
und wenn die Wertmenge —oo <w<—- ausgelassen wird, so gilt |a,|<1,, 
If@)!<rı(1—rP)?. Alle Schranken sind scharf. Y. Juve. 


Shah, S. M. and S.K. Singh: On the derivative of a meromorphie function ı 
with maximum defect. Math. Z. 65, 171—174 (1956). 

Es sei f(z) eine meromorphe Funktion endlicher Ordnung und 7(r, f) ihre» 
Charakteristik. Ein klassisches Ergebnis von R.Nevanlinna gibt eine obere: 


T(r,f) 


Grenze für lim sup 


In dieser Arbeit beweisen die Verff. folgenden Satz: 


Wenn la = © (i a IR ) r Rn N (sel) 3 
; — Ar oo) | AP, = 1 — lim inf Zy > 80 gilt, 
en > ’ 
A(f',0) lim inf 76) = 2 ö(a;) und R 
AF, 2 — ua) — I} 2 {1 + A, —F,0)} I da,). 
(eo) 1 
Im besonderen wird der Fall 2 ö(a;) = 2 betrachtet. C. Andreian Cazacu. 


Mikhail, M.N.: On the «-values of the random meromorphie function. Nederl.. 
Akad. Wet., Proc., Ser. A 59, 170—180 (1956). 

Hier handelt es sich um eine Weiterführung der Untersuchungen von J. E.. 
Littlewood und A.C. Offord (dies. Zbl. 60, 219; 34, 343) und ihre Über-. 
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\tragung auf ‚random-meromorphe Funktionen.“ Als solche wird eine Funk- 
tion g@) von der Form g(z,t) = bi(z, t)/c(z, t) bezeichnet, wobei b(2z,t) und 
c(2, t) „random-ganze Funktionen von endlicher Ordnung o, bzw. 0. Sind und 
‚0 <&<olendlih) O<e,.<e, 5&,t)= I by roll) 2r, c(z,t)= N c, T2n+1(0) 2°. 


'7„(t) ist eine Rademacher-Funktion mit „random“ Charakter. Der Verf. beweist, 
‚daß die Verteilung der a-Werte fast aller dieser Funktionen g Regularitäts-Eigen- 
| schaften besitzt. Er wird u. a. gezeigt, daß die Anzahl der a-Stellen fast aller solcher 
| Funktionen in engem Zusammenhang steht mit der Anzahl der Nullstellen und Pole 
| im gegebenen Kreis. Die Frage der ‚‚pits‘‘ im Sinne von Littlewood und Offord 
‘soll vom Verf. in einer weiteren Untersuchung behandelt werden. W. Saxer. 
Collingwood, Edward F. et Arthur J. Lohwater: Inegalit6s relatives aux 
defauts d’une fonetion meromorphe dans le eerele-unite. ©. r. Acad. Sci., Paris 242, 
& 1255—1257 (1956). 
Die in |z|< 1 meromorphe Funktion w = f(z) habe eine unbeschränkte Cha- 
‚rakteristik 7’(r, f). Die Menge /',(f) besteht aus allen Zielwerten mit Zielwegen z(t), 
I0<t<.[l, für welche lim z(t) = ei? existiert. Die Verff. arbeiten mit der Annahme, 


J daß die Kapazität von /',(f) Null ist, und geben zwei Sätze ohne Beweis an. Diese 
) enthalten Aussagen über die Struktur der durch | f(z2) — a| < o(r) bzw. |f(z)| < oX(r) 
festgelegten Gebiete und obere Schranken für die Defekte ö(a), A(a). 


H. Wittich. 

Kufarev, P.P. und N.V. Semuchina (Semukhina): On extension of Golusin’s 
variation method to biconnected regions. Doklady Akad. Nauk SSSR 107, 505—507 
(1956) [Russisch]. 

Hi Die Verf. teilen ohne Beweis zwei Sätze mit, welche die von Goluzin (Vgl. dies. 
 Zbl. 44, 305) für die in einfach zusammenhängenden Gebieten schlichten Funktionen 
| entwickelte Variationsmethode auf die in einer Kreisscheibe schlichten Funktionen 
iı ausdehnen. L. Ilieff. 
j Kufarev, P.P.: On a certain method of investigation of extremum problems 
in the theory of schlicht funetions. Doklady Akad. Nauk SSSR 107, 633—635 (1956) 
| [Russisch]. 
| Indem Verf. eine die Löwnersche Methode und die Variationsmethode (Vergl. 
\ı Goluzin, dies. Zbl. 44, 305) vereinheitlichende Methode entwickelt, findet er das 
| Extremum von Re [e‘? log y’ (w,)], Re [e‘? y(w,)] und Re [e'? y’(w,)] bei festen 9 und 
| 00 |®o| < 1, für die Funktionen der Klasse z = y(w), y(0) = 0, y’(0) = 1, die inner- 
| halb des Kreises |»| < 1 schlicht und regulär sind. L. Ilieff. 
Nevanlinna, R.: Sur la d6formation dans la theorie delarepresentation conforme. 
-J. Math. pur. appl., IX. Ser. 35, 109—114 (1956). 
| Der Verf. beweist eine Ungleichung bei einer konformen Abbildung, die den Ahl- 
_ forsschen Verzerrungssatz verallgemeinert. Der Beweis wird mittels der Schwarz- 
schen Ungleichung und einer hilfreichen quasikonformen Abbildung durchgeführt. 
O©. Constantinescu. 
Parreau, Michel: Fonetion earaeteristique d’une application eonforme. Ann. 
Fac. Sci. Univ. Toulouse, IV. Ser. 19 (69), 175—190 (1956). 

The author gives proofs of results announced earlier (this Zbl. 66, 58) concerning 
certain extensions of the Nevanlinna characteristic function 7‘r, f) of a conformal 
mapping between two Riemann surfaces having Green’s functions. The author offers 
an extension of Lindelöf’s formula and establishes analogues of various classical pro- 
H perties: Nevanlinna’s first main theorem, Frostman’s theorem concerning defective 

values, existence of radial limits, etc. [Reviewer’s remark: The concept of the 

function class Bl, attributed toM. Heins (this Zbl. 65, 311) has been used extensively 
since its introduction by Frostman and Seidel 25 years ago; for an extensive 
_ bibliography, see K. Noshiro, this Zbl. 41, 398]. A.J. Lohwater. 
5* 
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Gaier, Dieter: Über die konforme Abbildung veränderlicher Gebiete. Math. Z. | 
64, 385—424 (1956). 

In der vorliegenden Untersuchung über konforme Abbildung veränderlicher 
Gebiete werden zwei Probleme behandelt a) G, sei eine Folge endlicher, einfach 
zusammenhängender Gebiete der w-Ebene, die alle w = 0 enthalten. w = (2); 
f„(0) = 0 und f,(0) > 0, bilde |z| < 1 konform in G, ab. f,(z) bilde |z| < lin @, ab. | 
Verf. untersucht, über einen Satz von Carath&odory hinausgehend. wann (2) 
in |z| < 1 gleichmäßig gegen f,(2) konvergiert. Das ist, wenn @G, beschränkt ist und | 

ur erreichbare Randpunkte hat, genau dann der Fall, wenn neben 6,—> 6, eine, 

ewisse Glattheitsbedingung für die Ränder /', von @,, erfüllt ist. Beide Bedingungen 

nnen mit Hilfe der Frechet-Entfernung d, (I, I,) zwischen I’, und /', durch die 
Bedingung lim d,(T\„, I) = 0 ersetzt werden. Weitere Approximationssätze werden 


für die Normen L,(r,2) = Sf |n— fh? |d2| und F,(r, p) = N In —fPdedy 
Air z|<r 


0<r<lundp >-0(, hergeleitet. b) w — f,(z) bilde das einfach zusammenhängende | 
Gebiet G, der z-Ebene, z = 0 € G,, normiert und konform in |w| < 1 ab. Bei der 
Untersuchung der Folge { f,(z)} trittin der Tatsache, daß kein gemeinsames Existenz. 
gebiet vorhanden zu sein braucht, eine Schwierigkeit auf, der durch Definition einer 
passenden stetigen Konvergenz begegnet wird. Im Fall G,< @, wird die gleich- 
mäßige Konvergenz f„(z)> f,(z) untersucht. Für beschränktes G, ist dann 6, — 6, 
notwendig und hinreichend dafür, daß die Folge {f„(z)} in @, gleichmäßig gegen | 
/o(z) konvergiert. H. Wittich. 


Gaier, Dieter: Über ein Iterationsverfahren von Komatu zur konformen Ab- 
bildung von Ringgebieten. Z. angew. Math. Mech. 36, 252—253 (1956). 

Ref. (dies. Zbl. 60, 236) hat ein Iterationsverfahren angegeben, um die Existenz 
der kanonischen konformen Abbildung eines von zwei Jordankurven berandeten 
Ringgebiets auf einen Kreisring zu beweisen. Verf. teilt ohne ausführlichen Beweis 
eine explizite Fehlerabschätzung für die Konvergenzgeschwindigkeit der Näherungs- 
folge mit, woraus insbesondere folgt, daß die Konvergenz sogar im ganzen Gebiet 
gleichmäßig ist. Y. Komatu. 

Oikawa, Kötaro: A supplement to “Notes on conformal mappings of a Riemann 
surface onto itself”. Ködai math. Sem. Reports 8, 115—116 (1956). 

Let W be a finite Riemann surface having k boundary components and N(g, k) 
the order of the group ©. It is shown that W is continuable to a closed Rieman sur- 


face W* with k distinguished points 7}, P3 - - . , ?, on it, while each element of © 
is continuable to a conformal mapping of W* — {9,,P3,....., ?,} onto itself. This 
implies that N(g, k)< N’'(g, k) which, if compared with N’(g, k)< N(g, k) (cf. this 
Zbl. 72, 77), yields N(g,k) = N’(g, k). C. Ulugay. 


Piluger, A.: Über die Riemannsche Periodenrelation auf transzendenten 
hyperelliptischen Flächen. Commentarii math. Helvet. 30, 98—106 (1956). 

Auf der positiv reellen Achse der z-Ebene werden unendlich viele Schlitze J, 
angebracht, die sich nur im Unendlichen häufen. Zwei Exemplare S’ und S’’ dieses 
Schlitzgebietes S, werden längs der Schlitze J, kreuzweise verheftet. Diese zwei- 
blättrige Überlagerungsfläche F der z-Ebene ist von unendlichem Geschlecht und 
nullberandet. Verf. zeigt, daß auf F ein Schnittsystem so bestimmt werden kann, 
daß die Riemannsche Periodenrelation gilt. Die Symmetrie der Fläche ermöglicht 
es, den Satz auf eine entsprechende Aussage im Schlitzgebiet S, zurückzuführen. 
Zum Beweis werden Eigenschaften der Extremallänge herangezogen. H. Wittich. 


Pfluger, Albert: Ein alternierendes Verfahren auf Riemannschen Flächen. 
Commentarii math. Helvet. 30, 265—274 (1956). 


Die Theorie der Abelschen Integrale auf einer geschlossenen Riemannschen 
Fläche R erfordert die Behandlung der Aufgabe: Zu einer orientierten nicht zerlegen- 
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& den Jordankurve /’auf R ist eine im Gebiet R— 7 eindeutige harmonische Funk- 
| tion u gesucht, die auf R unbegrenzt harmonisch fortgesetzt werden kann und dabei 
| längs jedes geschlossenen Weges I”, der in R— I das linke mit dem rechten Ufer 


von /' verbindet, die Periode 1 hat. In einem Briefan F. Kleinhat H. A.S chwarz 


‘ zur direkten Konstruktion von u ein alternierendes Verfahren vorgeschlagen, das 


‚vom Verf., angeregt durch eine Züricher Dissertation von A. Steiner, aufgegriffen 
wird. Die bei H. A. Schwarz auftretenden Konvergenzschwierigkeiten werden durch 
' Einführung der Metrik D,(u, v), erklärt durch D,(u, v) = SSwv + u, v,) da dy, 
E 


überwunden. Die Konvergenz des Neumannschen alternierenden Verfahrens läßt 
sich mit der gleichen Methode beweisen. H. Wittich. 


Wirth, Eva Maria: Über die Bestimmung des Typus einer Riemannschen Fläche. 
Commentarii math. Helvet. 31, 90—107 (1956). 
We take the strip 8,:0<2z<x,0<y<linthez=x-iy plane and 
identify the boundary half lines by x <—> x + f(x) + i, where a real-valued function 
/(z) is chosen such that it gives a one-to-one piecewise analytic mapping of y = 0 
onto y=1,2>0. The author proves that the doubly-connected Riemann surface 
thus obtained is mapped onto a finite ring domain by a function = w(z) if (1) f(x) 


[ee] 
d& 


T+ fe) < oo, (3) the number of the 


is an increasing function of x > 0, (2) | 


ö 
points at which the w-image of the real axis cuts (in author’s sense) the circle |v| = o 
"is uniformly bounded. This theorem is compared with a result of Volkovyskij 


(this Zbl. 60, 232). M. Ohtsuka. 


Shibata, K@ichi: Remarks on the sequence of quasi-conformal mappings. Proc. 


‚ Japan Acad. 32, 665—670 (1956). 


Untersuchung der Zusammenhänge zwischen den beiden Definitionen der K- 


, quasikonformen Abbildungen: (a) (Grötzsch) Topologische, stetig differenzierbare 
Abbildung mit beschränktem Dilatationsquotienten D(z)<K; (b) (Pfluger) Topolo- 


gische Abbildung mit Quasi-Invarianz des Moduls u eines beliebigen Vierecks (Jor- 


_ dan-Gebiet mit 4 ausgezeichneten Randpunkten): Ktu<w< Ku. — Die zwei 


. Hauptsätze dieser Arbeit sind folgende: (1) Seien & = 9,(2) K-quasikonforme Ab- 
bildungen nach Grötzsch von |z2|<1 auf |ö|< 1. Konvergiert die Folge 9,(2) 
gleichmäßig gegen eine Funktion o(2) in |z2| < 1, so ist £ = 9(z) eine K-quasikonforme 
Abbildung nach Pfluger von |z2|<1 auf |{|< 1. — (2) Zu einer vorgegebenen 


 K-quasikonformen Abbildung nach Pfluger &=g(z). von |2|<1 auf |Ü|<1 existiert 
stets eine Folge solcher X-quasikonformen Abbildungen nach Grötzsch £ = 9,(2), 


welche gleichmäßig gegen o(z) konvergieren. — Wesentlich werden eine japani- 


sche Arbeit von A. Mori und eine Vorlesung sowie Artikel von L. V. Ahlfors (dies. 


Zbl. 57, 65) benutzt. — Die vorliegende Arbeit deckt sich teilweise mit einem 1955 
verfaßten Artikel von A. Mori, welcher erst 1957 nach dessen Tod erschienen ist 
_ (dies. Zbl. 77, 79). — Diese Arbeit von Mori wurde von L. Bers (dies. Zbl. 77, 80) ver- 
vollständigt. J. Hersch. 
Ozawa. Mitsuru: On Grötzsch’s extremal affine mapping. Ködai math. Sem. 


Reports 8, 112—114 (1956). 
H. Grötzsch hatte die nichtkonformen Abbildungen zweier gegebenen Recht- 


_ ecke aufeinander untersucht und den Satz bewiesen, daß das Maximum des Dilata- 


tionsquotienten bei der affinen Abbildung, und nur bei dieser, minimal wird. — Hier 
wird dieser Satz aus der Tatsache hergeleitet, daß die affine Abbildung w(z) das 
kleinste Dirichletsche Integral [f (|w,?+ |wz |?) ddy besitzt. — Von der angewandten 


Methode werden wichtige Beiträge zur Theorie der quasikonformen Abbildungen 


erwartet. J. Hersch. 
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Sabat, B. V.: Über ein Analogon des Riemannschen Satzes für lineare hyper-- 
bolische Differentialgleichungssysteme. Uspechi mat. Nauk 11, Nr. 5 (71), 101—1055 
(1956) [Russisch]. Br % | 

Lavrent’ev (this Zbl. 14, 319), Sapiro and Sabat have proved that the: 
known Riemann theorem concerning the conformal mapping can be generalized! 
without essential changes to any elliptic system of the form v,—a(x, Y) u, + b(x, Y) U,,, 
— 0, = d(x, Y) U, + c(@, y) u, ac—+(b +d)?> 0. In this paper the author con-. 
siders the mapping u = u(z, y), v=v(x, y), where u, v are solutions of the hyperbolie! 
system (1) v,=a(2; Y) U, + b(x, Y) U,, 9 —d(®, Y) U+ Cl, Y) U, @ ce+7(d—d? > & 
If a, b, c, d are constant then there exists the affine nondegenerate transforma-- 
tion, which transforms (1) into (2) u, = v,, U, = d,. Let fz) =u +iv be a solu-- 
tion of (2) in a domain D such that |u,| = |v,| for (x, y) € D; the mapping w = fa) 
is called the ““conformal’”’ mapping. The author gives without proof several pro-- 
perties concerning the “conformal” maps, for example: Let D be a domain witä 
boundary I,:y = Yy() and 17: y = Yyılz), yo) < Yıla), | ya) < 1, — oo <a <os,, 
where |y;(x)| = 1 holds only at isolated points. If the boundary of D is not asymp-- 
totic to the characteristics of system (2) then there exist an infinity of maps which 
transforms “‘conformally” D onto the domain 1:0 <v<1. The author indicates; 
the possibility of generalization ofthis results to the case of a system (1) with variable) 
coefficients. J. Görski. 

Agrusti, Giovanni: Su aleune proprieta delle derivate parziali prime destre e) 
sinistre dei raggi assoeiati di convergenza di una serie di potenze ad n variabili com-= 
plesse. Giorn. Mat. Battaglini 84 (V. Ser. 4), 69—73 (1956). 

Es werden n(n — 1) (n— 2) Relationen für die assoziierten Konvergenzradien ı 
einer komplexen Potenzreihe 3 @,,...,, 21’ - - - 27" gegeben. Verf. zitiert nur seinen\ 
in dies. Zbl. 67,48 besprochenen Artikel, und in diesem wiederum ist nur eine alte» 
Arbeit von Faber, Math. Ann. 61, 289—324 (1905) zitiert. Es ist seitdem zu dieser ' 
Frage eine reichhaltige und erschöpfende Literatur erschienen. 

H.J. Bremermann. 

Arens, Richard: Cauchy integral for funetions of several variables. Töhoku. 
math. J., II. Ser. 8, 268—272 (1956). | 

On donne dans CO? un polyedre analytique ®, ensemble, suppos&e compact, des | 
points z d’un ouvert A verifiant P,@)eF,W=1,...,n), ou les P; sont des fonc- . 
tions holomorphes sur A et les F, des compacts du plan. Les ‚‚ar&tes‘ du polyedre, , 
sur lesquelles porte l’integrale d’Andr& Weil, pr&sentant en general des singu- 
larites, on &vite cette diffieulte en integrant, non plus sur ces ar&tes, mais sur celles 
d’un polyedre geomötrique K (& 4 dimensions reelles) un peu plus grand que D; d’une: 
fagon precise: 1) K contient ®; 2) K est contenu dans un polyedre analytique ouvert A 
obtenu en remplacant chaque compact F, par un ouvert D,>F;; 3) la frontiere, 
de K peut 6tre partagee en n polyedres g, (& 3 dimensions) tels que, pour chaque 
i,ze g, entraine P,(z)e D,— F,. Etant donne un point 2,€ A et une fonction f' 
holomorphe sur A, l’integrale de Weil ainsi modifiee est definie si, pour chaque 
i, P(%)€ D;— F;; elle est nulle pour 2,€ A et vaut f(z,) pour 2,€e ®. Comme; 
l’indique !’A. dans son Introduction, on trouve, dans les notes sur le S&minaire 
H.Cartan 1951—52, une autre möthode pour &viter la difficult& en question: le Ref. 
desire preeiser que cette methode n’est pas de lui, mais deH. Cartan. M. Herve. 


Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


Mitrinovitch, Dragoslav $.: Compl&ments au trait6 de Kamke. Boll. Un. mat. 
Ital., ILI. Ser. 11, 168—171 (1956). 

Die Differentialgleichung x* yP y'’’ + Ay? y’" + Ba’ = 0, in der A, B und die 
griechischen Buchstaben Konstante bezeichnen, wird durch y(®) = ek! n(&),x = e 


Tl 


in ‚eine neue Differentialgleichung transformiert, die bei gewissen Beziehungen 
i zwischen den Konstanten durch Quadraturen gelöst werden kann. E. Kamke. 


| Wintner, Aurel: Sur le ealcul des limites de Cauchy dans la thöorie des equa- 
| tions differentielles ordinaires. C. r. Acad. Sci., Paris 242, 1106-1107 (1956). 
f(z, w) seiholomorph in |z| <a, |w| < b. Bekanntlich gibt es genau eineinz = 0 
holomorphe Lösung w = wız), w(0) = 0, der Differentialgleichung dw/dz = f(z, w). 
| R(f) seider Radius des größten Kreises um u = 0, in welchem w(z) noch holomorph ist. 
\ Verf. beweist: ist F(r, s) stetigin0<r <a,0<s< bund |fz, w)| < F(|z|, |w|) für 
2|<a, |w|<b und ist s = s(r), s(0) = 0, eine Lösung von ds/dr = F(r, s) im Inter-' 
| vallO<r<- c, dann gilt R(f) > c [Ein Spezialfall dieser Aussage wurde von H. Na- 
 kano (dies. Zbl. 4, 148) bewiesen]. Der Beweis erfolgt mit Hilfe von Cauchys ‚‚caleul 
| des limites‘“. H. Röhrl. 


| Wintner, Aurel: On the prineiple of subordination in the theory of analytie 

‘ differential equations. Acta math. 96, 143—156 (1956). 

Ist f(z,w) holomorph im Dizylinder |z2|< a, |w| < 5b und dort |f(z, w)| < M 

ı (< ©), dann gibt es genau eine in z = 0 holomorphe Lösung w = w(z), w(0) = 0, der 
Differentialgleichung dw/dz = f(z, w). Für den Konvergenzradius R(f) der w(2) dar- 


| stellenden Potenzreihe gilt bekanntlich R(f) > min (a, b/M). Ist f(z, w) — 5 (AT 

| © 0 

' und f*(z, w) = I, |cm.| 2” wr, so zeigt Verf.: R(f*)>® für M<1 bzw. R(ff)>@/M 
0 [e.) 

_ für 1<M, wobei © die einzige positive Nullstelle von $ (n + 1)12 0% — + ist; es 


0 
gilt 0<O<H+. Das Hauptresultat lautet: Riff) >1 für M<+ bzw. 
_ R(f*)>sin (r/4M) für M>+; ist f(z,w) unabhängig von 2, so gilt R(f) > r/4M 
; für 0 < M. Der Beweis dieses Satzes stützt sich auf ein Resultat des Verf. (vgl. vor- 
' stehendes Referat). H. Röhrl. 


Davis, Harold T.: Studies relating to a non-linear differential equation of 
second order, with special reference to the first and second transcendents of Painleve. 
Studies in differential equations 1—72 (1956). 

Es handelt sich um Untersuchungen spezieller Fälle der Differentialgleichung 
(*) Aly) y’’ + By) y? + CWy) y’ + Diy)=0 mit A(y), B(y), Cy), D(y) als Poly- 
nomen in %, insbesondere der 1. und 2. Painleveschen Transzendenten. Zuerst wird 
der Einfluß linearer und gebrochen linearer Transformationen in y auf (*) disku- 
tiert. Anläßlich der Untersuchung der 1. Painleveschen Transzendenten werden eine 
neue Transzendente eingeführt und einfache Eigenschaften abgeleitet. Es werden 
die Boutroux-Transformation und die Tabellierung der 1. und 2. Painlevöschen 
Transzendenten besprochen und umfangreiches Tabellenmaterial angegeben. 

; H. Röhrl. 

e Wasow, Wolfgang: Solution of certain nonlinear differential equations by 

series of exponential funetions. (Office of Naval Research, Res. Report R 516—56.) 
. Brooklyn, N. Y.: Polytechnie Institute of Brooklyn, Microwave Research Institute 
1956. 22 p. 

Die Arbeit knüpft an die von E. Weber (dies. Zbl. 80, 75) angegebene Methode 
zur Lösung gewisser nichtlinearer Differentialgleichungen an, verallgemeinert das 
Problem und formuliert hinreichende Bedingungen, unter denen die zunächst formal 
erhaltenen Reihen konvergieren und Lösungen darstellen. Da eine skalare Dif ferential- 
gleichung n-ter Ordnung als System von n Differentialgleichungen erster Ordnung 
geschrieben werden kann, wird ein solches System zugrunde gelegt und in Vektor- 
form so geschrieben: y’ = f(y), wo y= (Ya - - - » Yn) und f= (f,, - - - , f„) n-dimensio- 
nale Vektoren sind ; die Ableitung bezieht sich auf die reelle unabhängige Variable x. 
Es werden folgende Annahmen gemacht: (1) Die Gleichung f(y) = 0 besitzt einen 
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Lösungsvektor a,. (2) Die Komponenten f; sindholomorphe Funktionen von Yı, ... , Yn 
in einem Gebiet um a,. Wird y=ay+ u gesetzt und in W=f(a,+ u) die rechte 
Seite nach Potenzen der Komponenten 4, ... , 4%, von U entwickelt, so läßt sich die ' 
Gleichung als u” = A u+ ®(u) schreiben, wo A eine konstante Matrix ist und D(u) | 
keine konstanten und linearen Glieder enthält. (3) Die Eigenwerte von A sollen ver- | 
schieden sein und negative Realteile haben. Dann besitzt die Differentialgleichung | 
Lösungen der Form y= a, + Da, er 
al 
aus Systemen von linearen Gleichungen und hängen von n Parametern o, ab. Die } 
Exponenten p, sind von den o, unabhängig und haben negative nicht zunehmende || 
Realteile. Die Reihe konvergiert für hinreichend kleine o; und stellt eine holomorphe 
Funktion in den o, dar. Die o, können so gewählt werden, daß die Lösung einen 
vorgegebenen Anfangsvektor annimmt, wenn dieser hinreichend nahe bei a, liegt. | 
Die Ergebnisse werden auf gewisse Differentialgleichungen vom Typus y’ = f(x, yı 


”, Die Koeffizienten a, ergeben sich rekursiv 


und auf solche der Form y’ = f(x) + I 9; e'”#” verallgemeinert. @G. Doetsch. 
k=1 


Matthies, Karl: Bedingungen für gleichmäßige Stetigkeit bzw. Stabilität der 
Lösungen gewisser Differentialgleichungssysteme. Arch. der Math. 7, 349—353 
(1956). | 

Es wird das Differentialgleichungssystem (1) dr/dt = fit, x) betrachtet, wobei 
fit, x) in einem Gebiet @ des R x O0" stetig und für jedes feste # in r holomorph sei: 
es gelte /(#, 0) =o. G@ enthalte die Punktet x o mit r<t< T* und die Konver- | 
genzbereiche der Potenzreihenentwicklungen von f(t, x) in diesen Punkten. UT) < 0” 
sei ein Gebiet, welches i. A. von T abhängt und die Bedingungen (0, o)e UT), 
UT)<ENS(0, x): € 0"} erfüllt. Ist a e A(7), so werde diejenige Lösung von (1), 
für welche x(0, a) = a gilt, mit x(f, a) bezeichnet. Existiert x(t, a), so erhält man die 


Diagonalreihendarstellung (2) x(t, a) = >> mt, a); es gilt zD(0, a)= a, r®(0, a)=D|| 
m=1 | 


für m > 1. Die x”(t, a) genügen einem System sukzessiver linearer Differential- 
gleichungen, das unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen zu eindeutig be- 
stimmten r”(£, a) führt. Baut man aus diesen x(”(t, a) die Reihe (2) auf, so gilt: sind | 
für alletmitr <0 <t<T< T* die Lösungen x(t, a) für alle ae V(T) so beschaf- 
fen, daß stets (t, x(t, a)) e G gilt, dann konvergiert (2) auf dem größten in Y(T) ge- 
legenen vollkommenen Kreiskörper $,(7T) mit dem Mittelpunkt o; (2) konvergiert 
auf jedem kompakten Teil von $,(7) gleichmäßig für allet, Oo<t<T, und stellt 
die Lösungen g(f, a) von (1) dar; ist $, = S,(T) für alle 7 < T* fest und sind die 
Lösungen z(t, a) von (1) für alle, 0<t < T*, in jedem kompakten Teil von $,(7) 
beschränkt, dann konvergiert (2) auf jedem kompakten Teil von $,(7) gleichmäßig 
für alle 2, 0<t< T*. Hieraus schließt man: ist T* = oo und existieren die Lö- 
sungen r(f, a) von (1) auf einem vollkommenen Kreiskörper $}, so, daß für alle # > 0 
(t. x(t; a)) € @, und sind sie auf jedem kompakten Teil von S, gleichmäßig für t > 0 
beschränkt, dann sind alle Lösungen g(t, a) auf $, stabil im Sinne von Liapounoff. 
| H. Röhrl. 

Bruwier, L.: Sur quelques applications d’un op6rateur diff6rentiel. Mathesis 
65, 337—355 (1956). 

Es werden zwei elementare Methoden diskutiert, welche zur Lösung von Diffe- 
rentialgleichungen der Gestalt (*) (D+x" +a(D+z)" 1 +4...+0,]y=0 
[ID — djde; die a;(i —1,2,...,n) sind Konstante] dienen. Die erste Methode be- 
nützt die Identität (D+2®Hy=(D+ a" [(D+x)y]—n(D-+ x)"-1y und führt 
die Differentialgleichung (D+x)”" y=0 mit Hilfe der Substitution y=z exp (— x?/2) 
in die Differentialgleichung H,„(D)z=0über. H,„(D) ist ein Polynom mit konstan- 
ten Koeffizienten. So wird also die Gleichung (*) in folgende transformiert: 
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[4,(D) + a, Hnı(D) +: +, H,(D)]z=0. Das ist eine lineare Differential- 
gleichung mit konstanten Koeffizienten. Die zweite Lösungsart beruht auf dem 
folgenden bekannten Kunstgriff: wenn 7 ein beliebiger linearer Operator ist, so kann 
man die Gleichung [7% + a, "=D +... +a,]y=0 mittels der Lösungen der 
Gleichungen (" — r;) y = 0 auflösen. t) bedeutet den r-ten iterierten Operator 
von 7, r; sind die Wurzeln des Polynoms »" +a, I +... +.g,. S. Fenyö. 

Schmidt, Adam: Über lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi- 
zienten und periodischer unstetiger Störungsfunktion. Wiss. Z. Univ. Rostock, 
math.-naturw. R. 6, 189—190 (1956). 

In der Arbeit wird die Differentialgleichung (1) y® +0, yrD +... +c,y=f(x) 
betrachtet, wo c,,C,,...,c, konstant sind und f(x) eine periodische Funktion ist, 
die beschränkt und nach Lebesgue integrabel ist. Unter diesen Voraussetzungen 
wird gezeigt: 1. Im Falle der ‚Resonanz‘ existiert keine Lösung mit der Periode 
der Störungsfunktion. 2. Eine Lösung, die die gleiche Periode wie die Störungsfunk- 
tion besitzt, ist eindeutig bestimmt bis auf willkürlich hinzufügbare Lösungen der 
homogenen Gleichung gleicher Periode. 3. Liegt keine Resonanz vor, so gibt es eine 
im Sinne von 2. eindeutig bestimmte Lösung von (1) mit der Periode der Störungs- 
funktion. M. Gregus. 


Protasov, V.I.: On a certain linear differential eguation of infinite order. 
Doklady Akad. Nauk SSSR 111, 1189—1192 (1956) [Russisch]. 


The differential equation of infinite order (1) Y a, y®(z) = f(x), where 
. n=0 


oo 
Ra) => 2 x*, is considered. Many authors have discussed equation (1) assuming 
k=0 
[6] 
the series > 2” to present an analytical function (characteristic function) in a 
n=0 
domain containing the origin. The case, when a, may increase quicker than coef- 
ficients of an analytical function, is dealt with in the paper. Three theorems on the 
existence of a solution of (1) are proved. One of them (Theorem 1) runs as follows. 


Suppose that lim ve, == = ‚ then for every entire function f(x) of order < -- and 
Nox N: 


oftype< 2 YR, there exists a solution of (1) which is an entire function of order 
<4t and of type<2yR. J. Szarski. 

Ivanov, V.N.: The multiplieation integral and an almost periodie matrix. 
Doklady Akad. Nauk SSSR 109, 902—905 (1956) [Russisch]. 


On considere le systeme n —= P(t)x ou P(t) est presque-periodique. Dans des 


conditions restrictives sur les exposants de Fourier de P(t), !’A. montre que X(t) X71(0) 


T 
= 0t)e4:0-10), A=: lim er| Pit) dt, Q(t) matrice N-presque-periodique au sens 
To» 


de Levitan. z * % ee 
Lja$ienko (Liashehenko), N. Ja. (N. J.): An analogue of the Floquet theorem 
for a partieular case of linear homogeneous systems of differential equations with 
quasiperiodie coeffieients. Doklady Akad. Nauk SSSR 111, 295—298 (1956) [Rus- 
sisch ]. je 
Let (1): x = P(t)« + L(t)x, x being iR N ” L Bee 
—di ... t{))}; assume tha e pi) = Yai-ı 23 i+1(8), 
2 en en 1, ” re The author has shown (this Zbl. 66, 68) that (1) 
may be reduced by means of an almost-periodic linear change of variables to the 
form 7 = Alt)n, where At) = diag {A,{t), - - - » An) A almost-periodic, provided 
that the elements of Z satisfy | L,;(t)| < (9r) - inf {ygi — yai-ı)r. Here it is shown 
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that if these assumptions are satisfied and moreover the elements of DE are of the 
form Fig -.., 9), Fe C* with sufficiently large k, F periodic with period 2 rin 
each argument, the arguments being linear functions oft with coefficients @,, . .. , @; 
(frequency basis) such that for any integers n,, ..., Na Ran re N, @s| 
> D.(n? +... + n2)l=e9l2, D, & constants, 0<a<Il, then the A; satisfy 


2 . £ *“ . 
f A;d) dt = ;t + P;(t), ©; constants, Pf, almost-periodic, whence the matrix solution 
{) 


of (1) may be written as the product of an exponential matrix and an almost-periodie 
matrix. J. L. Massera. 

Richard, Ubaldo: Alcuni problemi asintotiei per le equazioni differenziali 
lineari. Univ. Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 15, 59—64 (1956). 

Sono presentate alcune interessanti questioni sulle equazioni (p y’) ray 0, 
(py) —qy=0,pq> 0, relative alla limitatezza delle soluzioni, agli estremi, alle 
formule asintotiche, in parte approfondite dall’A. ed in parte dall’A. stesso proposte 
come argomento diricerca ai suoi scolari dell’Universitä statale di S. Paulo del Brasile. 

G. Sansone. 

Richard, Ubaldo: Aleune proprietä e formule asintotiche per le soluzioni della 
equazione [py’] —qy= 0. Univ. Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 15, 175—200 
(1956). 

Sia data l’equazione (*) (p(&) y’) —q(&)y=0 (y’ =dyjdx) con p(x) > 0, q(x) > 0 
per > a, p(x), q(x) assolutamente continue. L’A. dimostra che se y,(x) & un inte- 
grale della (*) determinato dalle condizioni iniziali y,(2,) = % > 0, yılzo) = y > ®; 
(2, > a), condizione necessaria e sufficiente perche si abbia lim y,(x) =o0 & che 


risulti 3 % 2a 
du 
li —— )Dd=m. 
FR | Pla) N 75 
% % 


Insieme all’integrale y,(x) della (*) si consideri l’altro integrale y,(x) determinato dalla 


relazione & 
@) = ya) | 
Be | PO yırd) 
L’A. allora dä delle condizioni sufficienti perche per y,(&) e y,(x) valgano le rappresen- 
tazioni asintotiche 


= 17 
SVazitnte) a2 1 S Vaolo@) dr 
yılz) — kip N! e* Yılz) = 5; PD \te" 


(k costante). Altre proprietä della (*) sono studiate se p(x)g(x) & una funzione 

monotona in (4,00) con particolare riguardo al caso che si abbia lim p(x) q(x) = ©, 

oppure lim p(x) q(x) = 0. Pen 
2>o© G. Sansone. 

Wintner, A.: On the integrability of a class of non-oseillatory differential 
equations by means of Laplace transforms. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 7, 301 
— 305 (1956). 

La funzione f(t) sia definita nell’intervallo aperto (0, 00) e completamente oscil- 
latoria, possegga cio® derivate di qualungue ordine soddisfacenti la condizione 
(— 1rarft)/d” >0O pern=0,1,...,0<t<oo. Sisupponga anche che gli inte- 
grali dell’equazione & + ft) x = 0 (&£= d«/dt) non siano oscillatori e x(t) sia un suo 
integrale che abbia un ultimo zero in t,. In questa ipotesi la funzione y(t) = 1/x(t) 


& rappresentabile in (f,, ©©) con un integrale della forma J e”'‘ du(s) dove u(s) & una 


funzione monotona. (Per altre ricerche dell’A. nel medesimo indirizzo cfr. questo 
Zbl. 34, 367; 37, 342). G. Sansone. 


75 


Cudov (Chudov), L. A.: A new version of inverse Sturm-Liouville problem 
on a finite interval. Doklady Akad. Nauk SSSR 109, 40-43 (1956) [Russisch]. 

The inverse Sturm-Liouville problem deals as a rule with the existence and 
uniqueness of g(&), given the spectra of y’’ + M—ge))y=0, (<xr<1), under 
two sets of boundary conditions. Previous authors, beginning with G. Borg [Acta 
math. 78, 1—96 (1945)], required the boundary conditions to be the same at x = 0. 
The point of the present paper is that uniaueness holds even when the boundary 
conditions differ, to a limited extent, at both ends. The proof is given, and depends 
on a study of Ou/ds? — g(s)u = ru] dt? — qu(t)u. F. V. Atkinson. 

Burstejn (Burshtein), E.L. (E.L.) and L. $. Solov’ev: On the theory of alterna- 
ting-gradient focusing. Soviet Phys., Doklady 1, 459—462 (1957), Übersetzung von 
Doklady Akad. Nauk SSSR 109, 721—724 (1956) [Russisch]. 

Untersucht wird eine lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung, 
deren Koeffizientenfunktionen einen Parameter & enthalten und für &=0 periodisch 
sind. In diesem Fall kann bei Kenntnis eines Fundamentalsystems von Lösungen 
über eine Periode die Lösung für sämtliche Perioden explizit angegeben werden. 
Hierzu wird ein Differenzengleichungssystem gelöst. Für ein genügend kleines 
& = 0 wird ein noch angenähert periodisches Verhalten der Koeffizientenfunktionen 
vorausgesetzt und die erhaltenen Formeln werden verallgemeinert. 

K.-H. Bachmann. 

Zubov, V.I.: An investigation of the neighbourhood of the equilibrium position 
for a system of differential equations. Doklady Akad. Nauk SSSR 110, 169—171 
(1956) [Russisch]. 

The following results are announced: 1. A necessary and sufficient condition 
for the asymptotie stability of the solution 2=0 of © = f(x) (x, f n-vectors) is 
that: (i) there be at least one solution which tends to 0 as£— + o, (ii) no solution 
tend to 0 as i— — ©, (iii) there be a neighborhood which contains no complete 


trajectory. 3. Lt n=2,2= % X (t,x), where X® are algebraic forms in x 


of degree m with constant ooefficients for m = u and bounded continuous coefficients 
for m>u; if + XW = O has a non-trivial real solution, a necessary and sufficient 
condition for asymptotic stability in the first approximation (i. e. irrespective of the 
terms X) with m > u) is that x = X have no non-trivial solutions and that 
x = 0 be an isolated solution (= isolated singular point ?). 4. Let V be a continuously 
differentiable solution of V,(« + KW) = ya) (1+P), VO) =0, where vis 
any analytic negative definite function; a necessary and sufficient condition for 
asymptotie stability in the first approximation is that the region V > — 1 be boun- 
ded and that x = 0 be an isolated solution. J. L. Massera. 

Nikolenko (Nicoleneo), L.D.: On a suffieient condition for the nonoseillatory 
eharacter of the solutions of the equation y’’ + f(x) y = 0. Doklady Akad. Nauk 
SSSR 110, 929—931 (1956) [Russisch]. 

Let L,(&) = x inzIn®z...in® x where In®x is the p-th iterated loga- 
rithm. Zlämal (this Zbl. 40, 195) showed that a sufficient condition for the oscilla- 
tory character of y’’ + f(x) y = 0, f real continuous, is that an integer p exist for 


which IE (fe) _. 3: 1®) da = + x. Here it is proved that if there is 
i=0 
an integer p for which f L,11(&) 9p(x) de < ®, where 
p 
9ol2)= sup [9 K) 4,2, Laute], 


then all solutions are non-oscillatory. J. L. Massera. 
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heleeiks Rolf: Über die Existenz periodischer Lösungen für Differentialgleichun- 
gen 2. Ordnung mit einem Störungsglied. Math. Nachr. 14, 341—348 (1956). 

Sind f, 9, e stetige Funktionen und so beschaffen, daß die Differentialgleichung 
&+&fle,&) +g(e) =e(t) eindeutig lösbar ist mit stetig vom Anfangswert ab- 
hängiger Lösung, ist ferner e(t) periodisch mit der primitiven Periode Z und bestehen 
zwischen den Werten von f und g und den Extremwerten von e gewisse Unglei- 
chungen, so besitzt die Differentialgleichung wenigstens eine periodische Lösung 
mit der primitiven Periode ZL. S. Schottlaender. 


Reissig, Rolf: Über eine nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung. II, IV. 
Math. Nachr. 15, 39—45, 47—54 (1956). 

In Fortsetzung früherer Untersuchungen (vgl. dies. Zbl. 67, 67) wird jetzt die 
Differentialgleichung & + F(ü) + G(u) = E(t) betrachtet, wobei E(t) eine stetige, 
periodische Funktion mit der Periode L und F und @ streng monoton wachsende 
stetige Funktionen mit-F(0) = @(0) = 0 sein sollen. Ferner müssen F und @ gewisse 
von E abhängige Werte annehmen bzw. übertreffen und noch so beschaffen sein, 
daß Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen sowie deren stetige Abhängigkeit 
von den Anfangswerten gesichert sind. Dann gibt es wenigstens eine periodische 
Lösung der betrachteten Differentialgleichung mit der Periode L. Der Beweis wird 
wie in den früheren Noten durch Konstruktion eines geschlossenen Weges in der 
Phasenebene geführt, der diejenigen Phasenkurven, die ihn treffen, in sein Innen- 
gebiet lenkt und nicht wieder herausläßt. Verf. weist auf zwei Arbeiten vonN.Levin- 
son hin [J. Math. Phys. Mass. Inst. Tech. 22, 41—48, 181—187 (1943)], denen er 
die Anregung zu seinen Untersuchungen verdankt. S. Schottlaender. 


Reissig, Rolf: Periodische Erregung eines einfachen Schwingers mit Selbst- 
steuerung. Math. Nachr. 15, 181—190 (1956). 

Unter ähnlichen Voraussetzungen wie früher wird die Existenz wenigstens einer 
periodischen Lösung der Differentialgleichung & + F(&) + G(x) = E(t) bewiesen; 
statt der Monotonie von F und @ werden jedoch andere Annahmen über den Werte- 
vorrat von F und G gemacht. S. Schottlaender. 


Reissig, Rolf: Selbsterregung eines einfachen Schwingers. Math. Nachr. 15, 
191—196 (1956). . 

Sind F und @ stetig differenzierbar, gilt v F(v) <O für |v| <v, und >0 für 
v2, >v>0, ferner zG(x) > 0 für #0 sowie weitere von F abhängige 
Einschränkungen über G, so existiert eine periodische Lösung der Differential- 
gleichung & + F(x) +G(x) =0. Zum Beweis wird ein Ringgebiet in der Phasen- 
ebene konstruiert, die weiteren Schlüsse stützen sich dann auf einen Satz von I. Ben- 
dixson [Acta math. 24, 1—88 (1900)]. S. Schottlaender. 


Reissig, Rolf: Über die Beschränktheit der Lösungen einer nichtlinearen Diffe- 
rentialgleichung. Math. Nachr. 15, 375—383 (1956). 

Ein Satz von G. E. H. Reuter (dies. Zbl. 48, 69) über die Beschränktheit der 
Lösungen der Differentialgleichung & + kF(&) + g(x) =kpit) wird unter etwas 
schwächeren Voraussetzungen mit im wesentlichen derselben Methode noch einmal 
hergeleitet. S. Schottlaender. 


Utz, W.R.: A third order differential equation. Monatsh. Math. 60, 329—332 
(1956). 

In the paper following theorem is proved in an interesting way: Let f(x) be a 
real differentiable san such that An a) NO and AR that 


f(x) is bounded as 2— x. Let p(x) be "a real differentiable function and let 

a> 0 be a real number such that p(a) = 0,p’(a)>0. I y=y(x) is a solution of 

Ka) y"—yy” + p(y')=0 valid for all large values of x and for which lim y’(x) = a 
>» 
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then y=ax-+-b, where b is a constant. It is clear from the proof that the same 
theorem holds f 0>c>— x, and a<0. This theorem generalizes a theorem 
of G. H. Hardy given in the paper reviewed in this Zbl. 22, 223, in which 
ie) =1, pr(y)=2(y?—1),ao=1. M. Gregus. 


Krasovskij, N. N.: Zur Theorie der zweiten Methode A. M. Ljapunovs zur 
Untersuchung der Stabilität. Mat. Sbornik, n. Ser. 40 (82), 57—64 (1956) (Russisch ]. 

Let <= X(x,t) where x, X are n-vectors, X(0,1)=0, XeC! in aller: 
t > 0, and assume that the partial derivatives are uniformly bounded. If F(x,, to t) 
is the solution through (xy, ty), the behavior of the trajectories will be said non- 
eritical and uniform in the e-neighborhood of 0,0 <e< AH, if for each 7 > 0 there 
is a T’(n) such that for ||| >, > T(n) there is at = t(z,, ty), |H&, t0)| < T(n) 
with || F (29, to; to + E20, &)) | Ze. 1. A necessary and sufficient condition for the 
existence of a Ljapunov function having an infinitely small upper bound and a 
positive definite total derivative is that the behavior be non-critical and uniform. 
2. A necessary and suffieient condition for the existence of a Ljapunov function 
satisfying the assumptions of the first Ljapunov’s theorem on unstability is that the 
behavior be non-critical and uniform and that there exists a t, > 0 and a sequence 
%—> 0 such that i(x,,t,) > 0. 3. If the behavior is non-critical and uniform, then 
the same is true of <= X + R(x,t) provided that || R(x, t)|| < n(x) where (x) is a 
certain function. J. L. Massera. 


Markosjan, S. A.: Hinreichende Bedingungen für die Existenz mehrerer Grenz- 
zyklen. Akad. Nauk Armjan. SSR, Doklady 23, 153—159 (1956) [Russisch]. 

Sufficient conditions for the existence of a least n limit cycles for second order 
systems 2 =[f(x) + by] d@x,y), %=lax +y(y)]F(x,y) (in particular, for 
& + g(x)& + gp(z) =0). The methods used are of the Levinson-Smith type but 
the precise statement of the conditions is too lengthy to be reproduced here. 

J. L. Massera. 

Zindler, R. E.: A note on L. E. Reizin’s paper „Behavior of integral curves of 
systems of three differential equations near a singular point“. Proc. Amer. math. 
Soc. 7, 283—289 (1956). 

The note concerns Theorem 2 in L. E. Reizin’s paper (see this Zbl. 67, 69). 
The A. proves that Reizin’s proof of Theorem 2 is incorrect and restates the theorem 
properly. Further a modification of Theorem 2 is given. J. Szarski. 


Berstein (BerStejn), I. and A. Halanay (Chalanaj): The index of a singular 
point and the existence of periodie solutions of systems involving a small parameter. 
Doklady Akad. Nauk SSSR 111, 923—925 (1956) [Russisch]. 

Consider (1): 2= X(x) + u Y(x,t, u), x, X, Y being n-vectors, Y periodie in # 
. with period w, 0 an isolated singular point of X with a non-vanishing index. If(1’): 
& = X(x) has no periodie solutions with period < w in the neighborhood of 0, then 
(1) has periodie solutions with period ® in that neighborhood, for sufficiently small 
wo. Ifn = 2it is enough to assume that (1’) has no periodie solutions with period w. 

J. L. Massera. 


Haas, Violet B.: On a non-linear differential equation containing a small 
parameter. Ann. Math. Studies 36, 57—83 (1956). 

Es handelt sich um die Beziehung zwischen den Lösungen der beiden Differen- 
tialgleichungen (1) e2’’(x) + F(x, 2, 2’(®), &) = 0; (2) Fix, 2, z'(x), 0) = 0.fürndas 
Intervall [a, 5]. Unter Voraussetzungen, deren Wiedergabe hier zu weit führen würde, 
wird gezeigt, daß (1) für hinreichend kleines e> 0 Lösungen hat, die in [a, b] für 
ge 0 gegen Lösungen von (2) streben, aber rechts dieses Intervalles oszillieren, und 

= pe 2 
zwar so, daß die Periode der Oszillationen O (Ye) und die Amplitude 2,+ 0 (Ye) ist. 
E. Kamke. 
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Partielle Differentialgleiehungen. Potentiaitheorie: 


e Äquations aux d6riv6es partielles. (Formulaire de Mathematiques & l’Usage 
des Physiciens et des Ingenieurs. Fasc. 7.) Centre National de la Recherche 
Scientifique 1956. 115 p. 

L’originalit6 de cet ouvrage reside essentiellement dans le choix des sujets et le 
mode de presentation; le terme de ‚‚formulaire‘ y est pris dans un sens large: les faits 
essentiels sont exposes brievement, sans demonstration, mais avec assez de details 
pour ötre saisis; des indications bibliographiques renvoient du reste le lecteur aux 
traites et aux m&moires originaux. La consultation de ce ‚‚formulaire‘“ ne suppose 
en prineipe pas d’autres connaissances que celles qui sont acquises dans des enseigne- 
ments classiques d’analyse, completees d’informations sur les transcendantes spe£- 


ciales. Ch. Blanc. 
I. M. Janet: Equations lineaires du premier ordre. . . .... » ee PT EV) 
II. M. Janet: Equations du premier ordre. Systemes du premier ordre & une 
inconnue. Gen£ralitss sur les &quations d’ordre egal ou sup6erieur&deux . . p. 11— 19 


III. P.Germain: Equations du second ordre & deux variables independantes . p. 21— 44 
IV. M. Janet et Y. Four&s-Bruhat: Systemes d’öquations aux derivees par- 


tIelleshn a RE EEE en ....p. 45— 55 

V. 0. Galvani: Formes de Pfaff. Systemes differentiels exterieurs . . . . . p. 57— 65 

VI. R. Duchon et M. Brelot: Fonction potentielle. Potentiel newtonien . . p. 67— 73 
VIIa. Th. Kahan: Equations et systemes d’&quations de la Physique mathe£- 

DENE 0,00 0 00 ©: I Eko frac ee are ll 

VIIb. L. Robin: Formes particulieres de l’&quation & trois variables JU+k? U=0 p. 93—102 

VIIe. G. Petiau et S. Colombo: Fonctions singulieres . . . . . a PLUS IR 


e Kamke, E.: Differentialgleicehungen, Lösungsmethoden und Lösungen. II: 
Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung für eine gesuchte Funktion. 3. un- 
veränderte Aufl. (Mathematik und ihre Anwendungen in Physik und Technik, 
Reihe A, Bd. 18.) Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft Geest & Portig K.-G. 
1956. XV, 2438. 16 Abb. Gln. DM 16,—. 

Dieses Werk gibt in seinem ersten Teile eine Übersicht über die bisher bekannten 
Methoden zur Lösung von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung sowie 
zur Lösung von Systemen solcher Gleichungen in genau einer gesuchten Funktion. 
Der zweite Teil enthält rund 300 Einzeldifferentialgleichungen mit ihren Lösungen 
in lexikographischer Anordnung. Der erste Teil gliedert sich in: Lineare und quasi- 
lineare Differentialgleichungen, Nichtlineare Differentialgleichungen in zwei unab- 
hängigen Variablen, Nichtlineare Differentialgleichungen in n unabhängigen Variablen 
und Systeme von solchen. Dabei ist die umfangreiche Literatur in hervorragender 
Weise in zentrale Sätze mit genauen Voraussetzungen aufgegliedert worden, an die 
sich zahlreiche Ergänzungen anschließen. Die Beweise sind, wie es der Anlage des 
Werkes entspricht, weggelassen oder durch Beweisskizzen ersetzt worden. Die Sätze 
werden dem Leser aber durch ca. 50 vollständig durchgerechnete Beispiele so nahe 
gebracht, daß eine sichere Handhabung aller Mittel erreicht wird, die zur Lösung 
solcher Gleichungen zur Verfügung stehen. Die hier vorliegende 3. Auflage unter- 
scheidet sich von der 1. (1944) und 2. (1948) nur durch kleine Zusätze und 
Berichtigungen. G. Hellwig. 

e Segre, Beniamino: Forme differenziali e loro integrali. Vol. II. Omologia, 
coomologia, eorrispondenze ed integrali sulle varietä. Roma: Docet Edizioni Uni- 
versitarie 1956. 422p. Lire 4.500.—. 

Das Thema dieses Buches ist die de Rhamsche und Hodgesche Theorie der 
Formen und Integrale auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Dazu holt Verf. 
weit aus und entwickelt in den ersten beiden der drei Kapitel dieses Buches die not- 
wendigen algebraischen und topologischen Hilfsmittel knapp aber vollständig; insbe- 
sondere wird das Studium von Band 1 dieses Werkes nicht vorausgesetzt. Hierbei 
bereichert Verf. den wohlbekannten Gegenstand um viele originelle Bemerkungen 
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und geht auch in der Darstellung oft neue Wege. Die Terminologie ist zeitgenössisch, 
die Literaturhinweise sind aktuell. Es ist dem Verf. gelungen, die sich in dem Thema 
zusammenfindenden algebraischen, topologischen und differentialgeometrischen 
Begriffe einheitlich zu entwickeln und zur Synthese zu führen. Man kann die Lektüre 
dieses Werkes jedem Interessenten nur sehr empfehlen. Einen Eindruck von dem 
Gehalt und Umfang vermittelt schon das Inhaltsverzeichnis: Kapitel I, Algebraische 
Grundbegriffe, mit folgenden Paragraphen: $1 Grundbegriffe, $2 Gruppen (Von 
Gruppoiden bis zu freien abelschen Gruppen), $3 Ringe und Körper, $4 Moduln mit 
Operatoren, $5 Vektorräume. Kapitel II, Topologische Grundbegriffe, umfaßt 86 
Topologische Räume, $7 Zellen und Simplexe, $8 Differenzierbare Mannigfaltig- 
keiten (Reelle und komplexe differenzierbare Strukturen, Einbettungsfragen), $ 9 
Komplexe, $10 Homologie der endlichen Komplexe (mit ganzen Zahlen und mit 
Körperelementen als Koeffizienten), $ 11 Kohomologie endlicher Komplexe (Koho- 
mologiering), $12 Simpliziale Transformationen, $13 Poincaresche Mannigfaltig- 
keiten [Das ist ein simplizialer Komplex k mit der Eigenschaft, daß für jedes p-Sim- 
plex die (n— p)-Umschlingung eine Sphäre sein soll (n = dim k). Nach Cairns und 
Whitehead besitzen differenzierbare Mannigfaltigkeiten eine Triangulierung mit 
differenzierbaren Simplexen, so daß man eine Poincare-Mannigfaltigkeit erhält; für 
P.-Mannigfaltigkeiten werden die Schnittzahlen eingeführt], $14 Produkte von eukli- 
dischen Komplexen, $ 15 Produkte von Poincareschen Mannigfaltigkeiten, $ 16 Kor- 
respondenzen zwischen Poincaröschen Mannigfaltigkeiten, $ 17 Semireguläre Korre- 
spondenzen, $ 18 Anwendungen und Beispiele (Unter anderem: Abbildungsgrad, die 
Sätze von Borsuk-Ulam und Lusternik-Schnirelmann-Borsuk). Kapitel III, 
Integrale auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten, besteht aus $19 Integrale von 
äußeren Differentialformen, $20 Der Satz von de Rham, $21 Bemerkungen über 
Ströme (die courants von de Rham), $ 22 Die Riemannschen Varietäten der projek- 
tiven Räume und der algebraischen Mannigfaltigkeiten, nebst einigen Anwendungen, 
$ 23 Bibliographische Hinweise. W. Klingenberg. 

Haimoviei, Mendel: Quelques propriet&s des el&ments integraux d’un systeme de 
Pfaff du II® genre. Acad. Republ. popul. Roumaine, Revue Math. pur. appl. 1, 
Nr. 1, 23—-32 (1956). 

S. dies. Zbl. 66, 340. 

Parsons, D. H.: Singular systems of two differential equations. Quart. J. Math., 
Oxford II. Ser. 7, 287—292 (1956). 

L’A. montre que tout systeme d’&quations aux derivees partielles de la forme 

F, (8, Y, 21 22 Pı Po» % 92) = 0, F5 (®, Y, 21, 25, 91; 92, 91, 99) = 0, pour lequel le deter- 
minant caracteristique (E. Goursat, Lecons sur l’integration des &quations aux 
derivees partiels du second ordre, 2, Paris 1898, p. 322) est &quivalent & un 
systeme de la forme (1) Apı + Bm +C0=0,Aqı +B%&+D=0 ou &unsysteme 


de la forme 2, = (2, &, Y), k(&, Y, 22, 99) = 0. En Etudiant ensuite les systemes de la 


forme (1) auxquels on peut associer l’&quation de Pfaff (2) A de, + Bde, + U dx 
+ D dy, VA. est conduit & consid6rer deux cas: 1° l’&quation (2) est de classe 1; dans 
ce cas, la solution generale du systeme (1) depend d’une fonction arbitraire 2,, ou 2,, 
et d’une constante arbitraire; 2° l’&quation (2) est de classe 3. Dans ce cas, on ob- 
tient deux systömes d’&quations, toute solution de l’un de ces systemes etant une 
solution de (1). La solution generale du premier systeme d’&quations peut dependre 
d’une fonction arbitraire d’une variable ou bien ce systeme peut n’avoir qu’une suite 
diseröte de solutions. En ce qui concerne le deuxieme systeme, sa solution peut 
dependre au plus de deux constantes arbitraires. ©. Teleman. 
Manfredi, Bianca: Su la genesi dei pluriderivatori. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 
11, 538—543 (1956). 
Für den partiellen Differentialoperator 0/06 + X, 0/08, ++ 20100, gibt 
Verf. die in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 36, 66) in anderer Form schon geschrie- 
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bene Zerlegungsformel wieder. Als Anwendungsbeispiel wird die allgemeine Auf- 
lösungsformel der Gleichung d2/dt + x, 02/0x, + %; 02/0, + %s 02/d0; — ur (X, 02] 0% 
+ 2, 02/0x; + %; 92/0x,) — f(t) angegeben. G. Cimmino. 
Fage, M.K.: The solution of Cauchy problem by inereasing the number of 
independent variables. Doklady Akad. Nauk SSSR 108, 1022—1025 (1956) [Russisch ]. 
L’A. considere l’&quation aux derivees partielles de la fonetion inconnue F des 
deux variables: w= uw-+ iv et de la variable reelle «: 


onF ER ET o® F 
et Se == ; —/allin, @): 
In(w) aw" + Pn(%) Oxr ET 2 gr, x) u = 2 P.(w, x) FR ( ) 
les coefficients q,, p, et H sont continus par rapport & la variable complexe 
w=wu-+iv et reelle x. L’A. introduit n nouvelles variables reelles, t}, ta, . - - , in» 


n n 
liees avec les anciennes par deux relations w= w — N &h, =% a t;, 
i= (= 

les &, disignant les racines de puissance de degr&e n de l’unite. A peine faudrait il 
observer que pour que la transformation soit conversible, le nombre des nouvelles 
variables devrait ötre egal & celui des anciennes, ou ce qui est la möme chose, les 
nouvelles variables, se rameneraient & certains groupes de plusieurs nouvelles 
variables, le nombre de ces groupes 6tant egal & celui des anciennes variables. 
Il parait que cette question se poserait d’elle möme, si l’on voulait appliquer la 
theorie etudiee pour resoudre un probleme quelconque d’un caractere pratique. 
De m&me si les coefficients de l’&quation etudiee &taient des fonctions des variables 
complexes, cette &quation se decomposerait en un ensemble de deux @quations aux 
coefficients reels. N. Saltykow. 

DobrySman (Dobryshman), E. M. and A. F. Djubjuk (Dubuk): The solution 


ı = A 4) u=f. Doklady Akad. Nauk SSSR 111, 55—58 (1956) 


of equation FE 
[Russisch]. 

The authors apply the Laplace transformation to obtain formal particular 
solutions of &®u/dt? — 9Au/dt — Au= f(x, y, z,t), where A = 2/00? + 02/oy? + 02/022, 
with the initial conditions u = u,(x, %, 2), ou/dt = u,(z, y,z) for t=0. There are 
two cases. In the first the (x, y, z)-region appears to be a sphere; no boundary 
conditions or conditions at infinity are specified. In the second case the region is 
z > 0, with the boundary condition Qu/dz = 0 forz = 0; here there are no conditions 
at infinity. [Reviewer’s remark: A precise account of a special case is given in the 
text of E. J. Scott, ""Transform Caleulus‘ (this Zbl. 65, 94), pp. 289—291.] 

F. V. Atkinson. 

Borok, V. M.: On a certain characteristie property of parabolie systems. 
Doklady Akad. Nauk SSSR 110, 903—906 (1956) [Russisch]. 

Consider the system (1) 2u/öä = Pu, where u=ula,t) =(u;(w,t)) and 
P=P(i 0/0x) =(P;,(i! 8/0x)) (constant coefficients, 1 <j, k< N), together with 
the initial value condition (2) #|,-0 =g. Let };(s) be the characteristic zeros of P(s) 
for s real. (1) is called parabolic, if (3) lim Re A;(s)/|s® <0, A>0 (Silov, 
this Zbl. 66, 341) or equivalently, (3’) lim "Re A;() =— ©. Theorem: If a) the 


initial value problem is correctly posed in L* and b) each solution is infinitely 
differentiable for t > 0, then (1) is parabolic. The main step in the proof consists 
of showing that the Fourier transform of exp (t P(s)) belongs to ZI for t>0, 
which gives lim exp (# P(s)) =0, and ultimately (3’). [Reviewer’s remark. The 


closed graph theorem shows that, e. g., the inequality |du(x,, to)/&x| < C sup |u(z, 0)| 


P7 
must hold for any solution u. Putting u equal to exponential solutions, one gets the 
condition (3’). This proof works also for more than one space variable.] J. Peetre. 


s1 


AB ViSik, M.I. und L. A. Ljusternik: Stabilisierung von Lösungen parabolischer 
Gleiehungen. Doklady Akad. Nauk SSSR 111, 273—275 (1956) [Russisch]. 
Im Anschluß an eine frühere Note (vgl. dies. Zbl. 72, 330) geben die Verff. 


Berge Bedingungen für die Stabilisierung der Lösung u(z, t) der Gleichung 

U 

Lu=7, +Al)u=I@,t), wobei Al)u =—alt) Au + Z bite, 1) + cm, 1) u; 
; ı 


ulbo, 0 all) > 0, gegen die Lösung der Gleichung Alt) o(z,t) = fez,t). Es 


>00. 


werden Kriterien für Konvergenz im Mittel ||u(-,t) — v(-,t)]|— 0 und für gleich- 
.. . . FR Ga 
mäßige Konvergenz in OyXx (l <t<m) (N =1,2,3) gegeben. K. Maurin. 


Franklin, Joel and Herbert B. Keller: A priori bounds for temperature in 
eireulating fuel reaetors. Quart. appl. Math. 14, 57—62 (1956). 

Die Neutronendichte u und die Temperatur v genügen dem nichtlinearen 
Anfangsrandwertproblem u, = u,, + Alw)u, y + cv, =u, u(0,t) = ula,t) = 0, 
v(0, 2) = 0, u(x,0) = uu(®), v(x,0) = vu(x), wobei c eine positive Konstante und 
Uo(X), vu(X) und A(v) vorgegebene, hinreichend reguläre Funktionen ihrer Argumente 
sind. Unter geeigneten, die Funktion A(v) betreffenden Annahmen werden Schranken 
für v(, t), weiter u(x,t)>0, sowie Schranken für n(t)= [ wds hergeleitet, wobei Z 

T 


das Stück der Geraden mit der Neigung l/c durch den Punkt (a, t) innerhalb des 
Streifens O<r<a,i>0is. . H. Witting. 


Ljusternik, L. A.: Über ein Differenzenanalogon der Greenschen Funktion für 
den Laplaceschen Operator. Trudy Sem. funkcional. Analizu 56, Nr. 1, 43—53 (1956) 
[Russisch]. 

Verf. gibt Abschätzungen der Greenschen Funktion g,(&, y) des Differenzen- 
analogons des Laplace-Operators auf der Ebene. Es wird die Konvergenz von 9, 
gegen die Greensche Funktion g(&,y) des Laplace-Operators bei > 0 für jedes 
fixierte & bewiesen. K. Maurin. 


Din (Ilyin), V.A.: A theorem stating that a function having a finite number of 
smooth segments can be expanded into a series of characteristie functions within an 
arbitrary two-dimensional region. Doklady Akad. Nauk SSSR 109, 442—445 (1956) 
[Russisch]. 

Nachdem Verf. auf elementare Weise einige Resultate von Levitan über die 
Asymptotik der Spektralfunktion des Laplace-Operators (in 2 Dimensionen; vgl. 
dies. Zbl. 50, 322) hergeleitet hat, beweist er den folgenden Satz: Jede stückweise 
stetige Funktion f, die einer der drei Randbedingungen genügt, läßt sich nach 
Eigenfunktionen entwickeln, wobei diese Reihe in jeder Untermenge, aus der beliebig 
kleine Umgebungen der Unstetigkeitslinien der Funktion f entfernt wurden, gleich- 

mäßig konvergiert. K. Maurin. 


Win (Ijin), V.A.: Absolute and uniform convergence of expansions in eigen- 
funetions throughout a elosed domain. Doklady Akad. Nauk SSSR 109, 690—693 
(1956) [Russisch]. 

Nachdem Verf. an dem Beispiel der konstanten Funktion gezeigt hat, daß 
sogar glatte Funktionen, die der Randbedingung nicht genügen, eine Eigenfunktionen- 
entwicklung besitzen, die in keinem Punkte absolut konvergent ist, wird der fol- 
gende Satz ausgesprochen: Jede ‚‚quellenmäßig‘‘ darstellbare Funktion 


f(&) = Kaja-ı e (X, 8) h(s) ds EN Kyj2+ «(8 Y) hıly) dy , 


&,&, beliebige positive Konstante IR.@, Er, nu Zen ‚vgl. Verf., dies. Zbl.67, so \ 
i=1 0 u 
ist in eine im ganzen abgeschlossenen Gebiete 2, = 2, absolut und gleich- 
6 
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mäßig konvergente Reihe der Eigenfunktionen nach Laplaceschen Operators ent- 
wickelbar. K. Maurin. 


Martin, A. I.: On the upper and lower limiting points of the speetrum of a 
partial differential equation. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 7, 310—315 (1956). 

L’A. fait l’ötude du spectre de l’&quation ®®/dx + RD/ay? + [A-qa&, IP = 0 
relatif au plan entier des variables x et y. L’A. demontre les th&oremes suivants: La 
fonction de Green du probleme &tant unique ou non, le spectre est toujors non born& 
superieurement. Si la fonction de Green est unique et s’il existe la limite de la fonc- 
tion g(x,y) pour 2? +9? ©, cette limite constitue le point limite inferieur du 
spectre. Si la fonction de Green est non unique, le spectre n’est pas borne inferieure- 
ment. M. Krzyzanski. 

Thyssen, M.: Comportement asymptotique des fonetions et valeurs propres du 
problöeme de Dirichlet-Neumann pour — A4A+ z. Bull. Soc. roy. Sci. Liege 25, 
280—292 (1956). 

Using the method of Carleman, the author determines the asymptotic beha- 
vior of the spectral function associated with the Dirichlet-Neumann problem for 
Laplace’s operator in a bounded region. The results are included in those of the 


reviewer (Gärding, this Zbl. 58, 88). The proof of the corresponding result for the 


eigenvalues is incomplete.‘ (The next but last formula on p. 291 is doubtful.) 
L. Gärding. 

Payne, L. E., 6. Pölya and H. F. Weinberger: On the ratio of conseeutive 
eigenvalues. J. Math. Physics 35, 289—298 (1956). 

One considers a domain D in the plane x, y, its boundary Ü and three classical 
problems with eigenvalues concerned with: (1) the membrane Au+/u=0inD, 
u=00on(, (2) the clamped plate Adu—uu=0inD, u=uw,=0 on (, uw,—= Quldn, 
(3) the buckling of a plate Adu+vAu=0inD, u=w, =0 on (; here are A 
the Laplace operator and n the normal on ©. The authors prove the following 
theorem: Independently of n and ofthe shape of D there exist the relations: 

(17) An = 3A (2’) Un-+i1 zZ I un» (3) 2) Z 37 
where /;, u, v; are the successive eigenvalues in the above classical problems respect- 
ively with A, <An+ı, Un Z<Unt1: %n<YVn+ı for n> 1. The paper consists of five 
parts. Part I applies to the case of the membrane and that of the clamped plate. 
In the three next parts one deduces the proofs of the above theorem, but part V 
contains additional remarks. Regarding as known the first n eigenfunctions [w;] 
and considering such properties which belong equally to the two first problems 
namely u; = 0 on the boundary C and the condition of orthogonality, one uses ‘trial 
functions”, which satisfy the conditions , =0 on CO and (uw, =0, for ,j —1 
2,...,n, in the form , =2w— 3 4,4, witha,= [xu; u, =a,,, one obtain 
for the membrane the ratio of consecutive eigenvalues A,ı1ı —A,= p n* 1A and 
for the plate 1241 — m = 8m! 3 u;. For proof is used Schwarz’s inequality. On the 
same manner, but more complicately, one obtains a third result. (See this Zbl. 65, 88). 
RE: ei N D. Raskovic. 
errin, James: A note on harmonie funeti i i 
ans tions defined in a half plane. Duke 
| The Phragmen-Lindelöf-Heins theorem and the Julia-Wolff theorem are proved 
in a combined form as follows: Let u(z), z=x + iy, be harmonic in the half plane 
y> 0, let lim inf u(z) > 0 asz— x, and suppose that asr— oo lim sup m(r)/r > 2 oo 
with m(r) = min u(z) on 2| =r. Then there exist limits x = lim m(r)/r as r— & 
and ß = lim u@)/y as z> oo in the sector S:y>k|x|,k > 0. These limits are 
connected bya = min (0, 8). Moreover, lim du/&x = 0 and lim du/öy = ß asz— 
in S. Finally, we have u >  y, where the equality holds if and only if u) = ß y 
M. Ohtsuka. 
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Freud, 6. und D. Krälik: Über die Anwendbarkeit des Dirichletschen Prinzips 
für den Kreis. Acta math. Acad. Sci. Hungar. 7, 411-416, russ. Zusammenfassg. 
417—-418 (1956). 

Let F(p) be a real-valued continuous function defined in 0O< 9 S2n such that 
F(0) = F(2r). Let a,, b, be the Fourier coefficients of F(g) and set 


27 1/2 
add; 7) = up, FERN Amar). 
| S 0 
The author proves that, for 0<«< 2, the following two series and one integral 
are convergent or divergent at the same time: 
2m 


Storm) X b | | F@ +) — Fo — HP 
_— ———, n* An Hb,2 2 - -dtd . 
2 ee > er) a: p 


' As is known, in the special case x = 1, their convergence is a necessary and sufficient 
_ condition in order that the Dirichlet principle is applicable to the domain |z| < 1 
' and to the boundary function F(p). M. Ohtsuka. 


Tsuji, Masatsugu: Solution of Neumann’s problem without use of integral 
equation. Commentarii math. Univ. Sancti Pauli 5, 123—127 (1956). 

Für ein Gebiet D auf einer geschlossenen Riemannschen Fläche, dessen Rand /' 
von einer endlichen Anzahl analytischer Kurven gebildet wird, stellt Verf. die Lösung 
w(z) der Neumannschen Randwertaufgabe mit Hilfe der Greenschen Funktion 
von D dar. Von der auf J'erklärten Funktion f(£) wird angenommen: Stetigkeit bis 
auf endlich viele Eckpunkte Z,, || < M auf I’ und [f(ö)la2| =0. Für das 

Fr 


Dirichletintegral D[u] gilt D[u] < kM?, wobei k = k(D) nur von D abhängt. 
H. Wittich. 
Duff, 6. F. D.: On the Neumann and dual-adjoint problems of generalized 
potential theory. Trans. roy. Soc. Canada, Sect. III, III. Ser. 50, 23—31 (1956). 
On se place dans le cas ot M est un domaine limite par une surface reguliere B, 
et l’on definit £@, no comme dans les travaux pr&cedents (cf. en particulier G. Duff 
et D. ©. Spencer, ce Zbl. 49, 189), composantes „tangentielles“ et „normales“ 
respectivement d’une forme differentielle 9, B pouvant localement etre defini en 
annulant une coordonne& locale 2°. Ona:pg=tipy+ngpy=tp+Nngpndae”. On 
etablit alors l’existence d’une forme harmonique @ avec valeurs donndes pour t dp 
et n dp sous la condition necessaire et suffisante que l’on ait 
ra per 
B 
pour tout champ harmonique 7 regulier sur M + B. On obtient pour le probleme de 
Neumann l’&nonee: il existe une forme harmonique avec valeurs donnees de £ * dp sous 
la condition d,(x dp) = (—)Pt*« et une condition integrale; p est le degr& de 9 et 
x = döp= — ödp. De möme il existe une forme harmonique 9 avec valeurs donnees 
de t9,tx* dp sous la condition: 


Son rde—on»*dp)=0 
B 


T 


o &tant une forme ‚„‚propre“ satisfaisant aö0o=ddoe = 0,t +0 —. P. Lelong. 

Bergman, Stefan: Bounds for solutions of a system of partial differential 
equations. J. rat. Mech. Analysis 5, 993—1002 (1956). 

Bergman und Schiffer (dies. Zbl. 56, 320) haben gezeigt, daß sich Lösun- 
gen von Systemen (1) 4 (Page; + Pyun) + Frl Yu) 9 = Yarzt Fr Fran )y = 0, 
4 =% Tiys 2 =% —iy,k=1,2, mit Hilfe Bergmanscher Operatoren dar- 
stellen lassen, die Paare analytischer Funktionen g,(21, 25), 92(21, 22) zweier komplexer 


Variabler in Lösungen von (1) transformieren. Diese Operatoren zeichnen sich durch 
6* 
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den einfachen Zusammenhang aus, der zwischen einer Lösung y von (1) und ihren 
„Zugeordneten‘ g,, 9, besteht. Infolgedessen ist es möglich, mit Hilfe dieser Opera- 
toren aus funktionentheoretischen Sätzen Aussagen über das Verhalten von y zu ge- 
winnen. In der vorliegenden Arbeit werden Schranken für |y| angegeben, wobei y 
eine beliebige im Dizylinder |z,| <1, |z,| Sl reguläre reelle Lösung von (1) ist, 
für die g,(0, 0) reell ist. Die Erweiterung der Ergebnisse auf Systeme nichtlinearer 
partieller Differentialgleichungen wird erörtert. E. Kreyszig. 


Integralgleiehungen. Integraltransformationen: 


Kareivadze (Kartzivadze), I. N.: On the singular integral operator with discon- 

tinuity coeffieients. Doklady Akad. Nauk SSSR 109, 450—452 (1956) [Russisch]. 

The author shows that, under certain conditions, the singular integral operator 

SD = alt) Dit) + (mi) Blt) [ D(o) (o—t)"! do where C' is the unit circle, need 
N Ä 


not be of „‚generalised Fredholm type”, even though the normality conditions) 
la) + Plt)| > m > 0 for almost all & be imposed; here «(t), P(t)e L,,, for some p;> 14 
The idea of the proof is to construct a convergent family of operators S,,n =1,2. 
..., Where the index (i. e. the difference between the numbers of linearly indepen- 
dent eigenfunctions of the original and the transposed operators) of S, is equal to n. 
The author goes further to show that the S thus constructed is in general not even 
normally soluble. F.V. Atkinson. 


Miehlin (Mikhlin), $. G.: On the multipliers of Fourier integrals. Doklady 
Akad. Nauk SSSR 109, 701—703 (1956) [Russisch ]. 

Es wird ein Satz von J.Marcinkiewiez über Multiplikatoren von der Klasse 
(L,, L,) der Fourierschen Reihen (dies. Zbl. 20, 354) auf den Fall der Fourierschen 
Integrale übertragen. Es sei D(x) (x = (x, %, . . . ,%m)) eine in EZ, überall (mit der 
eventuellen Ausnahme des Punktes © =0) stetige Funktion, die Ableitung | 
0" Djöx, 0%, .. . 0%, möge in jedem Punkt existieren, und die vorhergehenden Ab- 


leitungen sollen alle stetig sein. Ferner sei |x|"| 0" ®/ox,, 0x, - - . x, SM< Ro) 
fürk=0,1,...‚,m; l1£n<r,<:---<r, Sm. Dann existiert eine im Raum 


L,(E,) überall dichte Menge von Funktionen g(x), für welche der Operator 
1 DK ) —i 
(Fg) (8) = [e em Gy) a | EN ey de 


(2) 
m Em « \ 
existiert, und man hat ||Fg||, < A, „m M ||g||»; hier ist A, „ gleich der im Satz von | 
Marcinkiewicz auftretenden Konstante. — Dieses Resultat wird dann zur Unter- 


suchung des singulären Integraloperators (Au) (x) =au(x) + | 10) uly) dy an- | 
gewendet. = j 
Mm 


B. 82.-Nagy. 

Akutowiez, Edwin J.: On the determination of the phase of a Fourier integral. I. 
Trans. Amer. math. Soc. 83, 179—192 (1956). | 
Let $(x) denote the Fourier transform of o(t) which is a complex valued function 

on (—%, 00). The question as to what extent does the modulus of 9, |ö(x)] = a(x) say, 
determine 9, is studied. It is shown thatif: 1. pe ZIN L?(— x, oo), where L! and 12 
are the Lebesgue-spaces, 2. p(t) vanishes p.p. fort<0,3.9&) 20, — w<x< w, 
then e Suter B,(x) p(x) = e'®tib® B,(x) 9,(x), where |A@)| = |Pl@)| = az), az) 
a fixed function), c,, c,, d,(> 0), b,(> 0) are real numbers and B,(x), B,(x) arelimitsas 
y>0 + of certain Blaschke products in the upper half-plane with IB.(@)| =|B;(@)| =U | 
The method of proof consists in setting D(z) — = | e'z!o(t) dt which is analytie | 
7 H 

{) 
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for y>0, 2 =x-+iy. Then it is shown that (! Die)? de < 0, thus implying 


. the representation D(z) = ei®+i?2 B(z) D(2) G(z), where (i) ,5b(> 0) are real num- 
ı bers, (ii) B(z) is the Aura Blaschke product formed with the zeros of ©(z), 


m... i) 1-+:zlog|d(t e en / 
' (ji) Dee, | a ro di\, iv atm=erp | ErEk an), where 


VE 
E(t) is a real bounded increasing function with derivative Et) = 0p.p. Lastly 
it is shown that G@) = 1 i.e., E(t) = const. It is also proved that if the zeros {a,} 
‚of ®(z) are such that II en: “ converges to a limit which is independent of the 


- enumeration of {a,}, then there exists a 9 whose Fourier transform is e!*+ißz D(x), 
—©0<x2<m, where a, ß are real and D(x) is a continuous function given by 


£ 1 etz t 
Dia) = im exp; | u _.. 


y>o0 


dt\. Finally, some questions are raised and 
examples illustrating the first theorem are given. For references, see the author’s 
article. ©. Ulucay. 


Berg, Lothar: Über das asymptotische Verhalten der Laplace-Transformation. 
' Wiss. Z. Hochschule Elektrotechn. Ilmenau 2, 77—78 (1956). 


Die Funktionen F,(t), Dy(t), o(t) seien für £> 0 definiert und n 0<t<pn 
stetig; daselbst sei D,(t) > 0, ol) = 0. Es sei o(6,) #0 für eine SE ö,. Mit 


Fit) = F,(t) o(t), Dit) = Dult) oft) sollen die Laplace-Integrale f(s) = [eru) dt, 
s) = [ e°! D(t) dt irgendwo konvergieren. Ist dann Fy(t) = Bslt) für t—0, so 


‚ gilt fs) —o(s) für s(reell)— oo. Dieser Satz verallgemeinert im Falle eines reell 
gegen & strebenden s die für ®(t) = t* und t* logt bekannten Sätze auf beliebige P(t). 
| @G. Doetsch. 


Bhonsle, B.R.: On some results involving generalised Laplace’s transiorms. 
Bull. Caleutta math. Soc. 48, 55—63 (1956). 
Betrifft das Zusammenwirken mehrerer Abbildungen, namentlich der Laplace- 


schen o(p) =P f eP% f(x) dx, die Verf. durch p(p) = f(x) bezeichnet, und der sie 
0 [60) 


' verallgemeinernden Meijerschen g(p) = p fe??? (pa) HU? Wy+172,m (P x) x) da 
0 


(p) abkürzt. seinen vier Sätzen 


(s) und f(s) == g(f), 


k 
“ mit Whittakerschem Kern, die er durch f(x) 


kann hier nur der erste wiedergegeben werden: Wenn f(£ 
R B 1 7,2 —k+tm = u 
so gilt lee) x(u, s) du mit (u, )= — a: = h . 9 Be ee 
_ die beiden Vorzeichen + deuten das Auftreten beider damit behafteten Aus- 
_ drücke an, in I‘, z.B. zwei Faktoren J‘. Vorausgesetzt wird Re (2 — k+m)>0, 
Ehe s > s,>0; Re (u +1) > 0, wobei g(u) = O(u*) für kleine u; g(u) (u, s)—> 0 
bei u— 00; h(s) - |g(t)| vorhanden. Beispiel: g(t) = !”, 


= DE An u In +1) T,«1l—n—k+mT2—2k „ı 
+ WITT ONE we 


Der dritte Satz des Verf. liefert bei besonderem Werte eines Parameters ein Ergebnis 
von Disneh Chandra (dies. Zbl. 49, 199). L. Koschmieder. 
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Bhonsle, B.R.: A theorem ‚involving generalised Laplace integral. Bull. 
Caleutta math. Soc. 48, 177—180 (1956). 


. 1 
Aus yv(p) =P | e-?* f(x) de (Laplace-Transformation) und am —k+ 1/2 () | 


> 0 


—=x | eu (guym—U2 W, „(zu)g(u) du (verallgemeinerte Laplace-Transformation) | 


Ö © 


folgt y(p) = 2 pt? | u” Kam (2 (u p)!!?) plu) du für plu) = O(w) bei u—>0, 


f) 
P2>0 Ra FT) > RER ul) 208 @. Doetsch. 


Miyadera, Isao: On the representation theorem by the Laplace transformation || 


of veetor-valued functions. Töhoku math. J., II. Ser. 8, 170—180 (1956). 


Es handelt sich um die Übertragung der Darstellungstheorie des klassischen l 


Laplace-Integrals auf das Laplace-Integral von Funktionen, deren Werte in einem 


reflexiven Banachschen Raum X liegen. Notwendige und hinreichende Bedingungen 


dafür, daß eine Funktion f(s) die Laplace-Transformierte einer Funktion aus 
B,([0, ©); X), dem Analogon zu ZP(0, ©), ist, wurden von P.G. Rooney (dies. Zbl. 


55, 93) an Hand eines Integralumkehroperators angegeben. Verf. stellt notwendige 
und hinreichende Bedingungen unter Verwendung des Post-Widderschen Differen- 


tialumkehroperators auf. Sie sind analog zu den bekannten Bedingungen im numeri- 


schen Fall. @G. Doetsch. 


Zaidman, Samuel: Sur la representation des fonetions veetorielles par des inte- 
grales de Laplace-Stieltjes. ©. r. Acad. Sci., Paris 245, 397—399 (1957). 
Notwendige und hinreichende Bedingungen dafür, daß eine Funktion die 


Laplace-Transformierte einer vektorwertigen Funktion aus einem Raum, der das 


Analogon zum Lebesgueschen LP(0, oo) ist, darstellt, wurden von P.G. Rooney 


(dies. Zbl. 55, 93) und I. Miyadera (vorstehendes Referat) angegeben. Verf. leistet 


dasselbe für Laplace-Stieltjes-Integrale f(s)= [ e”* da(t), wobei für «(t), dessen Werte 
0 


in einem reflexiven Banachschen Raum liegen, die Klasse der Funktionen von be- 
schränkter schwacher bzw. starker Variationin der Terminologie von Hilleund von be- 
schränkter starker Variation im Sinne von Gelfand zugrunde gelegt wird. @. Doetsch. 


Jaiswal, J. P.: On Meijer transform. III. Compositio math. 12, 2834—297 (1956). 


Fortsetzung der Noten (dies. Zbl. 46, 114; 47, 350) über die von ©. S. Meijer | 


eingeführte Transformation o(s)= s [ e”°!!? (st) #12 W, ı 1%2,m(s £) fit) dt. Es wer- 
0 


den 8 Sätze von folgendem Typus bewiesen: Wenn @ die Meijer-Transformierte von 
/t) und x(s,u) die Laplace-Transformierte von (l +ut-!)k+m (t) ist, so ist 


fe. uk+m—1y(s,u)du = I (m — k) s-m+kg(s). @. Doetsch. 
f) 


Ghosh, P.K.: On (p)-convergent integrals and their application to mathematical 
physies. Bull. Calcutta math. Soc. 48, 33—44 (1956). 
Es sei 9 monoton nicht zunehmend, @’ stetig und 9(+ ©0) — p(0) = K vorhan- 


[6] 


N: 
den und #0. Wenn z; | p E 


; ra dt für A— oo einen Grenzwert | hat, so heißt I 


der p-limes von f(x) für >00. Dieser Limitierungsbegriff wird auf Stetigkeit, Inte- 


grierbarkeit und Differenzierbarkeit hinsichtlich eines in f auftretenden Parameters | 
untersucht. Die o-Limitierung wird dazu verwendet, um gewissen in der theoretischen | 


Physik auftretenden divergenten Integralen einen Sinn zu verleihen. G@. Doetsch. 
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Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Monna, A.F.: Sur les espaces normös non-archimediens. I, II. Nederl. Akad. 
Wet., Proc., Ser. A 59, 475—483, 484-489 (1956). 
Soient K un corps value, dont la valeur absolue est non archimedienne, et Z 
un espace norme sur K, dont la norme verifie l’inegalite ultrametrique e-+ | 
< max (|x||, ||y|)). A la suite d’Ingleton (ce Zbl.46, 120), I’A. considere les espaces 
5 dans lesquels toute famille de boules ferme&es, totalement ordonnde par inclusion, 
a une intersection non vide (espaces ‚„‚spheriqguement complets‘‘). Ilmontre que dans 
un tel espace, tout sous-espace vectoriel ferm& V admet un supplementaire topologi- 
que V* tel que pour ze V et ye V*, ||x|| (resp. |y||) est la distance de za V* 
(resp. la distance de y&V); on a alors |c+y| = max (||x!|, |y!!). — Dans la 
seconde partie ’A. montre que si H est un espace norm& complet söparable sur un 
corps value spheriquement complet K, alors E est isom6trique ä un espace de suites 
bornees x — (£,) d’elöements de K, avec je] = supa„|&,|; oü (a,) est une suite 
n 


bornee de nombres reels > 1. Il remarque aussi qu’un espace norm& complet tel 
que la norme ||x| ait un ensemble de valeurs n’ayant d’autre point d’accumulation 
que 0, est spheriquement complet. Mais un espace norm& complet (ultrametrique) 
sur un corps spheriquement complet n’est pas necessairement spheriquement complet. 
J. Dieudonne. 


Robertson, Alex P. and Wendy Robertson: On the closed graph theorem. 
Proc. Glasgow math. Assoc. 3, 9—12 (1956). 

In the following we use the terminology of N. Bourbaki “Espaces Vectoriels 
Topologiques’’ (this Zbl. 50, 107; 66, 353; 67, 83). A locally convex topological 
vector space E is said to be fully complete if a vector subspace M’ of its dual Z’ is 
closed whenever M’N\U® is closed for all neighbourhoods U ofO in E, where U? is the 
polar of U. A fully complete space is complete. Fr&chet spaces and thus Banach 
spaces are fully complete. The closed graph theorem is extended in the following 
manner. Ift is a linear mapping ofa barrelled space E into a fully complete space F 
and the graph oft is closed, then t is continuous. The same result is obtained in the 
case where E is an inductive limit ofconvex Baire spaces and F isa separated induc- 
tive limit of a sequence of fully complete spaces. By considering a linear mapping 
in the reverse direction, a form of the open mapping theorem is obtained. From 
this one may deduce that any linear image of a fully complete space in a separated 
locally convex space is either meagre or the whole space. J.E.L. Peck. 


Halperin, Israel and W. A. J. Luxemburg: The Riesz-Fischer completeness 
theorem for funetion spaces and vector lattices. Trans. roy. Soc. Canada, Sect. III, 
III. Ser. 50, 33—39 (1956). 

The classical proof of the Riesz-Fischer theorem (completeness of the space LP 
of p-power integrable functions) consists in obtaining out of a Cauchy sequence (in 
the mean) of functions, a pointwise Cauchy subsequence and showing that the origi- 
nal sequence converges in the mean to the function, to which the latter subsequence 
converges pointwise. The authors point out that an alternate proof results by con- 
sidering LP as normed vector lattice under the p-norm || |, satisfying the special 
condition that for every sequence %,, 4,,..., for which 3 |u;» <%®, the sums 
U+U+-::+W,n=1,2,..., have a lattice upper bound. This condition 
and the new proof are treated in an abstract setting in Theorem 4.2. However, in 
applying this argument to LP? we cannot disregard the fact that an element of LP 
is a function with a value at almost every point of a given set. This fact, essential 
in the classical proof, is not used in proving Theorem 4.2 (i. e. the above special lattice 
condition implies completeness) but is required to prove that the normed lattice ZP 
satisfies that condition. In another direction, the authors examine the classical, 
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(“pointwise”) argument, already shown by Bourbaki (Integration; this Zbl. 49, 317) 
to be valid in the case of a space L#, of functions f with values in a normed space F 
with norm || ||, such that the real valued function (I /||)p is integrable. In this case 
the lattice argument is not applicable. They replace the norm /l» = (Sf? du! 
by an abstract norm with just enough of the properties of ||f||, to make Bourbaki’s 
proof go through. The paper concludes with a suggestion as to how these two 
approaches can be unified by means of a slightly more general formulation of the 
problem. J.@. de Lamadrid. 


Nef, Walter: Über die Fortsetzung monotoner Linearformen. Math. Z. 66, 
129142 (1956). 

Es sei M ein teilgeordneter Vektorraum über dem Körper der reellen Zahlen, 
L ein Unterraum von M, F, eine monotone Linearform auf Z [d.h.auszeL,x>0 


möge F,(x) > 0 folgen]. Auf zwei geeigneten konvexen Kegeln C und C = - 
von M werden zwei reelle Funktionen p(y) und p(y) konstruiert mit der Eigen- 


schaft, daß für jede äuf M definierte monotone und lineare Fortsetzung F von F, 
»(y)<F(y) <P(y) gilt, soweit die auftretenden Größen existieren. Sind dagegen für 


Ye CNC und für die reelle Zahl n die Bedingungen p(y,) <n < ?(y,) erfüllt, so exi- 


stiert eine monotone lineare Fortsetzung F von F, auf M, für die F(y,) =n ist. Die 
Menge {y: yeCndG, p(y) =.D(y)} ist ein Unterraum N, es gilt LCN CM, und 
F(y) = p(y) ist eine monotone lineare Fortsetzung von F, auf N. Für zeM ist 


F,(z) = F,(z) dann und nur dann für zwei beliebige lineare monotone Fortsetzungen 
F, und F, von F, auf M, wenn ze N ist. Bezeichnet man mit {L, y} den Z und y 
enthaltenden kleinsten Unterraum von M, so bilden diejenigen Elemente y, für 
welche F, auf {L, y} eine und nur eine lineare monotone Fortsetzung besitzt, einen 
Unterraum L*(F,); auf L*(F,) läßt sich F, monoton und linear fortsetzen, und zwar 


eindeutig. Der Übergang von L zu L*(F,) besitzt den Charakter einer Abschließungs- 
operation. A. Osäszär. 


Nef, Walter: Über lineare Formen, die gegenüber einer abelschen Gruppe line- 
arer Transformationen invariant sind. Arch. der Math. 7, 250—258 (1956). 

Es sei M ein reeller Vektorraum, J’eine Gruppe linearer Transformationen von 
M auf sich, L ein gegenüber J’invarianter Unterraum von M, M möge eine gegen- 
über J’invariante und mit der linearen Struktur verträgliche Teilordnung besitzen, 
endlich bedeute F, eine auf L definierte, gegenüber /'invariante monotone Linear- 
form [d.h. aus x > 0 soll F,(x) = 0 folgen]. In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 71, 
329) hat Verf. eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür gegeben, daß F, 
auf M eine monotone, lineare und gegenüber ]' invariante Fortsetzung besitzt. 
Jetzt behandelt er den wesentlich einfacheren Fall einer abelschen Gruppe I’ und 
zeigt, daß in diesem Fall die betreffende Bedingung folgendermaßen lautet: F, 
soll eine monotone lineare Fortsetzung F auf M besitzen, für welche F(x°) bei fest- 
gehaltenem x e M für o € I’ beschränkt ist. Als Anwendung in der axiomatischen 
Integrationstheorie ergibt sich daraus die Existenz des universellen Integrals von H. 
Hadwiger. A. Osäszar. 

Lorch, Edgar R.: L’integrazione ed i funzionali lineari. Rend. Sem. mat. fis. 
Milano 25, 113—120 (1956). 

Im ersten Teil wird — nach Besprechung bekannter Sätze über die Darstell- 
barkeit linearer (stetiger) Funktionale in kompakten Räumen durch Integrale — 
die Frage gestellt nach den topologischen Räumen 7 der folgenden Eigenschaft: 
Bezeichnet C(T) den, gemäß ||/|| = sup (|f(@)|; € T) normierten, Vektorverband 
der reellen beschränkten stetigen Funktionen über T', so sei jedes lineare beschränkte 
stetige Funktional über O(T) durch ein Lebesgue-Stieltjesintegral [ f du darstellbar. 

2% 
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Sodann wird gezeigt: Ist 7’ ein normaler Hausdorffraum und ist jedes lineare be- 
schränkte Funktional über C(7’) (vgl. oben) stetig, so enthält keine unendliche ab- 
geschlossene Teilmenge von 7’ isolierte Punkte. — Im zweiten Teil wird von einer 
Topologie im Definitionsbereich R der betrachteten reellen Funktionen abgesehen 
und gezeigt: Ist V ein wie oben normierter Vektorverband von reellen beschränkten 
Funktionen über R, so bilden die linearen beschränkten stetigen Funktionale über 
V ein Rieszsches Band B im Vektorverband B* aller linearen beschränkten Funk- 
tionale über V; in der Arbeit wird dies so formuliert: Es existiert eine lineare, be- 
schränkte Abbildung P von B* in sich mit P?—= P und mit P(F) = F genau für 
F e B. [Anm. d. Ref. Der Satz folgt aus einem Satz von H. Bauer (vgl. dies. Zbl. 52, 
265), dort 3.3.5. Satz (8. 116).] Übrigens sind P und 1 — P positiv. Otto Haupt. 

Sawashima, Ikuko: Some remarks on the definition of integrals of vector- 
valued functions. Natur. Sci. Rep. Ochanomizu Univ. 7, 1—9 (1956). 

Definition d’une integrale ä valeurs dans un espace vectoriel topologique locale- 
ment convexe, s’inspirant des id6es de S. Kametani (ce Zbl. 45, 172) etde G. Birk- 
hoff qui avait traite le cas d’un espace de Banach (ce Zbl.13, 8). Les fonctions 
integrables au sens de Philipps (ce Zbl. 22, 319), de Rickart [Trans. Amer. math. 
Soc. 52, 498—521 (1942)] et de Pettis (ce Zbl. 19, 416) sont integrables au sens de 
Sawashima (avec identit& des valeurs des integrales). A. Revuz. 

eNajmark, M. A.: Normierte Ringe. Moskau: Staatsverlag für technisch- 
theoretische Literatur 1956. 4888. R. 20.40 [Russisch]. 

Das Werk behandelt die in den letzten Jahrzehnten nach grundlegenden Ar- 
beiten von J.v. Neumann besonders von sowjetrussischen und amerikanischen 
Autoren weitgehend entwickelte Theorie der normierten Ringe (normierten Algebren, 
Banach-Algebren). Es handelt sich dabei um assoziative Algebren über dem reellen 
oder dem komplexen Körper, die außerdem normierte Räume sind mit |x=y| <|x] - |y|. 
Da die Anwendungen dieses besonders schönen Gebietes der topologischen Algebra 
vielfältig sind und insbesondere für die Darstellungstheorie der lokalkompakten 
Gruppen nicht entbehrt werden können, dürfte das vorliegende Buch einem weiten 
Kreis von Mathematikern und theoretischen Physikern hochwillkommen sein. 
Es ist zugleich einführendes Lehrbuch und Ergebnisbericht. Einerseits werden 
nämlich die benötigten Hilfsmittel (aus Funktionalanalysis, linearer Algebra, Grup- 
pentheorie, mengentheoretischer Topologie) ab ovo entwickelt, so daß das Buch für 
jeden im mathematischen Denken hinreichend geübten Leser zugänglich ist. An- 
dererseits wird die Literatur über das behandelte Gebiet vollständig berücksichtigt, 
und wenn gelegentlich ein Ergebnis ohne Beweis angeführt wird, so wird wenigstens 
auf die Literatur verwiesen. Das Literaturverzeichnis (173 Autoren, über 400 Titel) 
dürfte bis zum Jahre 1954 vollständig sein. (Das Werk ist im August 1955 abge- 
schlossen worden.) Allerdings wird die Benutzung der Literaturangaben dadurch 

wesentlich erschwert, daß alle Autorennamen in unsystematischer Weise ins Kyril- 
lische transskribiert sind. (Beispiel: E. A. Michael findet sich unter Mitel; bei der 
Transskription von H ist die gewohnte Doppeldeutigkeit nicht vermieden.) Bemer- 
kenswert sind die vielen Beispiele zu den einzelnen Abschnitten, die nur zum klei- 
_ neren Teil zur Übung für den Leser bestimmt sind, meist aber wesentliche Ergän- 
zungen zum Text bringen. Das Buch kann einmal als Einführung in die Funktional- 
analysis empfohlen werden. Zum anderen wird es dem Fachmann auf den Gebieten 
der Funktionalanalysis und der Darstellungstheorie als erste Zusammenfassung der 
Ergebnisse eines wichtigen Gebietes bald unentbehrliches Handbuch sein. Die 
Unterschiede zu den Werken von Hille (Functional analysis and semi-groups, dies. 
Zbl. 33, 65) und Loomis (Abstract harmonic analysis, dies. Zbl. 52, 117) sind nach 
dem Gesagten offensichtlich: Hier wird Vollständigkeit auf dem Spezialgebiet der 
normierten Algebren angestrebt (und wie dem Ref. scheint, auch erreicht), während 
auf die speziellen Anwendungen (abgesehen von dem Abschnitt über Darstellungen 
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von Gruppen) meist nur verwiesen wird. Die didaktisch und sachlich vorzügliche 
Darstellung, die uns schon aus vielen Werken prominenter sowjetischer Autoren be- 
kannt ist, kann man auch im vorliegenden Buch wieder bewundern. Es ist dringend 
zu wünschen, daß das Werk durch Übersetzungen in westliche Sprachen bald einem | 
größeren Leserkreis zugänglich wird. — Das Buch beginnt mit einer 134-seitigen Zu- 
sammenstellung von Hilfsmitteln aus der linearen Algebra (lineare Räume, konvexe 
Funktionale, Satz von Hahn-Banach und Verwandtes), der Topologie und der Funk- 
tionalanalysis. Dabei ist besonders hervorzuheben die Einführung in die komplexe 
Analysis der normierten Räume, und — ganz allgemein — die ausführliche Darstel- 
lung der Beweise. Teil II bringt dann eine Einführung in die Theorie der nor- 
mierten Ringe, wobei „Ringe“ als lineare Räume mit assoziativer Multiplikation 
eingeführt werden (sonst auch als assoziative Algebren bezeichnet), und schreitet 
durch fortlaufende Spezialisierung fort zu topologischen Ringen (besonders mit 
Stetigkeit der Inversen), normierten Ringen und symmetrischen Ringen (d.h. 
Ringen mit einem involutorischen Antiautomorphismus 2— x*). In Teil III beginnt 
die speziellere Theorie mit der Behandlung der kommutativen normierten Ringe R, 
für die (bei Existenz eines Einselements) nach Gelfand die (bikompakte) Menge M 
der maximalen Ideale grundlegend ist; dabei wird die Topologie in Mt mittels der 
schwachen Topologie im Raume der Funktionen M— R definiert. Auf diese Weise 
wird ein Homomorphismus von R auf einen Ring von stetigen Funktionen auf diesem 
bikompakten Raum M gewonnen, dessen Kern das Radikal von R ist. Für die 
Repräsentation halbeinfacher Banach-Algebren auch ohne Einheit durch Funk- 
tionenringe auf lokalkompakten Räumen wird auf Loomis verwiesen. Es folgen 
eine ausführliche Darstellung der Analysis der Potenzreihen in Banachschen Ringen 


mit Einselement nach Lorch und Silov. Ein Abschnitt über Homomorphismen 
und Isomorphismen kommutativer Ringe enthält den Satz von der Eindeutigkeit 
der Normtopologie im halbeinfachen Fall; die Verallgemeinerung (Rickart) auf 
gewisse nichtkommutative Ringe wird erwähnt. Es folgen Abschnitte über die Ring- 
grenze und über vollsymmetrische Ringe (alle Maximalideale symmetrisch; ein 
Kriterium für Vollsymmetrie ist die Invertierbarkeit allere + x*x). Daran schließen 


sich wichtige Sätze (insbesondere von N ilov.) über reguläre Ringe (in denen das Sy- 
stem der Funktionen M— R regulär im üblichen Sinne ist) und Resultate von 
Gelfand und Najmark über die Realisierung von vollregulären Ringen durch 
stetige Funktionen. — Teil IV befaßt sich mit Darstellungen symmetrischer 
Ringe im Ring ®(9) der beschränkten linearen Operatoren in einem gegebenen 
Hilbertraum 9, wobei besonders vollsymmetrische Darstellungen interessieren, bei 
denen der Involution * der Übergang zum adjungierten Operator entspricht. Eine 
Darstellung R> {A,} heißt zyklisch, wenn für ein &,e 9 {A,&,} dicht in 9 ist, 
&, heißt ein zyklischer Vektor. Jede Darstellung ist direkte Summe von zyklischen 
Darstellungen. Die Darstellungen können mittels positiver Funktionale beschrieben 
werden [Gelfand-Najmark; ein lineares Funktional f(x) auf R heißt positiv, wenn 
f(x*x) > 0 für alle x]. Jede symmetrische Darstellung eines symmetrischen Ringes 
ist stetig und |A,| < |x|. Zu jedem Paar: Darstellung <—4,, zyklischer Vektor &, 
gehört das positive Funktional f(x) = (A, &,, &,); diesen Funktionalen entsprechen 
die Darstellungen (von Äquivalenzen abgesehen) eineindeutig. Über vollständige 
vollreguläre kommutative Ringe wird bewiesen, daß jede (nicht notwendig zyklische) 
Darstellung gegeben ist durch A, = [ x(M) dP(M), P = P(A) ein Spektralmaß auf 
M 


M. Es folgen die Spektralsätze für selbstadjungierte und beliebige Hermitesche 
Operatoren. Das Kapitel schließt mit Abschnitten über Einbettung symmetrischer 
Ringe in Operatorenringen, irreduzible Darstellungen, Beispiele kommutativer sym- 
metrischer Funktionenringe, eine Verallgemeinerung des Schurschen Lemmas und 
über Darstellungen von ®(%). — In Teil V werden einige spezielle Typen von Ringen 


u 


weiter untersucht. Für vollsymmetrische Ringe wird u. a. ein Kriterium von Ra jkov 


bewiesen: lim y (x*x)"|= sup f(x*x). Ferner werden untersucht: Vollreguläre Ringe, 
N>XO e)= 


Ke)=1 

Dualringe [UR(Z))= I, R(XL,)) = I, I; Links-, I, Rechtsideal, X($S) Links- 
annihilator der Menge 8, R(S) Rechtsannihilator], Annihilatorringe [X(R) = R(R) 
= (0)] und Ringe von Vektorfunktionen (mit dem kontinuierlichen Analogon des 
Schurschen Lemmas). Kapitel VI, „Gruppenringe‘‘, bringt zunächst eine Einfüh- 
rung in die Gruppentheorie mit dem Existenzbeweis für das invariante Integral auf 
lokalkompakten Gruppen und dann die Definition und die Haupteigenschaften des 
Gruppenringes L!(&). Dem Zusammenhang zwischen den unitären Darstellungen der 
lokalkompakten Gruppe & mit den Darsteilungen von L1(&) wird breiter Raum ge- 
widmet. Unter den Beispielen findet sich eine eingehende Behandlung der Lorentz- 
gruppe. Weitere Gegenstände: Positiv-definite Funktionen, Approximationssätze. 
Die harmonische Analyse auf lokalkompakten kommutativen Gruppen wird in vol- 
lem Umfang entwickelt. Das bemerkenswerte Kapitel schließt mit einem Abschnitt 
über Darstellungen kompakter Gruppen. — Teil VII kommt nochmals zurück auf 
den Ring B(9) der beschränkten Operatoren im Hilbertraum 9; auf die einzelnen 
zum Teil sehr speziellen Resultate kann hier nicht eingegangen werden. Das Buch 
schließt mit einem Kapitel über die Zerfällung von Operatorenringen in irreduzible 
Ringe.  D. Laugwitz. 

Helgason, Sigurdur: A characterization of the interseetion of Z!-spaces. Math. 
Scandinav. 4, 1—8 (1956). 

Let &(S) denote the space of all real-valued continuous functions vanishing at 
infinity on a locally compact Hausdorff space 8. If M is included in the family M 
of positive Radon measures on 8, let Z(M) denote the set of all members f of &($) 
such that f e L!(u, 8) for all « in M. This article characterizes the set {H(M); 
MM. I A=H(M), then the following five conditions (1)—(5) are satisfied 
by A: (1) the space A is a locally convex topological algebra such that A is a sub- 
algebra of E(S); (2) the space A is an ideal in C(S); (3) the space A has a fundamen- 
tal system {V:Ve%} of neighborhoods of 0 such that ye V and ze A imply 
x € V whenever |x|<|y|; (4) the functions of A have no common zero; (5) if B 
is a bounded subset of A and g is in the uniform closure of B,theng € A. Theorem: 
If A satisfies the conditions (1) — (5), then A contains all the members of &($) having 
compact support; furthermore, there exists a subset M of M such that A = H(M). 
The family M is of the form {up:Fe A’}, where A’ is the dual of A. The author 
vefers to a previous article (this. Zbl. 72, 323), wherein is found the basic idea of the 
proof, and an interesting application. There is a misprint on the third line from 


“ the bottom of p. 6; replace 8 by S8;. @. L. Krabbe. 


Rudin, Walter: Subalgebras of spaces of eontinuous funetions. Proc. Amer. 


“ math. Soc. 7, 825830 (1956). 


X: espace compact; C(X): algebre de Banach des fonctions continues complexes 
sur X; 8: plan complexe compactifi6 par adjonetion du point & Vinfini; E: ensemble 
parfait born& totalement discontinu du plan. Ayant 6tabli que la sous-algebre 
A(E) de O($), constituee des fonctions de C($) analytiques sur S—E possede les pro- 
prietes suivantes: a) Pour 2,€ E,e> 0 etn > 0, ilexiste pe A telle que |z Sr »l<N 
implique | p(2) — (2 — 20) !|<&, b) Pour tout fe A, KE)=f($), c) A contient une 
partie separante sur 8, constituse de 3 fonctions; l’A. prouve que si l’espace compact 
X contient une partie X hom&omorphe ä l’ensemble de Cantor, C(X) contient une 
sous-algebre ferm6de maximale separante M telle en outre que si fe u En ur iv, 
u, v reelles u(K) soit connexe. [Existence de sous-algebres fermees maximales 
distinctes des id6&aux maximaux: & rapprocher des resultats de Wermer, ibid. 4, 
866—869 (ce Zbl. 52, 121).] Designant par K(f, g,, - - - , 9„) la plus petite sous-algebre 
fermee de O(I), (I: segment reel), contenant f, 91, - - - ‚ 9„ etles constantes complexes, 
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il prouve en outre que si R est söparante sur J elle est identique & ODSIEgm 23202 
sont reelles, mais que le r6sultat est faux pour R(f,g), sini/nig ne sont reelles. 
A. Revuz. 

Gillman, Leonhard and Melvin Henriksen: Rings of continuous funetions in 
which every finitely generated ideal is prineipal. Trans. Amer. math. Soc. 82, 
366—391 (1956). $ 

Es bedeute X immer einen vollständig regulären Raum, ß X seine Stone-Cech- 
sche Erweiterung und C(X) den Ring aller auf X definierten stetigen reellen Funk- 
tionen. Verff. beweisen zahlreiche Sätze über den Zusammenhang zwischen topolo- 
gischen Eigenschaften von X und algebraischen Eigenschaften des Ringes O(X), die 
sich wesentlich auf die Begriffsbildungen in einer vorangehenden Arbeit stützen 
(vgl. Verff., dies. Zbl. 73, 22). Ein kommutativer Ring mit Einselement heißt ein 
F-Ring, wenn in ihm jedes endlich erzeugte Ideal ein Hauptideal ist. Ist O(X) ein 
F-Ring, so heißt X ein F-Raum. Folgende Eigenschaften sind gleichwertig: X ist 
ein F-Raum; ß X ist-ein F-Raum; für alle f,ge O(X) gilt (,g) = (|f| + |g)); zu 
jedem fe C(X) gibt es ein ke C(X) mit f=klfl; für alle fe O(X) ist (f,|f|) ein 
Hauptideal; für jedes maximale Ideal M von O(X) ist der Durchschnitt aller in M 
enthaltenen Primideale selbst ein Primideal. Ist X ein lokal kompakter und o-kom- 
pakter Raum, so ist 8 X — X ein kompakter F-Raum. R+ sei der Raum aller nicht- 
negativen reellen Zahlen: Dann ist $ R+t — R+ ein kompakter und zusammen- 
hängender F-Raum. — X heißt ein T-Raum, wenn O(X) ein Hermitescher Ring ist 
[d. h. jede Matrix über C(X) kann auf Dreiecksform transformiert werden]. Jeder 
T-Ring ist ein F-Ring. Folgende Eigenschaften sind gleichwertig: Xistein T-Raum; 
ßX ist ein T-Raum; zu f, g€ C(X) existieren k, le C(X) mit f=klf|, g=LI|g| und 
(k,l) = (l). Der Raum $ Rt — R+ ist sogar ein T-Raum. X sei der Raum aller 
Punkte (x, y) der Ebene mit «> 0 und |y|<1: Dann ist 6f X — X ein F-Raum, 
aber kein T-Raum. — X heißt ein D-Raum, wenn C(X) ein Elementarteilerring ist 
[d. h. jede Matrix über C(X) kann auf Diagonalform mit sukzessiver Teilbarkeit der 
Diagonalglieder transformiert werden]. Jeder D-Raum ist ein 7T-Raum. Für D- 
Räume werden ähnliche Resultate gewonnen. ß Rt — Rt ist auch ein D-Raum. Es 
sei X={(2,0): 2 >0} U {(w,sinzz): > 0%: Dann ist 8X — X ein T-Raum, 
aber kein D-Raum. Es folgen entsprechende Untersuchungen über Räume, deren 
Funktionenringe eine noch speziellere Struktur besitzen. Auf Einzelheiten kann we- 
gen der Vielzahl der Definitionen und der Fülle der Ergebnisse und Beispiele nicht 
eingegangen werden. H.-J. Kowalsky. 

Civin, Paul and Bertram Yood: Invariant funetionals. Pacific J. Math. 6, 
231—237 (1956). 

E espace de Banach. Pour tout semi-groupe H d’operateurs lineaires continus 
T sur E et tout ye E, on pose 

AM) =-iunf{|Ty;TeH), d6WH,;,r) =iwf{|TW);|T|<r, Te). 
On dit que x est stable par rapport a H ii Jr>Ottelqu VUeHety= Ulx), 
on ait öy, H,r)<rö(y, H). x est dit zero-stable par rapport & H, si en outre 
ö(y, H) =0. On pose BH)={u; u= T(«)—ax,xeE, TeH}. Les AA. e6tablis- 
sent le lemme: Si @ est un groupe r6soluble d’op6erateurs lineaires continus sur E, 
alors ou bien a) tout &l&ment de E est zero-stable par rapport & l’enveloppe con- 
vexe @, de G, ou b) l’ensemble des elements qui ne sont pas zero-stables par rap- 
port & G, a un interieur non vide ou c) le complömentaire de l’ensemble des ele- 
ments qui sont stables par rapport & l’enveloppe convexe GÜ) d’un des SOUS-groupes 
invariants G% de G (EIG DI... IG® I...IG®) = I) est partout dense. Ils en 
deduisent le Theoreme: Si @ est l’ensemble des &l&ments de E stables par rapport 
& chaque G{) et s’il existe un sous-ensemble ouvert non vide 8 de @ tel que 
(T — I) (8)c Q pour tout Te G, alors tout &l&ment de B(G) est zero-stable par rap- 
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port & G,. Si een outre, il existe au moins un elöment de E qui ne soit pas zero-stable 
par rapport & G,, il existe une forme linsaire continue non triviale invariante par @. 
En supposant qu’un ordre est donne sur E par un cöne convexe d’interieur non vide 
K,telque A(K)c K, A e Get que pourv e K,ilexiste s > Otel que Ad) >sv, Ae@ 
et r > 0, tel que pour tout U e GW il existe T € GO tel que To) <rv, TUW)<rv 
@=0,1,...,n — 1), alors il existe une forme linsaire continue x* sur E, invariante 
par G et positive sur l’interieur de X. (La d&monstration est donnde pour le cas ou 
G n’est qu’un semi-groupe „rösoluble & gauche“ c’est-A-dire possedant une suite 


finie decroissante de sous-semi-groupes GO W—=0,1,...,n) avec Gm) — I et tels 
que si T,UeEG®, il existe V e G@+D tel que TU =VUT.) (Generalisation d’un 
theoreme de Krejn et Rutman, ce Zbl. 30, 129). 4A. Revuz. 


Sobolev, V. I.: Über Funktionen von Elementen eines halbgeordneten Ringes. 
Trudy Sem. funkeional. Analizu 56, Nr. 1, 39—42 (1956) [Russisch]. 

Soit H un anneau semiordonn& & element unite e et e*(M) la mesure gener6e par 
l’elöment a e E et la partition e,dee. L’A. demontre le theoreme suivant: Pour 


que b= [ f(A) des, il faut et il suffit que pour tout semi-intervalle Ail existe un en- 


semble a-mesurable M, tel que e?(A) = e“(M ,). G. Marinescu. 


e Halmos, P. R.: Leetures on ergodie theory. (Publications of the Mathematical 
Society of Japan, Nr. 3.) The Mathematical Society of Japan 1956. VII, 99 p. 
Dieses Büchlein enthält den Stoff einer im Sommer 1955 an der Universität 
Chicago gehaltenen Vorlesung, und auch sein lebendiger Stil und gelegentliche Pole- 
miken spiegeln den mündlichen Vortrag wieder. Verf. sagt in der Einleitung, 
daß er sich nicht um größte Allgemeinheit bemüht habe, um die Grundtatsachen 
hervorheben und die pathologischen Aspekte vermeiden zu können. Trotz dieser 
Einschränkung und obwohl Vollständigkeit nicht beabsichtigt war, sind diese 
Vorlesungen sehr gut geeignet, einen Überblick über die hauptsächlichen Teile des 
Gebiets zu geben einschließlich vieler seiner ungelösten Probleme, ganz abgesehen 
davon, daß anscheinend keine andere moderne zusammenfassende Darstellung 
existiert. Der Schwerpunkt liegt in Untersuchungen algebraischen und topologischen 
Charakters, die nahezu zwei Drittel des Buches einnehmen, doch kommt auch die 
analytische Betrachtungsweise mit den Konvergenzsätzen zu ihrem Recht. — Im 
folgenden soll kurz der Inhalt in Stichworten geschildert werden. An die Definition 
einer meßbaren oder maßtreuen Transformation und ihre Motivierung aus der stati- 
stischen Mechanik schließen sich einige Beispiele und Rekurrenzsätze an. Für den 
statistischen Ergodensatz, als Satz über Isometrien eines Hilbertschen Raumes, und 
den individuellen Ergodensatz im Falle einer maßtreuen, nicht notwendig umkehr- 
baren Transformation werden die F. Rieszschen Beweise gegeben; Verallgemeine- 
rungen, insbesondere eine Form des zufälligen Ergodensatzes und eine Bemerkung 
über nicht notwendig maßtreue Transformationen, erscheinen im vorletzten Kapitel. 
Es folgen zwei Kapitel über ergodische und eines über stark oder schwach mischende 
Transformationen mit Beispielen und der Charakterisierung durch das Spektrum der 
Transformation. — Der algebraische Aspekt der Theorie besteht im Studium von 
Automorphismen einer Maßalgebra, dargestellt als Boolesche Quotienten-sigma- 
Algebra der meßbaren Mengen modulo der Nullmengen. In diesem Rahmen werden 
die Darstellung von ergodischen maßtreuen Transformationen mit diskretem Spek- 
trum durch eine Rotation einer kompakten kommutativen Gruppe und das Kriterium 
für die Existenz einer Quadratwurzel einer solchen Transformation bewiesen. Zwei 
ergodische Transformationen mit diskretem Spektrum sind dann und nur dann kon- 
jugiert, wenn die entsprechenden unitären Operatoren äquivalent sind. Daß dies 
nicht mehr bei beliebigem Spektrum gilt, zeigt ein nach einer Methode von Anzai 
konstruiertes Gegenbeispiel. Die Untersuchung von Automorphismen kompakter 
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kommutativer Gruppen dient vor allem der Illustration des allgemeinen Problems 
der Konjugiertheit. — Es folgt das Studium der schwachen und der gleichmäßigen 
Topologie in der Gruppe aller Automorphismen einer atomfreien und separablen 
Maßalgebra. Approximationssätze werden abgeleitet und dann die Kategoriesätze: 
In der schwachen Topologie ist die Menge aller stark mischenden Transformationen 
von erster Kategorie, die Menge aller schwach mischenden Transformationen hin- 
gegen ein überall dichtes G,. Schließlich wird das Problem der invarianten Maße 
erörtert. K. Krickeberg. 


Gel’fand, I. M.: Über einige Probleme der Funktionalanalysis. Uspechi mat. 
Nauk 11, Nr. 6 (72), 3—12 (1956) [Russisch]. 

L’A. examine certains problömes qui se posent actuellement & l’analyse fonc- 
tionnelle et sont lies surtout & la th6öorie quantique et & l’hydrodynamique: la con- 
struction de mesures dans des espaces fonctionnels assez adaptes ä ce but (l’A. envisage 
les espaces nucleaires metrisables), problemes aux limites pour les equations aux 
deriv6es partielles lindaires, solutions discontinues pour les &quations quasi-lin£aires, 
anneaux de type II, (d’operateurs dans l’espace hilbertien) et fonctions hyperg&ome- 
triques de plusieurs variables. G. Marinescu. 


Widom, Harold: Approximately finite algebras. Trans. Amer. math. Soc. 83, 
170—178 (1956). 

Soient H un espace hilbertien, M un facteur de type IL, dans 4. Une famille de 
sous-facteurs de M est dite normale si elle contient le facteur engendr& par toute 
sous-famille totalement ordonnede. Definitions: 1) M est approximativement fini 
(a. f.) (Al) si M appartient & la famille normale engendree par ses sous-facteurs de 
type I. 2) M est a.f. (A 2) si, &tant donn&es A,,...,A„eM ete>0,ilexiste un 
sous-facteur Nde M de typeletdes Be N (l<i:<n) avec [[A;, — B;]]<e. 3) M 
est approximativement fini (B) si M est engendre par une famille de sous-facteurs de 
type I deux & deux permutables. (Cette definition a ete aussi &tudiee par Misonou, 
ce Zbl. 66, 361). Ona(B) > (Al) => (A2). SiH est separable, ces notions redonnent 
celle de Murray- von Neumann. Les classes d’isomorphie des facteurs a.f. (B) 
sont reperees par un cardinal, etil y aun theoreme d’existence pour chaque cardinal. 
L’A. donne un interessant exemple de facteur non a. f. (A), base sur la construction 
de facteurs finis de Wright (ce Zbl. 56, 337) et sur un theor&me de von Neumann 
concernant les matrices d’ordre &lev& (ce Zbl. 26, 233). Extension de la theorie aux 
AW*-algebres finies. J. Dixmier. 

Segal, I. E.: Tensor algebras over Hilbert spaces. II. Ann. of Math., II. Ser. 
63, 160—175 (1956). 

Im Teil I dieser Arbeit hat Verf. gezeigt, daß die symmetrische Tensoralgebra 
über einem komplexen Hilbert-Raum $t. kanonisch isomorph ist zum Raum Z,($) 
einer gewissen Wahrscheinlichkeits-Verteilung über dem reellen Hilbert-Raum $, 
aus dem sich $}, durch Komplexifikation ergibt (vgl. dies. Zbl. 70, 340). Hier wird 
die entsprechende Frage für die schiefsymmetrische Tensoralgebra über ®. behan- 
delt. — Zunächst wird der im Teil I eingeführte Begriff der schwachen Verteilung 
verallgemeinert in Analogie zu der von Verf. herrührenden Verallgemeinerung der 
abstrakten Integration (dies. Zbl. 51, 342; dort wird auch der im folgenden benützte 
Begriff ‚„‚gage-space“ definiert). Verteilung auf einem reellen Hilbert-Raum $ wird 
jetzt genannt eine Aquivalenzklasse linearer Abbildungen von f in den Raum der 
selbstadjungierten Operatoren, die bezüglich eines ausgezeichneten wahrscheinlich- 
keitstheoretischen ‚‚gage-space“ meßbar sind. Zwei solche linearen Abbildungen F 
und F’ werden dabei als äquivalent bezeichnet, wenn für je endlich viele Vektoren 
U... , Un St die beiden Mengen von Bildoperatoren F(w,),...., F(u,) und KR 

. , F'(u„) Operatorenringe bestimmen, zwischen denen eine algebraische Isomorphie 
besteht, die ‚„‚gage“-treu ist und jedes F(u;) in das entsprechende F’(u,) überführt. 
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Eine Verteilung F heißt abelsch, wenn F(x) F(y) = F(y) F(«) ist für je zwei orthogonale 
Vektoren x, ye St; gilt dagegen für je zwei solche Vektoren F(x) F(y) = — F(y) F(«) 
und ist F ‚invariant“ gegenüber der Transformation &——x, so heißt die 
Verteilung schief. Ein System (M,) von Teilmengen von $? wird stochastisch unab- 
hängig genannt, wenn für, die Erwartungsfunktion E stets E (Del rr 1) 
HT.) ET,)--- E(T,,) gilt, sofern hierbei 7’, ein beliebiger beschränkter linearer 


Operator in dem durch F(x) mit ze M,, bestimmten Ring ist. Ein zentrales Resultat 
der Arbeit besagt dann: Auf einem reellen Hilbert-Raum $ mit dim $ > 1 existiert 


“bis auf einen Proportionalitätsfaktor genau eine abelsche und genau eine schiefe 


Verteilung, in bezug auf welche je zwei orthogonale Mannigfaltigkeiten stochastisch 
linear unabhängig sind. Die hierdurch gekennzeichnete schiefe Verteilung wird 
Clifford-Verteilung genannt, da ihr zugehöriger Ring für endlich-dimensionales & 
die Cliffordsche Algebra über Sl ist. Das Hauptresultat läßt sich nun wie folgt 
formulieren: Es sei A das System aller schiefsymmetrischen Tensoren über der kom- 
plexen Erweiterung ®, von $} und F ein Repräsentant der Cliffordschen Verteilung 
über 0 mit der Varianz c. Dann existiert genau eine unitäre Transformation D 
von AaufZ,($, F) derart, daß für jede endliche orthonormierte Menge {e,,.... ,&,} 
von Vektoren aus 8 gilt D((n!!E a A& A ---A e,) = (iJ!2)* Fle,)--- Fle,). — 
Bezüglich zahlreicher weiterer Einzelheiten muß auf die Arbeit selbst verwiesen 


' werden. H. Bauer. 


Sz.-Nagy (S.-Nad’), B.: Transformationen des Hilbertschen Raumes, positiv- 
definite Funktionen auf einer Halbgruppe. Uspechi mat. Nauk 11, Nr.6 (72), 
173—182 (1956) [Russisch]. 

Kurze Darstellung der Ergebnisse des Verf., die in seiner Arbeit ‚‚Prolongements 
des transformations de l’espace de Hilbert qui sortent de cet espace‘“ [Appendice 
au livre ‚‚Lecons d’analyse fonctionnelle“ par F. Riesz et B. Sz.-Nagy (s. dies. 
Zbl. 64, 354)] ausführlich ausgearbeitet sind. Als' Anwendungen des Hauptsatzes 
werden Sätze über Halbgruppen von Kontraktionen bewiesen, und neue Beweise des 
Satzes von Najmark über verallgemeinerte Spektralscharen, eines Satzes von 
Segal, und des Satzes von Halmos- Bram über subnormale Operatoren hergeleitet. 
Die Beweise sind skizziert, und teilweise weggelassen. Einige ungelöste Probleme 
und neuere Ergebnisse von S. Brehmer und M. Schreiber in demselben Ideenkreis 
sind erwähnt. A. Koranyi. 

Sz.-Nagy, B. et A. Koränyi: Relations d’un problöme de Nevanlinna et Pick 


- avec la th6orie des operateurs de l’espace Hilbertien. Acta math. Acad. Sci. Hungar. 


7, 293—303, russ. Zusammenfassg. 303 (1956). 

Let f(s) be a complex valued function defined on a set 8 in the interior of the 
unit disc in the complex plane. It has been proved by R. Nevanlinna and G. Pick 
that a necessary and sufficient condition that f(s) could be extended into a function 
g(z) regular and having a non-negative real part in the whole of the interior of the 


unit circle is that the kernal k(s, t) = [f(s) + oa —s t) be of positive type on S, 
that is N I k(s;, s;) 2,2, > 0 for every finite set of points s,,..., & belonging to S 


and every set 2,,. . . ‚2, of complex numbers. The authors of the present paper formu- 


late the above problem as the problem of extending an isometric operator defined on&a 
subspace of a Hilbert space into a unitary operator over the whole space. Briefly, 
the following is the procedure adopted. To each point s ot 5 associate a symbol &% 
and consider all finite linear combinations $ z; e,, with the usual definition of addi- 


_ tion and scalar multiplication where the z, are complex numbers. Let L, denote 


the set of such combinations. f = Y ze, and Y=YZ, 4; define «8, W) 
= ks,t)2 7 so that ifthe condition above is satisfied we shallhave (®, m >. 
Identifying elements ©, ®, of L, when <®,— ®,, ®,—0,>=0, a Hilbert 
space L (possibly incomplete) is obtained with sealar product (8, Y)=<®,YP). 
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The completion L is called the Hilbert space associated with the kernal %(s, t). Now 


assume that z = 0 belongs to 8. Let M be the subset of Z determined by elementse, 
for which s# 0. The transformation Ve, = s! (e,— e,) defined for elements e,, 
s #0, is isometric and can be extended to be an isometric transformation to the | 
elements of M by linearity and continuity. Now L is imbedded into another Hilbert | 
space K and itis shown that the transformation V can be extended as a unitary trans- | 


formation over the whole of K. If U is this unitary transformation, the required 


extension in the problem mentioned at the beginning is exhibited as ge) =ib 
+4((I1+2zU) (I—zU)te,e,). If z = 0 does not belong to 8, the set $ is trans- | 
formed into another by a conformal map of the unit circle so that a point of S goes 


into the origin. The above procedure enables the authors at once to formulate and 


solve a similar problem when f(s) instead of being a complex number is an operator 


(bounded transformation in a Hilbert space) valued function. V. Ganapathy Iyer. 
Plans, Antonio: Erste Eigenschaften der Hyperquadriken im projektiven Raum 


mit abzählbar unendlicher Basis. (Analytische Untersuchung). Revista mat. 


Hisp.-Amer., IV. Ser. 16, 202—228 (1956) [Spanisch]. 

Verf. behandelt die quadratischen Hyperflächen im reellen Hilbertraum ab- 
zählbar-unendlicher Dimension mit den Methoden, die er in seinen früheren Arbeiten 
über beschränkte unendliche Matrizen (dies. Zbl. 49, 87 u. 208) entwickelt hat. Die 
Anwendung der dort aufgestellten Typeneinteilung auf die Koeffizientenmatrix er- 
gibt auch hier die wesentlichen Fallunterscheidungen bei der Klassifizierung, die sonst 
durchaus in Analogie zu dem Fall endlicher Dimension verläuft. H-.J. Kowalsky. 


Tseng, Ja. Ju.: Virtuelle Lösungen und allgemeine Umkehrungen. Uspechi 
mat. Nauk 11, Nr. 6 (72), 213—215 (1956) [Russisch]. 


Es sei A eine abgeschlossene lineare Transformation des unitären Raumes M, 
in den unitären Raum M,. Verf. betrachtet die Gleichung (1) Ay =g, wog ein 
fixes Element des Raumes M, ist. x, € ®, wird eine virtuelle Lösung von (1) genannt, 
falls der Wert |Ay—g|| für y=x, ein Minimum annimmt. Wenn virtuelle Lö- 


sungen existieren, dann gibt es eine unter ihnen mit minimaler Norm, die die extrema- 
le virtuelle Lösung genannt wird. Notwendig und hinreichend, damit eine virtuelle 
Lösung existiert, ist die Existenz einer Konstanten @ so daß |(g, h)|® < @(h, Qh) 


für jedes REHNEON mit = A*A, N =!n:9n=0} besteht. Verf. gibt Be- || 


dingungen an, unter welchen die extremalen virtuellen Lösungen einer Folge von 
Gleichungen (1) konvergieren. Die ‚‚verallgemeinerte Inverse‘‘ R der Transforma- 


tion A wird definiert, und es stellt sich heraus, daß x, = Rg die extremale virtuelle 
Lösung von (1) ist. Endlich führt Verf. eine Normalform für Gleichungen der 


Art (1) ein, die ähnıiche Eigenschaften besitzt, wie die Hessesche Normalform im 
endlichdimensionalen Falle. Ohne Beweise. A. Koranyi. 


Vorovit (Vorovich),1.I.: On certain cases of the existence of periodieal solutions. 
Doklady Akad. Nauk SSSR 110, 165—168 (1956) [Russisch]. 

Let us assume following notations and definitions. X = (x2,,%,,...) is an 
element of the Hilbert space l,, u and v are real numbers; Sz x 1 x:1 is the set of 
points (X, u, v) for which || X ||, < R, |u|,|vo|<1; D(X, u, v) is a functional defined 
on 8% x 1x 1. Dis said to be continuously differentiable on 82 x 1x 1 if for 
every point of Sz x 1 x 1 there exists grad;, © (Frechet’s differential in 1,) satisfying 
following properties: &) the components of grad, ® are continuous, 

ß) |B(X+H, sint, cost) — © (X, sint, cost)|<(H- grad, D), + w(X, H,t), 

where |o| < k(t) || H ||, and k(t) > 0 is integrable on (0, 2x). The following theorem 

is stated. If 1. D is continuous and continuously differentiable on every S,x 1x1, 
= od 


2. ® is even with respect to every variable, 3. 3) «, 5, 9; then the infinite system 
i=1 i 
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| Pr differential equations 2? X = grad, D (X, sini, cost) admits on every sphere 
To 


J 2 % dt= 0? an enumerable set of 2x-periodical solutions corresponding to distinet 
r i=1 
#>0. Two other theorems stated in the paper give sufficient conditions for the 


 existence of a 2r-periodical solution of the system X = grad,, D + Ft), where 
Fit)= (f(t), fs(t),...) is a 2r-periodical vector function with f; e L?(0, 2x). Theo- 
rems are stated without proofs which are only hinted at to be based on the varia- 
' tional methods. J. Szarski. 


Daleckij, Ju. L. and 8. G. Krejn: Integration und Differentiation von Funktio- 
‚nen Hermitescher Operatoren und Anwendungen auf die Störungstheorie. Trudy 
- Sem. funkcional. Analizu 56, Nr. 1, 81—105 (1956) [Russisch]. 

In einer 1951 erschienenen Doklady-Note (dies. Zbl. 42, 346) haben Verff. die fol- 
gende interessante Formel mitgeteilt: 


* ad (Hl) le 
@ alas ang, 
hier ist H(t)= [A dE,(t) ein vom reellen Parameter t(t, <t <t,) abhängiger, be- 
' schränkter, selbstadjungierter Operator des Hilbertschen Raumes, mit im Sinne 
- der gleichmäßigen Operatorkonvergenz existierender und stetiger Ableitung dH(t)/dt, 
' ferner ist f(}) eine zweimal stetig differenzierbare, komplexwertige Funktion, deren 
_ Definitionsintervall [a,b] das Spektrum von H(t) (für jedes te [t,, %,]) in seinem 
Inneren enthält. In vorliegender Arbeit wird für diese Formel ein ausführlicher 
Beweis angegeben; diesem werden einige allgemeine und auch an sich interes- 
sante Sätze über Existenz und Eigenschaften einfacher und mehrfacher Operator- 
integrale vorausgeschickt. Durch Iteration von (1) erhält man analoge Formeln 
für die höheren Ableitungen; in diesen treten geteilte Differenzen AN SR ) NOR 
f(}) auf. Im einfachen Falle Alt) =H,-+tH, wird z.B. d*f(H, +1: H,)/di* = 
kife- SA...) dBi(t) H,dE,,(t) H,... H,dE,, | für genügend oft differenzier- 
bare f(A). Es wird auch eine Formel für das Taylorsche Restglied abgeleitet; eine gute 
Abschätzung des Restgliedes gelingt insbesondere dann, wenn f(}) im Intervall [a, b] 
regulär analytisch ist. Als Anwendung werden störungstheoretische Probleme be- 
"handelt. Sei A, ein isolierter Eigenwert von H,, und man wähle f(A) so, daß es in 
einer Umgebung von }, gleich 1, in einer Umgebung des übrigen Teiles des Spek- 
trums von H, aber gleich 0, und überall genügend oft differenzierbar ist. Dann 
wird P(e) = f(H(e)) für genügend kleines e gleich demjenigen Spektralprojektor des 
gestörten Operators H(e) = H,-+ e H,, der zum in der betrachteten Umgebung von }, 
liegenden Teile des Spektrums von H(e) gehört. Man erhält auf diese Weise die be- 
kannten Formeln der Störungstheorie, sogar mit gewissen Fehlerabschätzungen. 
B. 82.-Nagy. 
Hille, Einar: Perturbation methods in the study of Kolmogoroff’s equations. 
“ Proc. internat. Congr. Math. 1954 Amsterdam 3, 365—376 (1956). 


Soient A= (a;,) une matrice constante telle que a,, > 0, jFk,a;=< 2 4, <0, 
j,k=1,2,... et (1)Y’(t)= A Y(t), t>0, l’equation matricielle correspondante, avec la 
condition (2)Y(0)=1. (1) correspond au systeme d’&quations (3) y;.(f) = PA YmzE), 

Mm= 


| j,k=1,2,..., oü les series ci-dessus sont supposees convergentes. Par une 
solution faible Y(t) = (y;,(t)) on comprend un ensemble de fonctions y;, differen- 
tiables verifiant (3) pour £>0 et (2) dans le sens suivant: Ki Yırlt) = Ösr- 


to 
En utilisant un pocessus d’iteration, on obtient une solution faible positive 
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Pi)=(p,) PO>0- Pr )S0, 5; k=1,2,.. .) de (1), (2), telle que Oo<p,.()<1; 
5 Pr) < 1. On d&emontre la propriete minimale suivante: si Y(£) est une solution | 
Be 


1 
de (1), (2), Yt) > Pit) (’est & dire y,,() > pl), ,k=12,.. .); de cette pro- 
priete on en deduit (4) P(s +) = Ps) Pi), O<s,t<m@. Si (5) Z’(t) = Zt) 4, 
Z(0) = I est le systeme adjoint de (1), (2), alors (1), (2) et (5) ont la m&me solution 
minimale P(t). On passe ensuite au cas des matrices A(t) variables, en obtenant des 
resultats analogues. Le probleme de l’unicite est consider& pour le cas homogene. 
Les solutions sont supposees appartenant & l’algebre de Markoff M des matrices || 


B =(b,,), normees par |B|| = sup & |b,.|; si la matrice de Kolmogoroff A e M, 
j k=1 
P(t)= exp (t A) est l’unique solution de (1), (2) et. de (5) et (6) lim || Pt) — I|=0 et 
t—>0+ 


röciproquement, si P(t) e M et verifie (4) et (6), P(t) verifie aussi des equations dela | 
forme (1), (2) et (ö) avec une matricee Ae M. Si le systeme (7) Y'() =4A Tl), 
(8) lim y;,(f)—= 0 a une solution non identiquement nulle, Y(t) sera appelee une 


solution nulle faible de (7); si on remplace (8) par lim ||Y(£)|| =0 on aura une 
t—0+ 


solution nulle forte. Une condition necessaire et suffisante pour que (6), (8) ait 
une solution non triviale Y(t)e M telle que (9) lim supttlog ||Y()| <w < «, 
t>+o 
est l’existence d’une matrice X(A) € M, definie, holomorphe et bornee dans tout | 
RU) >w-+e, e>0, telle que (10) AX(A)=AX(A). De plus, une condition ne- | 
cessaire et suffisante pour que (7) ait une solution nulle forte positive v£erifiant (9), 
est l’existence parmi les solutions bornees de (10) d’une matrice X(A) dont les ele- 
ments sont completement monotones sur l’axe r&el positif pour A > w. Concernant 
l’existence des solutions nulles, on donne le resultat suivant: soit U, V des matri- 
ces de Kolmogoroff; si on suppose que le systeme Z’(t) = Z(t) U, lim ||Z(t)|| = 0 
t—0+ 


ait une solution non triviale et VeM, Qt) = AL) (UV), lim ||Q()) —=@ 
t—0+ | 


a aussi une solution non triviale. On discute ensuite la condition Ve M. Lesmöthodes 
utilisees par l’A. sont celles de la theorie de la perturbation. NR. Theodoreseu. 


Cordes, Heinz Otto: Nieht-halbbeschränkte partielle Differentialoperatoren bei 
Randbedingungen dritter Art. Math. Nachr. 15, 240—249 (1956). 

Es sei G@ ein von einer Jordankurve /’ mit stückweise stetiger Krümmung be- 
grenztes Gebiet der (x, y)-Ebene und 9 der Hilbertraum aller über G absolut-qua- | 
dratisch integrierbaren Funktionen mit dem Skalarprodukt (u, v) = [[Uvdady. 

% | 
Der Differentialoperator D = — (0?/0x? + 02/öy?) sei erklärt in dem Definitions- 


bereich DC 9 aller Funktionen u(x, y), die den folgenden Bedingungen genügen: | 
(a) w ist mit seinen ersten Ableitungen stetig in@+ I, u,,,..., u,, 1st stückweise | 
stetig in @. (b) Au liegt in 9. (c) Auf /’ gilt du/ön — o u= 0 mit einer Funktion o, 
die überall auf /'mit Ausnahme eines Punktes (x,, Y,) stetig ist. (d) Esist v= Oin 
einer Umgebung von (2,, %9). In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß es stets 
Funktionen o gibt, mit denen der Operator Din D® nicht halbbeschränkt ist. Dabei ge- 
nügt es, die Funktion o in (x,, %,) mit einer passenden Singularität von höherer als 
erster Ordnung zu versehen. Singularitäten von kleinerer als erster Ordnung er- 
zeugen dagegen stets Operatoren, die nebst jeder ihrer hermitischen Fortsetzung 
nach unten halbbeschränkt sind. E. Heinz. 


Najmark, M. A.: Spektralanalyse von nicht-selbstadjungierten Operatoren. 
Uspechi mat. Nauk 11, Nr. 6 (72), 183—202 (1956) [Russisch]. 
Lehrreicher Bericht, gehalten Januar 1956 auf der Konferenz über Funktional- 
analysis in Moskau. — Zuerst werden die bahnbrechenden Untersuchungen von | 
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G. D. Birkhoff (1908) und die daran anschließenden Untersuchungen von Tamar- 
kin, Langer und Stone über reguläre nichtselbstadjungierte gewöhnliche lineare 


Differentialoperatoren, sowie eine Arbeit von Carleman (1936) über elliptische 


: partielle Differentialoperatoren besprochen. Eingehend wird über Ergebnisse von 
EM.V, Keldys ‚berichtet (dies. Zbl. 45, 394), die sich ebenso auf gewöhnliche wie 
‚ auf partielle Differentialoperatoren beziehen und sich sogar als Aussagen über das 


Eigenwertproblem allgemeiner Hilbertraum-Operatoren von der Form 


LÜ)=A+AHB +RRH®B, +.» +01 Hr B,_ı +Ar HR 


formulieren lassen ; A und H sind vollstetige, die B,, beschränkte Operatoren, H ist 
selbstadjungiert mit Eigenwerten A, + 0, für die NA?” im Falle eines genügend 
% 


_ großen m konvergiert. Verwandt mit den KeldySschen sind gewisse Ergebnisse von 
; Browder (dies. Zbl. 50, 321) über partielle Differentialoperatoren vom elliptischen 


Typus; diese werden ebenfalls besprochen. Als erster Beitrag zur Theorie singulärer 


‚ nichtselbstadjungierter Differentialoperatoren wird eine Note von Gelfand er- 


wähnt (dies. Zbl. 48, 96), in der von dem Spektrum des Differentialoperators 


 — Au + [Pıl&ı, % %) + 92x; %, %;)] u die Rede ist; dabei ist p, reellwertig und so 


gewählt, daß der Operator — Au + p, u selbstadjungiert ist, p, aber eine beliebige 
komplexwertige Funktion sein kann, die nur in einem beschränkten Gebiet von 0 
verschieden ist. Es folgen Resultate von Najmark selbst (insbesondere dies Zbl. 56, 
311), die sich auf den durch den Differentialausdruck — y’’ + p(x) y und die Grenz- 
bedingung y’’(0)= © y(0) im Raum Z?(0, ©) erzeugten Differentialoperator beziehen; 
dabei ist p(x) eine komplexwertige meßbare Funktion, die in jedem endlichen Inter- 
valle (a, b) (mit «>0) integrierbar ist, und © ist eine komplexe Zahl. Die Moskauer 
Dissertation von R. M. Martirosjan (1954) verallgemeinert einige dieser Resultate 
auf Differentialoperatoren Zu= — Au— cu mit komplexwertigem c(x,,... ,2%,). Eines 


der Resultate: Für ein &e> 0 sei c(Q) e®’ beschränkt und integrabel in E, (r= OQ). 
Im Fall n= 2 kann das diskrete Spektrum von L den einzigen Häufungspunkt 0 
besitzen, im Falln = 3 besteht das diskrete Spektrum aus endlich vielen Punkten. — 
M. Ss. LivSic) behandelte beschränkte Operatoren A des Hilbertschen Raumes 
mit vollstetigem Im A=(1/2:) (A— A*), unter der weiteren Voraussetzung, daß 
die aus den Eigenwerten A, von Im A gebildete Summe $ |A,| konvergiert (dies. 
Zbl. 57, 100). Diese Operatoren A lassen sich unitär auf eine Form bringen, die der 
Dreiecksform der endlichen Matrizen entspricht. Als Weiterführung der Unter- 
suchungen von Liv$ie wird eine unveröffentlichte Arbeit von L. A. Sachnovi£) 
und eine Arbeit von B. R. Mukminov (dies. Zbl. 58, 331) besprochen. Aus den 
Untersuchungen, die sich auf Operatoren ganz allgemeinen Typs beziehen, wird 
die Theorie der Spektralmengen von J. von Neumann (dies. Zbl. 42, 123) (für 


"Operatoren im Hilbertraum) und die neue Spektraltheorie von Dunford (dies. 


Zbl. 56, 346; s. auch M. K. Fage, dies Zbl. 35, 198) sowie anschließende Literatur 
besprochen. B. 82.-Nagy. 


Visik, M. I. und 0. A. LadyZenskaja: Randwertaufgaben für partielle Dif- 
ferentialgleichungen und einige Klassen von Operatorgleichungen. Uspechi mat. 
Nauk 11, Nr. 6 (72), 41—97 (1956). [Russisch]. 

In diesem Referat wird über frühere Untersuchungen der Verff. aus dem Gebiete 
der Randwertaufgaben der partiellen Differentialgleichungen berichtet. Es werden 
beiläufig Ergebnisse anderer Verff. erwähnt. Diese Abhandlung ist deshalb besonders 
wertvoll, weil die wesentlichen Grundgedanken und Methoden plastisch herausge- 
arbeitet und mit vielen Beispielen erläutert sind. Auf diese Weise werden die sehr 
umfangreichen (und schwer lesbaren) Abhandlungen des ersten Verf. zugänglich ge- 
macht. — Die Abhandlung ist in zwei Kapitel eingeteilt. Das erste Kapitel ($$1—4) 

Tr 
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berichtet über die Fortsetzungen elliptischer Operatoren und über die damit zusam- 
menhängenden Randwertaufgaben. Im $ 1 wird das allgemeine Schema der Prozedur 
der Fortsetzung eines Operators in einem Banach-Raume E dargestellt und der Be- 
griff der verallgemeinerten Lösung (v. L.) der Gleichung (1) Zu =f definiert. Es | 
werden folgende Voraussetzungen gemacht: a) Das Definitionsgebiet D(L) von L 
ist dicht in Z; der Wertbereich R(Z) von Z und f gehören dem dualem Raume Ei 


von E än. {w, u} re u, Lu) > Ofallsu=+ 0. b) Es sei H, die Vervollständigung 
von D(L) in der Norm {u, u}? und es wird vorausgesetzt, daß H, < E (topologische 


Einbettung). c) Die Abschließung L des durch die Identität (v, Lu) ={v,Lu} 
(u e D(L), ve H,) definierten Operators L ist der gesamte Raum H,. Das Element 


we D(L) heißt v. L. von (1). Statt a) kann man schwächere Voraussetzungen machen. 
Dies führt zu anderen Fortsetzungen, die zur Fredholmschen Alternative führen. | 
Als E(E*) wird meistens der Raum LP(Q,) (LP’(2,)) oder der Hilbertsche Raum mit 
der Norm f o(x) u(x) dx, c > 0 genommen. In $2 wird das Schema von $1 auf 

AN 
lineare Randwertaufgaben des elliptischen Operators zweiter Ordnung angewandt. 
Es wird auch die Randwertaufgabe mit schiefer Ableitung behandelt. Dann wird 
über stark-elliptische Systeme und über Operatoren, dieam Rande ausarten, berichtet. 
In 83 werden die Methoden der orthogonalen und direkten Zerlegung dargestellt. 
$ 4 berichtet über Regularität der v. L. Es wird die Methode der Fortsetzung nach 
einem Parameter — in Verbindung mit dem Sobolevschen Lemma — eingehend dar- 
gestellt. — Das zweite Kapitel ($$ 1—10) behandelt gemischte Rand- und Anfangs- 


wertaufgaben für nichtstationäre Operatorengleichungen vom Typus S u ri; u/öt? 
af 


+ Lt)u=f, wo (8$$1—2) Lit)= — 3 &a;,(x, t) Ou/öx,)/Ox; + 3 b;(w, t) dujo, 
+ c(x, t) u ein elliptischer Operator ist. Es werden durch formale Integration eine 
schwache Lösung definiert und Eindeutigkeits- und Existenzsätze ausgesprochen, 
die auf ‚‚energetischen Ungleichungen“ fußen. In $3 wird die Beweisidee der Ab- 
handlungen von Visik (vgl. dies. Zbl.58, 322-—323 ; 64, 97; 70, 122) an dem Modell der 
Wellengleichung erläutert: man beweist die positive Definitheit der entsprechenden 
quadratischer Form und benutzt den in $1 formulierten Eindeutigkeitssatz. In $5 


f P q d? 
wird der Fall der Gleichung 8 u er [S,() + Sz(t)] u = f, ül0) = 9 2 (0)=p, 


dt? 
mit einer Methode von LadyzZenskaja (vgl. dies. Zbl. 64, 96) behandelt. $ 6 bringt 
eine Methode von Visik für den Typus Su & du/dt + L(t)u = f, wobei L(t) ein 
stark elliptischer Operator ist (vgl. dies. Zbl. 64, 96). In $7 wird das Problem aus $ 6 
mit der Methode der Fortsetzung nach einem Parameter behandelt: Se Ss, +T(S—S)), 
wobei für S, u du/dt + (— 1)” Am u = f das Problem eindeutig lösbar ist. In $ 8 
werden die Methoden der finiten Differenzen und das Galerkinsche Verfahren kurz 
gestreift. $9 bringt die folgende Methode der Untersuchung der Differenzier- 
barkeit der v.L.: es sei z.B. (*) du/dt + L(t)u = f, f e D(L), wobei IIz||<o. 
Durch die Anwendung von L’! bekommt man für v & Lu die folgende Gleichung 
(**) dofdt + Lv— Lit) L"v=Lf, vlı-o =L(0)9. Wenn 9,€ D(L(0)), Lfe9 


. . A 
(der Hilbertsche Raum mit der Norm f |g(£) |? dt, wo H ein Hilbert-Raum ist), dann 
() 


hat die Gleichung Ws) eine Lösung die früher untersucht wurde, und u — L1» ist 
regulärer als v. Auf diese Weise kann man auch die Existenz höherer Ableitungen 
nach ? nachweisen. In $10 werden einige ungelöste Fragen aus dem Gebiete 


anderer Gleichungstypen — z.B. allgemeiner hyperbolischer Systeme im Sinne von 
Petrovskij — kurz erwähnt. i K. Maurin 
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Grothendieck, A.: La theorie de Fredholm. Bull. Soc. math. France 84, 
319—384 (1956). 

Die Fredholmsche Theorie wurde zuerst von A. Ruston (dies. Zbl. 43, 110) auf 
Banachräume übertragen mit Hilfe der Theorie der Tensorprodukte von R. Schat- 
ten. Verf. gibt einen von der Rustonschen Theorie verschiedenen, auch noch für lokal- 
konvexe Räume gültigen Aufbau. — Kap. I enthält den algebraischen Formalismus 
der Fredholmschen Theorie. Es seien E, F lineare Vektorräume beliebiger Dimension 
über dem reellen oder dem komplexen Raum. &(E, F) bzw. &(E) bedeute die Menge 
der linearen Abbildungen von Ein # bzw. E, 2,(E, F) bzw. 2,(E) die Teilmenge der 
Abbildungen endlichen Ranges. %,(E, F) kann mit dem Tensorprodukt E® F 


identifiziert werden. Neben dem Tensorprodukt & E und dem äußeren Produkt 
n 
\ E werden Tensorprodukte u,& ---& u, und äußere Produkte u, N... A, 


von n Abbildungen aus %(E, F) betrachtet. Für ein we 2,(E, F) ist \ u= 0, falls n 
größer als der Rang von u ist. Durch a,(ü,, . . . ,%) = Sp(u, A --- Aw,), u; € (EB), 
wird einesymmetrische Linearfunktion auf £,(E)” erklärt. Es wird a,(u)= a, (u, ... ,%) 


gesetzt, und D(u) =det (l + u) durch S «,(w) erklärt. Die p-te Ableitung von 
0 


 u— a„(u) hat die Form 
n! 


8) W.- .4,%,)= In pm, Une end). 
' Man erklärt DP(u) als 3 o2(wu) und erhält D(u-+ v) = 5 —; D’(u) (2, 22.0), „Durch 
n=0 n— 0. 
Spv R%(u) (v,, - - ., %-1)=0r4p(U) (d1,. - - „1, ®) 


wird in eindeutiger Weise eine n-fach lineare symmetrische Abbildung R7 von 2,(Br 
in den Raum der (p — 1)-fach linearen symmetrischen Abbildungen von (2,(E))r—1 


in &(E) erklärt. Man setzt R?(u) = $% R%(u). Die RP(u) lassen sich durch Rekursion 


n=0 
berechnen: R,(w) =1, R,(w)=(Spu) l1—u,..., 
| au U) UT nel) RR —r I ( 1jruR 


Es gilt speziell (1 +u) R(u) = R(u) (l +u) =det(l+u)1l. Es ist 1+u dann 
_ und nur dann invertierbar, wenn D(w) = O ist, und es gilt die Fredholmsche Formel 
(l1+a)2=1—u-+u—.-.. +(— 171 urn + [(— 1)j"/D(u)] R(u) 
für jedes n. Sind A,,..., A, aus L(E), so erklärt man analog die Größen d#(u) 

und d,(w) durch 
< da(u), ALS 5 -O An? = op, (u) (u A,, ..., u A,) 


n+p 


und < dP(u), AA®- +: ©&4A,> = DP(u) (u A,,...,%A,). Es gilt d,(u) = 3 di(u). 
Daraus erhält man Abbildungen rZ(w), die durch n=0 
Sp A, r2(u) (Ay, - . - ; Ap-ı) = Yu) (An. - - » Ay) 


erklärt sind. Schließlich wird r?(u) = I r?(u) gesetzt. Die algebraischen Be- 
n=0 

ziehungen zwischen diesen Größen bilden den formalen Apparat der Fredholmschen 

Theorie. — Kap. II bringt die Fredholmsche Theorie in Banachräumen. Nach 


* Schatten wird das Tensorprodukt Z & F zweier Banachräume E, F erklärt als die 
vollständige Hülle des algebraischen Tensorprodukts #& F bezüglich einer geeig- 


neten Norm. E& F besteht aus allen unendlichen Summen der Form % 7,(&;® Yı); 
z;eE,yeF, 3 |A,|< ©. Bedeutet E’ den dualen Banachraum zu Z, so sind 


die Elemente von E’'®F in natürlicher Weise als stetige Abbildungen von E 
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in F zu deuten. Die so entstehenden Abbildungen heißen Fredholmsche Ab- 


bildungen. Es ist jedoch nicht bekannt, ob die Abbildung von E&®FinXE,F) 
eindeutig ist. Dieser Umstand verursacht gewisse Schwierigkeiten. Bedeutet nun 
u ein Element von E’& E, so lassen sich durch stetige Fortsetzung nach der Norm 
von E'&E alle früher erklärten Größen a„(u), &2(u), D(u), DP(u), RP(u), dP(u), 
»?(u) usw. definieren und genügen den in Kap.I abgeleiteten Relationen. Für die 
Fredholmsche Determinante det (1 — zu) ergibt sich eine Abschätzung ihrer Ord- 
nung als ganze transzendente Funktion in 2. Das Spektrum eines u e E’ & E besteht || 
aus den reziproken Nullstellen von det (1 — zu). Der Hauptsatz der Fredholmschen 
Theorie gilt in folgender Form: Die homogene Gleichung (1) 1 —Au)x—=0 sei | 
gegeben, } sei eine Nullstelle von det (1 — zu) = D(z). Es sei p die kleinste ganze 
Zahl mit DP(}) + 0 (dabei ist DP(— zu) gleich DP(z) gesetzt). Es gibt dann p Ele- 
mente ac E bzw. ae E’ mit Dr(A) (1 ®a,,...,a»®a,) +0. Die p Vektoren 
= (Rf(— Au) (a ®a,..., 19a 1, aD a41, :--,m@&a,))a; bilden dann | 
eine Lösungsbasis von (1), diep Vektoren 


= (RP (Au) (a, 8a, ...,%1® a1, &+ı O airı, ...,,&a,))a; 


eine Lösungsbasis der transponierten Gleichung zu (1). Ist die rechte Seite y der ' 
inhomogenen Gleichung (1 —/u)x = y orthogonal zu den «;, so ist 


2=y+[d@A) 5... IT Ir) 1 ...,%,)y mit, =a88, 
eine Lösung der inhomogenen Gleichung. Überdies ist DP(}) = d?(A), RP(A) = d?()) 
(wieder ist RP(—A u) — RP(A) gesetzt), wobei d#(A) (v1, ..., %,) durch 
D’)) (Av, u...,A0, u) 
erklärt ist. Die meromorphe Funktion (1 — zu) wird genauer studiert. — Die 


Theorie läßt sich in einfacher Weise auf lokalkonvexe Räume EZ, F ausdehnen, | 
wenn man als Fredholmsche Abbildungen die Elemente von Tensorprodukten der 


Form E,®F 4 erklärt; dabei ist F, der mit einer kompakten absolutkonvexen Teil- 
menge A von F als Einheitskugel gebildete, in F enthaltene Banachraum, entspre- 
chend ist Zz erklärt, Bkompakt und absolut konvex in der starken Topologie von E’. 
Die Fredholmschen Operatoren haben wieder die Form YA; &y;), me A,y;e B, 
3 |4;|<®. — Kap. III enthält Anwendungen auf Integraloperatoren. Bedeutet 
C(M), M ein kompakter Raum, den Raum der stetigen Funktionen auf M, u ein Maß 
auf M, so führt die Untersuchung des Operators Kf= [ K(s, t) f(t) du(t), f(s) e C(M), 
K(s, t) stetig auf Mx M, auf die Formeln der klassischen Fredholmschen Theorie. 
Schließlich werden Fredholmsche Operatoren in Z!(u), im Raum € der unendlich oft 
differenzierbaren Funktionen und im Raum der aufeiner offenen Menge holomorphen 
Funktionen kurz behandelt. G. Köthe. 


Shimoda, Isae: Notes on general analysis. VI. Singular set. J. Gakugei To- 
kushima Univ., natur. Sci. Math. 7, 1—8 (1956). 

Fortsetzung der Untersuchungen des Verf. über die Singularitäten analytischer 
Abbildungen eines Banach-Raumes EZ, in einen Banach-Raum Z, (vgl. insbesondere 
Teil V der Arbeit, dies. Zbl. 67, 352). Von einer Abbildung f: #,— E, wird voraus- 
gesetzt, daß sie außerhalb einer Menge $< E, analytisch ist. Hergeleitet werden 
dann hinreichende Bedingungen dafür, daß f auf ganz E, analytisch ist. Beispiele 
solcher Bedingungen sind: 1. $ ist die Vereinigung einer Menge linearer Unterräume 
von E,, deren Codimensionen sämtlich > 2 sind und die in einem gewissen Sinn 
diskret liegen. — 2. $ ist ein linearer Unterraum von E, mit codim S = 1 und f ist 
in allen Punkten von S lokal beschränkt. — Abschließend wird speziell angenommen, 
daß $ die Vereinigung zweier linearer Unterräume L, und Z, von Z, ist mit 
codim Z, =1 und codim ZI, > 2. H. Bauer. 
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Watanabe Takeshi, Masaaki Terai and Isae Shimoda: Notes on power series in 
abstraet spaces. J. Gakugei Tokushima Univ., natur. Sei. Math. 7, 67—72 (1956). 
f etant une application de E dans EZ’ (espaces de Banach complexes) definie 


[6.0] 
comme somme d’une serie de puissances f(x) = I h,(x), les AA. interpretent la signi- 
n=0 


fication pour f des limites, ou limites superieures, des quantites telles que 
Aal, sup AlRn@l, (A = 1}/sup [Ana], All = 1}, ete.... 


A. Revuz. 


Ljusternik, L. A.: Einige Fragen der nicht-linearen Funktionalanalysis. Us- 
pechi mat. Nauk 11, Nr. 6 (72), 145—168 (1956) [Russisch]. 

L’A. passe en revue d’une maniere fugitive certaines questions concernant les 
equations non lineaires dans les espaces de Banach: l’utilisation de la differentielle 
et des series, le th&oreme des fonctions implicites, l’equation de ramification, la 
methode de Nekrasov-Nazarov, la methode de Leray-Schauder, les möthodes 
variationnelles de Ljusternik-Snirelman. Il indique les principaux resultats 
et donne une bibliographie assez nombreuse. @. Marinescu. 


oe Vajnberg, M. M.: Variationsmethoden zur Untersuchung nicht-linearer 
Operatoren. Moskau: Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1956. 
344 S. R. 10.65 [Russisch]. 

Dans ce livre sont present6s les travaux (dont la plupart sont dus & 1’A. mäme) 
concernant la methode variationnelle, qui consiste A remplacer la recherche des solu- 
tions d’une &quation F x = 0 par l’&tude des points extremaux d’une fonctionnelle f 
dont l’operation F (supposee non-lineaire) est le gradient. Cette methode est basee 
sur les proprietes des operations continues et de la differentielle de Frechet dans les 
espaces de Banach, qui sont etudies dans les deux premiers chapitres. Signalons en 
quelques titres plus significatifs: divers types de continuite et de compacite, integrale 
de Stieltjes, differentielles de Gäteaux et Fr&chet, operateurs potentiels, compacite 
et continuite ‚‚fortifiee‘“ des operateurs potentiels. Dans le chapitre III, on demontre 
divers theoremes sur les points extr&maux des fonctionnelles dans l’espace hilbertien 
et on les applique aux equations de la forme = A F(x) oü F est un operateur poten- 
tiel et A operateur lineaire autoadjoint. Dans le chapitre IV on d&montre le th&oreme 
de L.A. Ljusternik sur l’extremum lie au cas de la sphere et del’hyperboloide dans 
V’espace hilbertien et on en deduit certaines consöquences qui sont appliqu6es dans 
le chapitre V & la recherche des valeurs propres des operateurs de la forme AF dans 
diverses hypothöses restrictives sur l’operateur A. Du theor&me des fonctions impli- 
cites de Hildebrandt et Graves on deduit que les points de ramification d’une 
operation completement continue et ayant derivee au sens de Frechet dans le voisinage 
‚de l’origine, sont des valeurs propres de la derivee. On etablit aussi l’existence des 
points de ramification dans certains cas particuliers. Les deux derniers chapitres 
sont consacres aux applications. On y &tudie en detail des operateurs integraux de 
type Hammerstein, Lichtenstein, Urysohn, Nemyckij. @. Marinescu. 


Krasnosel’skij, M. A. und $. 6. Krejn: Zur Theorie der gewöhnlichen Dif- 
ferentialgleichungen in Banachschen Räumen. Trudy Sem. funkeional. Analizu 56, 
Nr.2, 3—23 (1956) [Russisch]. 

Les AA. ötendent aux espaces de Banach les theoremes d’existence locale et 
d’unicit& des solutions pour les &quations dx/dt = f(x, t) et donnent des resultats 
nouveaux sur l’existence globale, en partant d’un theoreme de point fixe de M. A. 
Krasnosel’skij (ce Zbl.64, 120), qui reunit le prineipe de Schauder et le principe des 
contractions. Nous &nongons seulement le theor&me suivant: Soient ®,(W = 1,...,n) 
des fonctionnelles ä gradients continus J}, ®(x) = max ®,(x) et j(x) Yindice de la fonc- 


tionnelle D; qui r&alise le maximum au point x. Soit < Ta) ©, Ha, ty < L[P(e)] ve) 
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ou Z et y sont des fonctions non negatives, L continue et y localement integrable. 


Si | vn — © pour tout A>0, alors toute courbe integrale non prolongeable est 
U 


4 . 
definie sur [0, &). @G. Marinescu. 


Krasnosel’skij (Krasnoselsky), M.A., 8.6. Krejn (Krein) and P. E. Sobolev- | 


skij (Sobolevsky): On differential equations with unlimited operators in Banach 
spaces. Doklady Akad. Nauk SSSR 111, 19—22 (1956) [Russisch]. 


Die Verff. untersuchen die Lösbarkeit der Differentialgleichung = —= Alte + fit, x) | 


mit der Anfangsbedingung x(0) = x,, wobei die Werte der Funktion x(t) Elemente 


eines Banachschen Raumes E sind. 4A(t) x und f(f, x) sind gegebene Operatoren 


des Raumes E, A(t) ist für jeden Wert von t unbeschränkt, linear, abgeschlossen; 


x, gehört zum Definitionsbereich des Operators A(0). Die Verff. nehmen an, daß A(t) 


für jeden Wert von # der infinitesimale Operator einer starkstetigen Halbgruppe | 
beschränkter Operatoren des Raumes E ist. Sie ergänzen die diesbezüglichen 
Resultate von T. Kato (dies. Zbl. 52, 126) und R.S. Phillips (dies. Zbl. 53, 87), 
und benützen eine Verallgemeinerung eines Lemmas von Dunford (E. Hille, 


Functional Analysis and Semigroups, dies. Zbl. 33, 65) und eine Methode von Kras- 
nosel’skij (dies. Zbl. 64, '120). (Ohne Beweise.) B. 8z.-Nagy und L. @eher. 
LadyZenskij, L. A.: Über eine Klasse nicht-linearer Gleichungen. Trudy Sem. 
funkcional. Analizu 56, Nr. 2, 31—38 (1956) [Russisch]. 
L’A. etudie l’&quation Ap +f=/p oü A est un operateur positif dans un espace 
de Banach semiordonne E. Si A est completement continu et satisfait a la relation 


lim \ m . Aalen 0 ou Qest un operateur lineaire, borne par un element u,e E, 
\eII>® 


| 
N 
| 


I} 


(c’est-a-dire pour tout 9 >0 il existe ,ß >0 et p tes ueaw< APpo<Pßu)); 
alors l’&quation admet une solution positive pour toute f > 0 et A > %g (Ag &tant la 


valeur propre positive de @). SS Ap>Qp pour @ > 0, l’equation n’admet pas 
d’autre valeur propre. Avec des conditions supplämentaires, on obtient l’unicite de 
la solution positive et la d&pendance continue par rapport au parametre. 
G. Marinescu. 
Semenov, M. P.: Zur Frage nach der Struktur des Spektrums nicht-linearer 
Operatoren. Trudy Sem. funkcional. Analizu 56, Nr. 1, 77—79 (1956) [Russisch]. 
Es sei A ein stetiger, nicht notwendigerweise linearer Operator im Banachschen 
Raume EZ mit A0 =0, und es sei A, ein Eigenwert von A, d.h. die Gleichung Ap =, 
habe eine Lösung =9, #0. Ein Satz von V.V. Nemyckij (dies. Zbl. 52, 348) 
behauptet folgendes: (1) Wenn es eine Umgebung von g, in E derart gibt, daß 
für 91, 9€ U (91 #99): |APpı—A Pr > (A| + Y) ||pı — Poll mit einem y> 0 gilt, 
so sind alle Punkte A in einer genügend kleinen Umgebung von 4, lauter Eigenwerte 
von A. (2) Dasselbe gilt unter der Bedingung || A 9, — A 9;|| < (I1,| — Y) ||pı — Pa|| 
für 9, 9 € U, 91 #2. — In vorliegender Arbeit wird Satz (1) durch ein Gegen- 
beispiel widerlegt; der dazu konstruierte Operator A ist definiert in einem Hilbert- 
raum und ist nicht vollstetig (die Bedingung in (1) kann kein vollstetiger Operator 
erfüllen). Satz (2) wird in verschärfter Form bewiesen: ist U die Kugel |p—g,|| < R 
im Raum E, so sind alle Punkte A mit [A —4,| < Ry/(R + |Ip,||) Eigenwerte 
von A. B. 82.-Nagy. 
Kamynin, L. I.: On Cauchy’s problem for an infinite system of ordinary 
differential equations. Doklady Akad. Nauk SSSR 109, 446449 (1956) [Russisch]. 
A number oftheorems on the existence and uniqueness of the solution of Cauchy’s 
problem for the infinite system of differential equations 


(1) ul, t=Fla,t;...,wle tkkO,..n., 
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k=...—1,0,1,..., with the initial conditions (2) u(z, 0)=a(r), -—o<x<-+t oe, 
are proved. For example Theorem 3 runs as follows. The function f is supposed 
to satisfy for |< T, —o<x< +0 the Lipschitz condition 


KR 2er d).e.)—lmt,..,ua@ tend....)] 


= 2 L,|u@ +kh,t)—ulc+kht)| (.=LI_), 
| where L,<C exp (—kln R) and f (w,t;...,0,...) is measurable with respect to t. 
' Then the problem has a unique solution in the class of functions (3) us, £)| 


 <(exp he In ) ‚r<R,\t|<T, provided that a(x) and f(®,8;...,0,..) satisfy 


‚ inequality (3). The method of proof is that of successive approximations applied to 
the integral equation equivalent to system (1) with conditions (2). Several lemmas 
on the limitation of coeffieients of an entire function are used in the proof. 

J. Szarski. 


Kamynin, L.I.: Lösung des Cauchyschen Problems für ein unendliches System 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen. Vestnik Moskovsk. Univ. 11, Nr. 6 
(Ser. fiz.-mat. estestv. Nauk 4), 3—10 (1956) [Russisch]. 

In der Arbeit wird das unendliche System von Differentialgleichungen der 
Gestalt 
(1) Rue t)or—f |an,t; ur h_,,t),...„ue-th,t)], 
— o<r<-+w, lt] <T, betrachtet, wo A,i=—r,..., r Konstante sind, 
H = max |h,|. Folgende Voraussetzungen werden eingeführt: 1. f{z,t, u_,, ... , %,) 


I 


ist für |1|< 7 und beliebige x, u_,,... , u, erklärt und bezüglich t meßbar, dabei 


Tn— 


Ne lie 0 O EA} 
ö ö 


wo y(x) = exp R en In(1+|x]|)|, 2. f erfüllt die Lipschitz-Bedingung be- 


züglich u_,, ..., w mit der Konstanten L(x), wobei 0< L(@)< Bl«|!%, 
0<1-—e<ö<<l. Das Cauchysche Problem für das System (1) mit den Anfangs- 
bedingungen (2) dlu(z, 0)/A! = gıla), 1=0,1,...,m—1, hat dann mindestens 
eine Lösung, vorausgesetzt daß |p,(x)| < A,y(x). Diese Lösung ist eindeutig in 
der Klasse der Funktionen u(x,t), für welche | u(x,t)/&'|< A;y(x). Für den 
Beweis wird das System (1) mit den Bedingungen (2) auf eine Integralgleichung 
gebracht und dann die Methode der sukzessiven Approximationen angewandt. 
‚Weitere zwei Sätze betreffen die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung des 
Cauchyschen Problems für lineare Systeme. J. Szarskt. 


Persidskij, K. P.: Unendliehe Differentialgleiehungssysteme. Izvestija Akad. 
Nauk Kazach. SSR, Ser. Mat. Mech. 4 (8), 1—11 (1956) [Russisch]. 

i General considerations and examples on equations in functional spaces. The 

reviewer is unable to understand the alleged advantages of not adopting a consistent: 

functional-analytic approach. J. L. Massera. 

Berg, Lothar: Behandlung einer Funktionalgleiehung. Wiss. Z. Univ. Rostock, 
math.-naturw. R. 5, 367—372 (1956). 

Es sei o(v) eine für v»—2,3,... definierte Funktion mit Funktionswerten 
aus dem Bereich der natürlichen Zahlen. Es interessieren Lösungsfunktionen 
z)=x,v=1,2,...), die der Funktionalgleichung (I) u. 1 —2,=6 ORG — 28,00 
c eine positive Konstante) genügen. Ist etwa og) =* + vr natürliche Zahl), so 
ist x(v) die Lösung einer gewöhnlichen linearen Differenzengleichung. Verf. behandelt 
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zwei Beispiele für den weitaus schwierigeren Fall, daß die Menge der Zahlen o(v) — v 
= 2,3, ...) nicht beschränkt ist, bei dem — wie an einem Beispiel gezeigt wird — 
die Lösungsfunktion x(v) von unendlich vielen linear unabhängigen Parametern 
abhängen kann. Während Verf. früher den Fall ow) =a» + mittels Laplace- 
. Transformation löst, werden die hier besprochenen Beispiele o(v) = 2», o(#) =»? — v 
(mit c= 1) nach der bekannten Abschnittsmethode untersucht, bei der (I) als ein 
unendliches Gleichungssystem aufgefaßt wird, das sich bei den vorliegenden Fällen 
abschnittsweise lösen läßt; hernach wird der Grenzübergang zu den Lösungen des 
unendlichen Gleichungssystems vollzogen. H. Töpfer. 


Aezel, J. und M. Hosszü: On transformations with several parameters and 
operations in multidimensional spaces. Acta math. Acad. Sci. Hungar. 7, 327—337, 
russ. Zusammenfassg. 338 (1956). 

Bekanntlich kann jede einparametrige Funktionengruppe f(x, vw) mit dem ad- 
ditiven Parameter v unter gewissen Voraussetzungen durch eine Funktion g(x) bzw. 
deren Inverse g!(x) im der Form (I) f(x, u) = g! [g(z) + uw] erfaßt werden. Dieses 
Ergebnis wird auf den n-dimensionalen (&,,...,2%,)-Raum übertragen. Gegeben 
sei eine Menge von Transformationen mit dem als m -dimensionalen Vektor deut- 
baren Parameter U = (u,:.., Wu): y =lh (an. 2.50 Ur 6 a le 
...,n und n> m), kürzer als y =f(t, u) bezeichnet. Diese Transformationen 
bilden eine Halbgruppe, wenn zu jedem u = (u,...,%,) und d = (m,,...,%) 
ein m = (w,,...,%,„) existiert, so daß f[f(t, u), 0] = (gt, w) gilt (formal kürzer: 
pw =uodv). Falls nun aus der für alle x geltenden Gleichung ft, u) = f(t, v) die 
Gleichung u =v folgt, so gilt das assoziative Gesetz (Uod)ow—=uUo(do Mm). 
Es wird bewiesen, daß bei Hinzunahme einer weiteren Voraussetzung f(t, u) in der 
Fassung (II) f(t, u) = g [g(£) © u] angegeben werden kann. Bei der Verallge- 
gemeinerung von (I) zu (II) ist an die Stelle des + das zwischen Vektoren des n- 
bzw. m-dimensionalen Raumes sinnvolle Rechenzeichen © getreten; allerdings 
ist in diesem © die Operation »o enthalten. Setzt man aber weiter voraus, daß der 
Parameter u ‚‚additiv“, daß also uov = (u +9, ..., Um + Um) ist, so findet man 
(III) f(g,u) = g* [a(g) + cu], wo c eine konstante n x m-Matrix ist, die mit dem 
Vektor u multipliziert wird. Die Frage, wann ein additiver Parameter eingeführt 
werden kann, wird beantwortet; u.a. gehört zu den angegebenen notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen die Angabe, daß tod =vou gilt und daß zu jedem 
ueind mitdob =U existiert. Es wird auch der Fall m > n angeschnitten. 


H. Töpfer. 
Praktische Analysis: 


Kantorovit, L. V.: Angenäherte Lösung von Funktionalgleichungen. Uspechi 
mat. Nauk 11, Nr. 6 (72), 99—116 (1956) [Russisch]. 

Dieser Artikel enthält eine Übersicht über einige Arbeitsrichtungen und Resul- 
tate der approximierenden Analysis. Nach der langen, allgemein gehaltenen Einlei- 
tung werden einige Methoden und Aspekte kurz besprochen und mit Hinweisen auf 
die meist russischen Arbeiten versehen, welche in dem 74 Nummern enthaltenden 
Literaturverzeichnis aufgeführt sind. I. Gradientmethoden zur Auflösung von 
Ax = b im Hilbertschen Raum, wo 4 ein selbst-adjungierter Operator ist. II. Die 
Newtonsche Methode, dem elementaren Iterationsverfahren für gewöhnliche Glei- 
chungen nachgebildet, auf Differentialgleichungen übertragen. III. Betrachtungen 
über die Konvergenz der linearen Approximationen. H. Schwerdtfeger. 


Barna, Bela: Über die Divergenzpunkte des Newtonschen Verfahrens zur Be- 


stimmung von Wurzeln algebraischer Gleiehungen. II. Publ. math., Debrecen 4, 
384—397 (1956). 


Wie in TeilI (dies. Zbl. 55, 111) so wird auch hier das von E. Schröder bereits 
1870 aufgegriffene, mit dem Newtonschen Approximationsverfahren zusammen- 
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Ü hängende Iterationsproblem unter Anwendung einiger Ergebnisse der neueren Itera- 
' tionstheorie behandelt. Durch die Einschränkung auf Polynome f(x) vom Grade m, 

die für reelle x reell sind und deren m verschiedene Nullstellen alle auf der reellen 
) Achse liegen, gewinnt Verf. einige Ergebnisse, die sich auf die sogenannten ‚„singu- 
‚ lären Stellen‘ beziehen: x sei ein beliebiger Wert; diesem werden die Werte H=-zUund 

rekursiv 2,,1ı = ©, — f(x,)/f (&,) zugeordnet. Dann interessieren beim Newtonschen 
Verfahren die Häufungspunkte der Menge aller x,, &,,.... Dieses Problem ist iden- 
tisch mit der Untersuchung des Iterationsverhaltens der Funktion N(x)= x — K&)/f(«). 
Die Nullstellen von f(&) sind die (anziehenden) Fixpunkte von N(x). Innerhalb 
der unmittelbaren Anziehungsbereiche dieser anziehenden Fixpunkte existiert lim x, 
und ist gleich dem im jeweiligen Anziehungsgebiet liegenden Fixpunkt. x = oo 
ist ein abstoßender Fixpunkt von N(x), gehört somit zur Menge % aller Punkte, in 
denen die Funktionenmenge der Iterierten von N(x) nicht kompakt ist. Das 
Problem ist nun, die Menge der ‚‚singulären Stellen“ zu untersuchen, für welche die 
Häufungspunkte der zugehörigen x, nicht mit einer der Nullstellen von f(x) zusammen- 
fallen. Diese singulären Stellen sind solche Punkte der Zahlenkugel, in denen der 
Newtonsche Algorithmus nicht zum Ziele führt, oder iterationstheoretisch ausge- 
drückt: Singuläre Stellen sind Punkte der Zahlenkugel, die nicht in einem mittel- 
baren oder unmittelbaren Anziehungsbereich der (anziehenden) Fixpunkte von N(x) 
liegen, insbesondere sind alle Punkte der perfekten Menge % singulär; da die Menge % 
gewiß nicht die volle Zahlenkugel überdeckt, besitzt % keinen inneren Punkt. Verf. 
weist nach, daß die Komplementärmenge zu % nur aus den mittelbaren und unmittel- 
baren Anziehungsbereichen der Fixpunkte von N(x) besteht, daß also die Menge der 
singulären Stellen mit der Menge % identisch ist. Jeder Punkt der reellen Achse ist 
entweder nichtsingulär oder aber Häufungspunkt von nichtsingulären Punkten. 

H. Töpfer. 


Turän, P.: Remark on the preceding paper of J. W. S. Cassels. (Applieation to 
approximative solution of algebraie equations). Acta math. Acad. Sci. Hungar. 
7, 291—294, russ. Zusammenfassg. 294 (1956). 

Verf. wendet den Satz von Cassels (vgl. dies. Zbl. 73, 33) über die s, auf 
das Graeffesche Verfahren an: Es seien 2, ..., mit || 2|3|>--- 2 |2,| die 
Nullstellen von fy(2), f,(2) die Graeffeschen transformierten Polynome von fy(2), S;r 
die Potenzsummen von f; vom Grad j, dann ist (1n)?”" < alll Max Beide sl. 
Dieses Resultat ist schärfer als alle bisher bekannten. 12j=2n 1 E. Hlawka 


Morrison, D.R.: A method for computing certain inverse funetions. Math. 
Tables Aids Comput. 10, 202—208 (1956). 

Verf. zeigt, daß, wenn f(x) monoton und stetig in (0, a] ist, ferner f(5 a) be- 
kannt ist und f(2x) und f(2 x —-a) einfach berechnet werden können, falls f(x) be- 
kannt ist — was der Fall ist bei Logarithmen und Inversen der trigonometrischen 
Funktionen —, die Iteration mit x = aw, %, =aW, % = U+ı4+ > %+ı Sehr 
einfach arbeitet, da w im Intervalle (0, 1] liegt und deshalb eine binäre Entwicklung 


zuläßt mit w = 5 Un 2, w, = I Un+x 2”. Verf. läßt eine Diskussion der Fehler- 
n=1 n=1l 


größe folgen. E. M. Bruins. 


Wynn, P.: On a eubically eonvergent process for determining the zeros of certain 
funetions. Math. Tables Aids Comput. 10, 97—100 (1956). 

Es wird bemerkt, daß kubisch konvergente Iterationsverfahren zur Gleichungs- 
lösung einfach zu handhaben sind, wenn die vorkommende zweite Ableitung leicht 
berechenbar ist. Genügt die Funktion, deren Nullstellen zu berechnen sind, einer 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, ist das der Fall. Speziell wird die von 
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Richmond [J. London math. Soc. 19, 31—38 (1944) ] angegebene Formel x,1 — %, 
— 268, D,/(2 DR? — OD, D,), die der bekannten Eulerschen Formel ähnelt, unter- 
sucht. Zur Bestimmung komplexer Nullstellen wird die Zerlegung in Real- und 
Imaginärteil angegeben. K.-H. Bachmann. 

Stulen, F. B. and F. 6. Lehman: A method of solving inhomogeneous linear 
simultaneous equations. J. Math. Physics 35, 123—126 (1956). 

Erweiterung der Anwendbarkeit des bekannten Iterationsverfahrens durch Be- 
nutzung eines Polynoms P(}), das für die Eigenwerte };, dem Betrage nach kleiner als 
(oder besser klein gegen) 1 ist. Diskussion für den Fall von nur reellen Eigenwerten; 
Zahlenbeispiel. Vgl. die allgemeinen Überlegungen zu dieser Frage von E. Stiefel. 

H. Witting. 

Azpeitia, A. G.: Eine Methode zur Berechnung der inversen Matrix. Revista 
Acad. Ci. Madrid 50, 463—470 (1956). [Spanisch]. 

Verf. berechnet, daß die Zahl der erforderlichen Multiplikationen bei der Be- 
rechnung der inversen Matrizen, die von v. Neumann für eine Matrix n-ter Ord- 
nung auf 2n? angesetzt wurde, unter Verwendung der Formeln von Dantzig, Orden 
und Wolfe (vgl. dies. Zbl. 64, 394) zwischen 2 n? und n? liegt. E. M. Bruins. 


Tabueva, V.A.: The use of successive approximations in finding separatrices. 
Doklady Akad. Nauk SSSR 111, 301—303 (1956) [Russisch]. 

In dem System von Differentialgleichungen dx/dt = y, dy/dt = — y(x) y — f(x) 
werden o(x) und f(x) der Einfachheit halber als stetig differenzierbar vorausgesetzt. 
Es sei (x) m > 0, f0)=0, fx) > 0 für <r <a, H&) = I, Fix) = 0. Unter- 


sucht wird die Konvergenz der Folge y,(x) = IK da = 5 2 da. (a=1.22) 
n—1 
2 1/2 © © 
mit Y,(2) = (2 S t«) de) gegen dieLösung des Gleichungssystems. Wenn mindestens 


für 0<x<e, dieUngleichung f Ie@ Yı(z) yolz) — fx) S px) da) le) Yo(x)} 
mit yı(z) = f 9%) dx + y,(x) erfüllt ist, ist in einer genügend kleinen Umgebung 


de=0 


des Punktes (x,,0) die gleichmäßige Konvergenz gesichert. W. Schulz. 

Garabedian, P.R.: Estimation of the relaxation faetor for small mesh size. 
Math. Tables Aids Comput. 10, 183—185 (1956). 

Verf. untersucht die Überrelaxation von G. Frankel und D. Young zur ap- 
proximativen Lösung elliptischer partieller Differentialgleichungen im Falle der 1. 
Randwertaufgabe der ebenen Potentialtheorie. Durch Umordnung der Vorschrift 
für die Laplacesche Differentialgleichung (,,5-Punkte-Gleichung‘“‘) 

Kun Zu), tes m... W 4 tu, 
(r = Relaxationsfaktor) und Deutung von n als Index einer Zeitvariablen gelangt 
Verf. zu einer Differenzengleichung für die hyperbolische Differentialgleichung 
Au= u + u +20 (O= (2lr—1)/h;h = Schrittweite). Durch Transfor- 
mation dieser Gleichung auf die kanonische Form, Entwicklung der Lösungen nach 
den Eigenfunktionen von AU + k2U =0 für den Bereich D mit der Fläche A des 
Ausgangsproblems bei den homogenisierten Randbedingungen und Diskussion 
dieser Lösungen kommt Verf. zu den folgenden asymptotischen Aussagen: 1. Der 
Fehler der Laplaceschen Differenzengleichungen bei N Überrelaxationsschritten ver- 
hält sich bei wachsendem N - h asymptotisch wie e"?N?%(p Re (20 — 402 — 2 AR 
k7 = Kleinster Eigenwert). 2. Unter Verwendung einer Ungleichung von Pölya und 
2 


Szegö findet der Verf. für r den gut brauchbaren Wert r— 


. Die ana- 
ei. (1 + 3,014n/YA) 
loge Diskussion für eine ‚„9-Punkte-Gleichung‘“ schließt sich an. @. Bertram. 
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Aleskerov, 8. A.: Eine Methode zur angenäherten Lösung der äußeren Rand- 
wertauigabe für die Laplacesche Gleichung. Akad. Nauk Azerbajdz. SSR, Doklady 
12, 8S03—808 (1956) [Russisch]. 

Den Ausgangspunkt der Überlegungen des Verf. bildet die Bemerkung, daß 
sich bei der Lösung der äußeren Dirichletschen Aufgabe mittels konformer Ab- 
bildung und Verwendung elektrischer Netzmodelle Schwierigkeiten hinsichtlich der 
Genauigkeit der Approximation ergeben können, da die regelmäßigen Konfigura- 
tionen der Ränder mehrfach zusammenhängender Gebiete in krummlinige Kurven 
übergehen. Beobachtungen, die im Fall einer einfachen symmetrischen Konfigura- 
tion, bestehend aus zwei Rechtecken, die von einem Kreis mit dem Radius R um- 
schlossen werden, gemacht wurden, brachten Verf. dazu, die Lösung der gemischten 
| Randwertaufgabe für die Laplacesche Gleichung AU,(x, y) = 0 mit vorgeschriebenen 
Werten auf den im Innern des Kreises gelegenen Rändern und mit OU,/on = 0 auf 
dem Kreis durch Grenzübergang R— x auf die Lösung der äußeren Dirichletschen 
Aufgabe zurückzuführen. Die Untersuchungen wurden mit dem elektrischen Modell 
EM-8 durchgeführt, das an der Aserbaidshanischen Akademie der Wissenschaften 
entwickelt wurde und 3500 Knotenpunkte besitzt. W. Schulz. 


Hall, M. 6.: The accuracy of the method of characteristies for plane supersonie 
flow. Quart. J. Mech. appl. Math. 9, 320—333 (1956). 

Allgemein gehaltene Diskussion der Fehlerfortpflanzung für die Differenzen- 
approximation der charakteristischen Differentialgleichungen einer ebenen, statio- 
nären und isentropischen Überschallströmung eines idealen Gases. Aufstellung und 
angenäherte Lösung (Aufsummation) der Fehlergleichungen, Diskussion der Fehler- 
fortpflanzung längs und im Bereich zwischen den Charakteristiken. Gesonderte 
Betrachtung der Approximations-(Neigungs-)Fehler und der (zufälligen) Abrunde- 
fehler. H. Witting. 


Manfredi, Bianca: Soluzioni numeriche in problemi pluridimensionali lineari di 
eonduzione del calore. Rivista Mat. Univ. Parma 7, 51—77 (1956). 
Ricollegandosi ad un precedente lavoro (cfr. questo Zbl. 67, 192) si estende a 
problemi pluridimensionali il metodo del calcolo alle differenze per la risoluzione nu- 
merica di assai generali problemi di flusso di calore. Vengono dati criteri sufficienti 
di convergenza e stabilitä dei procedimenti ed un criterio sufficiente che permette di 
calcolare la soluzione numerica con un prefissato errore nei confronti di quella esatta. 
Si stabilisce, come nel caso unidimensionale, una formula che, nello schema alle 
differenze, equivale al classico teorema integrale di Duhamel, in base al quale i 
problemi al contorno con dati funzioni del tempo vengono ricondotti agli analoghi 
con dati indipendenti dal tempo. Due esempi numerici per la piastra quadrata 
completano il lavoro. @. Sestinv. 
Adachi, Ryuzo: On the numerical solutions of some integro-differential 
equations under some conditions. Kumamoto J. Sci., Ser. A 2, 322—335 (1956). 
Betrachtet werden Integro-Differentialgleichungen der Form 


b 
Hz, ya), ya), ya} + Spiw & Ye), YA), ZN IE — 0 


mit dem Ziel, eine numerische Lösung zu finden. Die Ableitungen und die Inte- 
gration werden approximativ durch endliche Summen ersetzt, so daß man ein 
Gleichungssystem zur Bestimmung von Funktionswerten y(x,) erhält; auf Fehler- 
betrachtung wird Wert gelegt. Da jedoch die benutzten Fehlerabschätzungen der 
Formeln zur numerischen Differentiation und Integration höhere Ableitungen der 
gesuchten Funktion enthalten, werden diese wiederum mit Interpolationsformeln 
unter Verwendung der näherungsweise errechneten Funktionswerte abgeschätzt. 
Exakte Fehlerschranken werden nicht angegeben. In drei Beispielen (auch nicht- 
linear) werden Verfahren und Fehlerbetrachtung praktiziert. G. Hämmerlin. 
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Vladimirov, V.$.: On the applieation of the Monte Carlo method for obtaining 
the lowest charaeteristie number and the corresponding eigenfunction for a linear 
integral equation. Teor. Verojatn. Primen. 1, 113—129, engl. Zusammenfassg. 
129—130 (1956) [Russisch]. 

Vorgelegt sei die Integralgleichung p(P) = J K(P, P')o(P')dP’, wobei @ 


eine offene Teilmenge des Rr ist. Dabei sei X von der Gestalt »=*. H(P, P)>0 
mit stetigem, symmetrischem H und r = || P— P'||; 0<&<<m. Bei geeigneter 
Normierung gilt für die Eigenwerte 1</,<|A|<..., wobei die zu A, gehörige 
Eigenfunktion g,(P) als einzige überall positiv ist. Entsteht f, durch n-malige 
Anwendung des Integraloperators auf ein beliebiges f, > 0, so gilt: f„/||I|> Pı \ 
und (fu In-ı)/(fo> 2) > A, exponentiell bei n— oo; hierbei bedeuten |f|| und (f,g) 
resp. Quadratnorm und inneres Produkt über @. — Diese sukzessive Approxi- 
mation wird nachgeahmt durch einen Markoffschen Prozess mit einer Übergangs- | 
dichte F(P’, P) der Gestalt (*) F(P’', P)-dP = const - d,G(P, wo, r)dw, wobei do || 
das Flächenelement äuf der m-dimensionalen Einheitskugel, o= (P'— P)/r und Gals 
Funktion von r eine Verteilungsfunktion ist. Aus dem Markoffschen Prozeß 
P,> P> PR> ... wird eine Folge Z,= f(P,), Zı; - - - gebildet mit der Eigenschaft ' 
E(Z,„|P = P,)= f„(P,). Zur maschinellen Realisierung von (*) benutzt man eine 
zufällige, unabhängige Folge von Vektoren ®,, @z, ... der Länge 1 und eine weitere 
unabhängige Zahlenfolge &,,&,,... mit O<a,<1l und berechnet jeweils r, als 
Lösung von G (Pr 1, @u, rı) =%, und hieraus P, = Pr ı +r;®;. — Nach be- 
kannten Vorbildern für die Lösung linearer Gleichungssysteme nach der Monte- 
Carlo-Methode werden für G zwei Ausdrücke vorgeschlagen, von denen der eine 
zwar zu kleinerer Dispersion, aber wesentlich größerem Rechenaufwand führt. — 
Die Realisierung der inneren Produkte (f,, f,) wird so durchgeführt, daß die aus @ 
zu wählenden Punkte P,, für die jeweils /,(P,) berechnet wird, ebenfalls der Reihe 
nach durch eine Monte-Carlo-Methode mit auf @ konstanter Dichte gewonnen werden. 
Mit Hilfe des Ljapunovschen Satzes über die Schnelligkeit der Konvergenz der 
Bernoulliverteilung gegen die Normalverteilung werden Abschätzungen über die 
Genauigkeit gewonnen, die bei vorgegebener Irrtumswahrscheinlichkeit, Anzahl 
der Iterationsschritte und Wiederholungszahl des Prozesses je Berechnung eines 
f„(P,) erreichbar ist. — Das Ergebnis einer praktischen Anwendung dieser Methode 
wird im Falle einer auch elementar lösbaren Integralgleichung mitgeteilt. 

H. Richter. 

Warschawski, 8. E.: Recent results in numerical methods of conformal mapping. 
Proc. Sympos. appl. Math. 6, 219—250 (1956). 

Zusammenfassende Darstellung von Verfahren, die die effektive Bestimmung 
der konformen Abbildung eines einfach zusammenhängenden Gebietes in einen 
Kreis und umgekehrt ermöglichen. Diese Verfahren zielen auf die numerische Be- 
herrschung der Ränderzuordnung ab. 1. Die glatte Kurve CO: 2 =£(s), 0 <s<L, 
berandet ein endliches Gebiet G,, das durch w = f(z) in |w| < 1 abgebildet wird, 
wobei f(2,) =0 (|a,|< 1) und f(z,) ei (zı € 0) gelten soll. ©(s) = arg f(£(s)) ge- 


nügt der Integralgleichung ©(s) = [ K (s,t) O(t) dt — 2 ß(s), deren iterative Auf- 
ö 


lösung untersucht wird. 2. Ist C in der Form g = o(9), O<p<2n und 0 (P) 
stetig, darstellbar und bildet z = f(w), f(0) = 0 und f’(0) > 0, |w| < lin das Gebiet 
G, ab, dann genügt ®(O) = arg f(e‘®) einer Integrodifferentialgleichung, die unter 
gewissen Bedingungen durch Iteration lösbar ist. Für die numerische Behandlung 
wird, wie beim Verfahren von Theodorsen-Garrick, ein diskretes Analogon her- 
angezogen. Die zu 1. und 2. angegebenen numerischen Ergebnisse beziehen sich auf 
den Fall, daß C' eine Ellipse ist. Zu zwei weiter erwähnten Verfahren — Anwendung 
der Ritzschen Methode auf ein die Abbildungsfunktion charakterisierendes Minimal- 
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£ problem und eine im Zusammenhang mit 1. angesetzte Störungsrechnung — scheinen 


‘0 noch keine numerischen Erfahrungen vorzuliegen. H. Wittich. 


Grossman, D. P.: Über Formeln zur numerischen Differentiation ohne Diffe- 


© renzen. Untersuchungen über ausgewählte Fragen der Analysis und Geometrie, 


30—36 (1956) [Russisch]. 

Verf. beweist zwei von ihm vorher (dies. Zbl. 51, 97) ohne Beweis veröffentlichte 
Formeln. Insbesondere untersucht er die Kleinheitsordnung des Restgliedes für eine 
reelle Funktion f(x). Eines seiner Ergebnisse stimmt mit einem später von J. Kuntz- 
mann (dies. Zbl. 56, 287) veröffentlichten überein. Eine von S. E. Mikeladze 
(dies. Zbl. 45, 396) angegebene Formel ist als Spezialfall enthalten. Schließlich wird 


U für symmetrisch gelegene Interpolationsstellen angegeben: 


Mt N N En 
I jun ee y)! fat &; h) nn n2n—1 gen Ya) 
Fre I — &) n(n +1)... 2n—|]) 
ji 
& Einheitswurzeln. G. Feldmann. 


Luke, YudellL. and Henry E. Fettis: On the evaluation of the Schwarz fune- 
tion. J. aeronaut. Sci. 23, 975—976 (1956). 


Das Integral [ e”'” J,(A u) u” du wird unter Anwendung einer früher gegebenen 
i) 


Formel (dies. Zbl. 39, 75; 70, 128) durch trigonometrische Funktionen approxi- 
miert und es wird aufdie Ausdehnungsmöglichkeit einer solchen Approximation auf 


Se” J„(Au) u® du (mit Anwendung auf eine Integrodifferentialgleichung der Aero- 
0 
dynamik) hingewiesen. O. Volk. 


Laville, Gaston: Calcul graphique d’un produit de composition. C. r. Acad. 
Sci., Paris 242, 441—443 (1956). 


t 
Zur graphischen Ermittlung von [f(A) g(t —/) di werden f(A) und g(}) auf 
[0) - 


Transparentpapier aufgetragen. Das Blatt mit g(/) wird gewendet und auf das Blatt 
mit f(A) so gelegt, daß die Abszissen zur Deckung kommen und die Koordinaten- 
anfangspunkte den Abstand i haben. An der Stelle A kann dann f(A) und g(t —A) 
abgelesen werden. Die Multiplikation wird graphisch ausgeführt, die Produktordina- 
ten werden in ein weiteres Schaubild eingetragen. Die Integration wird nach der 
Methode von Massau vorgenommen. | H. Unger. 


Miller, 6. F.: Summation of a slowly convergent Fourier series oceurring in 
‚ a fluid motion problem. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 237, 17—27 (1956). 


Die Auswertung von I = I p,z’ mit komplexem 2 wird unter der Voraus- 


\ r=0 ‚ 
setzung besprochen, daß die 7, für r>1 asymptotisch mittels Fakultätenreihen 
(Verallgemeinerung: Endliche Summe von Fakultätenreihen oder auch Differen- 
tiation nach einem Parameter) dargestellt werden können. Ist p” die Partial- 


summe der ersten n Terme dieser Entwicklung, so daß p, = p® + (p, — p®), 
dann ist nur noch I* = p> (p,— p”) z’ auszuwerten, da die Summe über die ersten 
Terme exakt angegeben erden kann. Die Reihe /* konvergiert im allgemeinen 
wesentlich schneller als die Reihe für I. Alserste Anwendung wird die Summation der 
hypergeometrischen Reihe Fa, b,e,z) => a Zn l2| < 1, besprochen, indem 
gezeigt wird, daß sich (a), (b),/(e),r! in eine Fakultätenreihe entwickeln läßt. — 
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Die zu untersuchende und langsam konvergierende Reihe $(9) = % ba, ı sin (2r—1)d 
r=1 


mit 0O<9<-r kann nun mittels der hypergeometrischen Funktionen F(a, &, 
© +&,— ei?) und F(,%,a+&+ 1,— e?i?) ausgedrückt werden. « und sind 
die konjugiert komplexen Wurzeln der Gleichung »° —(y2— =) 2 +1—-+ y2 — 0 
Die Berechnung von S() für O<d< +7 erfolgt einmal unter Ausnutzung des 
Zusammenhanges mit F. Das andere Mal wird der allgemeine Koeffizient in der Reihe 
direkt entwickelt unter Heranziehung der für die b5,_ı gültigen Rekursionsformel. 
Schließlich wird die Anwendung der Eulertransformation diskutiert. Es ergeben sich 
für 0<9<tm gut konvergierende Reihen. Obwohl für = 60° Divergenz vor- 
liegt, können bis etwa 9 = 70° die ersten Glieder zur Berechnung herangezogen 
werden. Für den restlichen Bereich müssen andere, z.B. obige, Vorgehensweisen 
benutzt werden. H. Unger. 


Southard, ThomasH.: Everett’s formula for bivariate interpolation and throw- 
back of fourth differences. Math. Tables Aids Comput. 10, 216—223 (1956). 

Interpoliert man in einer Variablen mit der Everettschen Formel zweiter Ord- 
nung, dann können vierte Differenzen bis zu einem Betrage von 20 Einheiten der 
letzten Dezimale unberücksichtigt bleiben. Verwendet man modifizierte zweite 
Differenzen (Rückwurf der vierten auf die zweiten Differenzen), dann werden vierte 
Differenzen bis zu 1000 Einheiten mit erfaßt. Verf. dehnt diese Überlegungen aus 
auf die Interpolation einer Funktion v, die von den zwei Variablen x und y abhängig 
ist. Die Everettsche Formel für zwei Variable wird mit zweiten modifizierten Differen- 
zen M? u,, und M? u,, angesetzt, die sich aus den gewöhnlichen Differenzen 7 u;,, 
62 ug, Of u, 04 u, und Ö20,u;, wie folgt aufbauen: 


2 um S2 4 32 52 2 BERND ’ 
ME Us = 0, up — cl Ur 40,0, Ur: M, U;r —=ö, 7 ö, uU —d' 6.ö, U;rk- 


Der Betrag der Abweichung R= R,+ R, + R,, gegenüber der Formel, die die vierten 
Differenzen exakt berücksichtigt (R, nur Glieder mit 65, R, mit ö4, R,, mit 62.62), 
wird durch passende Wahl der Konstanten c, d, c’ und d’ möglichst kleın gemacht. 
Mit c= c’=c, % 0,184 (Wert bei Interpolation in einer Variablen) und d=d’=1/32 
erhält man: |R| < L/2000 + M/2000 + N/120 mit |ö&u|<Z, | u] < 0,07L, 
&u<M, ul <0,07M, |2%u<N, | u <N/15, |62u|< N/15. Unter 
anderen Voraussetzungen wird für |R| noch eine weitere Ungleichung hergeleitet. 
Interpoliert man mit gewöhnlichen zweiten Differenzen, dann muß die Ungleichung 
L/42 + M/42 + N/64<1/2 Einheit der letzten Dezimale erfüllt sein. Als Beispiel 
wird die Interpolation der unvollständigen Gammafunktion gezeigt. H. Unger. 


e Eckert, W. J. und Rebecea Jones: Schneller, schneller. Eine allgemein- 
verständliche Beschreibung einer elektronischen Großrechenanlage und der von ihr 
lösbaren Probleme. IBM Deutschland. Internationale Büro-Maschinen Gesellschaft 
M1,..b..H.19564 VI.-176 8. 

Die Monographie erklärt in allgemein verständlicher Sprache, wie eine elek- 
tronische Rechenmaschine arbeitet, welcher Art die von ihr zu lösenden Probleme 
sind und wie die Probleme der Maschine dargeboten werden. Die Erklärungen be- 
ziehen sich hauptsächlich auf die Maschine NORC (Naval Ordnance Research Calecu- 
lator), die im Watson Scientific Computing Laboratory der IBM in New York gebaut 
wurde. Im einzelnen werden die technischen Bauteile der Maschine geschildert und 
durch zahlreiche Bilder illustriert. Anschließend folgen Abschnitte über Prüf- 
methoden, Maschinenwartung und arithmetische Grenzfälle Ferner sind einige 
Beispiele von numerischen Aufgaben angeführt. Ein ausführliches Schlagwort- 
register erleichtert das Studium des Buches, das leicht zu lesen und doch wissen- 
schaftlich unanfechtbar geschrieben ist. Ambros. Speiser, 
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e Proceedings of the ‚second annual computer applieations symposium, held 
October 24—25, 1955. Chicago: Armour Research Foundation of the Illinois In- 
stitute of Technology 1956. 108 p. $ 3.00. 

Die Tagung, über die berichtet wird, diente dem Erfahrungsaustausch über die 
Verwendung elektronischer Rechenmaschinen. 14 Referate berichten über die Ar- 
beiten verschiedener Rechenzentren, die mit solchen Maschinen ausgerüstet sind, 
wobei die Fragen der Wirtschaftlichkeit, der Ausbildung von Programmierern, des 
Austausches von Programmen und der Fehlersuche im Vordergrund standen. So- 
wohl wissenschaftliche Berechnungen, als auch geschäftliche Anwendungen (wie z.B. 
die Führung von Versicherungspolicen) werden behandelt. Die Schilderung eigent- 
© licher mathematischer Methoden beschränkt sich auf die Beschreibung der Lösung 

; einer Aufgabe mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode, einschließlich der Erzeugung der 
hierzu notwendigen Zufallsfolgen. Ambros. Speiser. 

Linsman, M.: Le choix du code dans la construction des machines math6mati- 
ques d6eimales. Bull. Soc. roy. Sci. Liege 25, 608—635 (1956). 

Verf. diskutiert die Darstellung von Dezimalziffern in einem Rechenautomaten 
durch 4-stellige Dualzahlen (Tetraden). Da 16 Tetraden zur Darstellung der Ziffern 
0 bis 9 zur Verfügung stehen, gibt es verschiedene mögliche ‚‚Codes‘, von denen aber 
die meisten als praktisch unbrauchbar ausscheiden. — Verf. betrachtet zunächst 
solche Codes, bei denen jeder Dualziffer der Tetrade ein bestimmtes dezimales 
„Gewicht‘“ zugeordnet ist; unter diesen zeichnen sich einige durch spezielle Eigen- 
schaften aus, u. a. der direkte Code 8, 4, 2, 1; der von Aiken vorgeschlagene Code 
2,4, 2, 1. Verf. diskutiert auch Codes mit negativen Gewichten, unter denen der 
Code 8,4, — 2, —1 bis auf Komplementbildung auf den Stellen — 2, — 1 mit dem 
3-Exzess-Code von Stiebitz übereinstimmt. Es gibt noch andere Gesichtspunkte 
für die Bildung tetradischer Darstellung, z.B. daß die Addition und Subtraktion 
von tetradisch verschlüsselten Dezimalziffern im wesentlichen dual ausgeführt werden 
kann; diese werden ebenfalls eingehend diskutiert. H. Rutishauser. 

Krarup, T. and Bj. Svejgaard: A method for matrix multiplieation, matrix 
inversion, and problems of adjustment by punched card equipment. Geodaetisk 
Inst., Medd. 31, 30 p. (1956). 

In this article the authors devise a scheme for multiplying two matrices together 
using an IBM 602 A in conjunction with a sorter. The method involves less card hand- 
ling than any I have previously seen. The authors have shown how the scheme may 
be applied equally well to the method of matrix inversion by triangulation for both 
the symmetrice and non-symmetric cases. Though these authors consider only the 
602 A, the method is equally suited to others of the standard punched card calcula- 
tors such as the 604. However, when a little more storage is available as in the case 
of the 607 or the C. P. C. there are methods that seem to be more efficient. 

R. F. Reeves. 

e Johnson, ClarenceL.: Analog eomputer techniques. New York — Toronto — 
London: McGraw-Hill Book Company, Inc. 1956. XI, 264 p. $ 6.00. 

Das Buch vermittelt eine gründliche Übersicht über elektronische Integrier- 

anlagen (Geräte zur Lösung von gewöhnlichen Differentialgleichungen), wobei im 
Gegensatz zu andern Lehrbüchern seiner Art vermehrt auf die technische Verwirk- 
lichung der Funktionselemente eingegangen wird. Trotzdem wendet sich das Werk 
in erster Linie an den Benützer und nicht an den Erbauer von Integrieranlagen. Nach 
einer Einführung in die Bauelemente und in die Vorbereitung der Rechenaufgaben, 
welche hauptsächlich aus einer Transformation der Variablen besteht, wird als wich- 
tigstes Anwendungsbeispiel der Entwurf und die Berechnung von Servosystemen 
anhand zahlreicher Beispiele und unter Berücksichtigung aller technischen Einzel- 
heiten erläutert. Anschließend behandeln getrennte Kapitel die Darstellung von 


nicht-linearen Vorgängen und die Multiplikation von Variablen, welche in Integrier- 
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anlagen immer besondere Aufmerksamkeit erfordert. Ein Abschnitt ist dem digitalen 
Integrator gewidmet; dies ist ein Gerät, welches die Integration in Form einer Impuls- 


zählung durchführt und daher absolut reproduzierbare Resultate liefert. — Das Buch 
stellt den Inhalt einer Vorlesung dar. Zahlreiche Übungsaufgaben machen es als 


Lehrmittel bestens geeignet. i Ambros. Speiser. 
Winkler, Helmut: Die Multiplikation zeitlich rasch veränderlicher nichtsinus- 
förmiger Spannungen. Wiss. Z. Hochschule Elektrotechnik Ilmenau 2, 83—88 (1956). 


In Analogie-Rechengeräten bereitet die Multiplikation zweier veränderlicher 


Spannungen besondere Schwierigkeiten, wenn der Prozeß so schnell ablaufen soll, 


daß keine beweglichen Teile verwendet werden können. Es bestehen folgende Ver- | 
fahren: Multiplikation mittels Hall-Effekt, elektronenoptisches Verfahren mit ge- 


kreuzten elektrischen und magnetischen Feldern, Hyperbelfeld-Multiplikationsröhre, 
Viertelquadrat-Methode mit zwei nichtlinearen Gliedern, Modulation und anschlie- 
ßende Integration von Impulsen. Ambros. Speiser. 


e Schuler, M.: Einführung in die Theorie der selbsttätigen Regler. (Technisch- 


physikalische Monographien, Bd.9.) Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft 


Geest & Portig K.G. 1956. X, 288 S. mit 175 Bildern. Geb. DM 24,—. 
Es wird eine für angehende Ingenieure gedachte Einführung in die Regeltheorie 
gegeben, die zwar keinen Anspruch darauf erheben kann, die Vielzahl der im Laufe 


der letzten Jahrzehnte entwickelten anspruchsvollen und weitreichenden mathe- 


matischen Berechnungsverfahren systematisch darzulegen, die aber an jenen Stellen 
von besonderem Reiz ist, an denen Verf. aus der Fülle seiner Erfahrungen auf 
Gebieten berichtet, auf denen er selbst vor mehr als 30 Jahren Pionierarbeit ge- 
leistet hat. Behandelt werden Teilprobleme aus der Theorie der stetigen und un- 
stetigen Regelungen, vorwiegend mit den Hilfsmitteln der klassischen Regeltheorie. 
Die gewählten Begriffe und Bezeichnungen decken sich nicht immer mit den jetzt 
eingebürgerten und genormten. Dafür werden manche speziellen Fragen erörtert, die 
man sonst vergeblich im Regelschrifttum sucht. K. Magnus. 

Cartwright, M.L.: Some aspects of the theory of non-linear vibrations. Proc. 
internat. Congr. Math. 1954 Amsterdam 3, 71—76 (1956). 

Verf. skizziert einige schon häufig behandelte Probleme aus der Theorie der 
nichtlinearen Schwingungen und gibt Hinweise auf neue, noch wenig erforschte 
Fragestellungen, die aus der Regelungstheorie herrühren. Bisher galt meistens das 
Interesse den periodischen Lösungen nichtlinearer Schwingungsdifferentialgleichun- 
gen, darunter vor allem den stabilen, weil nur sie physikalisch realisierbar sind. Es 
wurden Bedingungen für ihre Existenz aufgestellt, Amplituden abgeschätzt, Resonanz- 
kurven konstruiert und im Falle der Selbsterregung auch Frequenzen bestimmt. 
Die Übergangserscheinungen galten als weniger wichtig, weil sich Systeme der Hoch- 
frequenztechnik innerhalb sehr kurzer Zeit zu ihrem stationären Zustand aufschau- 
keln. Die Regelungstheorie bringt aber neue Gesichtspunkte. Es werden Bedingun- 
gen gesucht, unter denen unerwünschte Schwingungen ausgeschlossen sind, und 
eine wesentliche Frage besteht darin, wie schnell in einem gegebenen System die 
Übergangsprozesse abklingen und welche Charakteristik ein nichtlineares Übertra- 
gungsglied haben muß, um ein vorgeschriebenes Eingangssignal am geeignetsten 
umzuformen. Verf. erörtert nun Beiträge aus der Literatur zur Aufgabe der Tilgung 
von unerwünschten Schwingungen, besonders bei Fremderregung. Nichtlineare 
Differentialgleichungen 2. Ordnung mit periodischem Erregerglied werden ange- 
führt, bei denen die Frage nach den erzwungenen Schwingungen eine präzise Ant- 
wort zuläßt. Ferner bringt Verf. das Problem des belasteten Synchronmotors, wo 
es darum geht, die Lastschwankungen festzustellen, die einen vorhandenen Gleich- 
gewichtszustand noch nicht beseitigen. Schließlich nennt Verf. einige Arbeiten über 
Einschwingvorgänge und ihre Verbesserung durch Konstruktion von passenden 
Nichtlinearitäten, z. B. Zweipunkt-Reglern., R. Reißig. 
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| Bellman, R.,I. Glieksberg and 0.Gross: On the “bang-bang” control problem. 
| Quart. appl. Math. 14, 11—18 (1956). 


| Es sei 3(£) ein n-dimensionaler Vektor, welcher der linearen Differentialgleichung 
dz/dt=Xz + f(t) mit z(0) =c genügen soll. Hierbei sei X eine n-reihige und von t unab- 
| hängige reelle Matrix, deren charakteristische Wurzeln sämtlich negative Realteile 

haben, und f(f) ein n-dimensionaler Vektor, dessen (reelle) Komponenten der Unglei- 
chung |f;(t)| <1 genügen; dieser Vektor f(&) hat in der Theorie der Regelungen insbeson- 
; dere die Aufgabe, 3(t) in minimaler Zeit auf Null abklingen zu lassen. Verff. zeigen, daß 
| es unter den obigen Voraussetzungen stets einen Vektor f(£) gibt, der diese Aufgabe 

erfüllt und zwar mit Komponenten f;(t) vom Betrage 1. Unter den gegebenen Voraus- 

setzungen ist also die sog. „‚Schwarz-Weiß-Regelung‘‘ die optimale Regelung. Sind 
‚ die charakteristischen Wurzeln von U sogar sämtlich negativ-reell und voneinander 
verschieden, so wechselt jede Komponente f;(t) ihr Vorzeichen höchstens »n — 1 Mal. 
‚ Im Beweis werden Tatsachen aus der Thorie der Banach-Räume und der konvexen 
, Körper an entscheidender Stelle benutzt. Ein Beispiel für den Fall n = 2 wird zur 
; Olustration der Methode und der erzielten Ergebnisse in allen Einzelheiten durch- 
‘ geführt. S. Schottlaender. 


e Oldenburger, Rufus (edited by): Frequeney response. New York: The Mac- 
; millan Company 1956. XII, 372p. $ 7.50. 
Zum Zwecke des Erfahrungsaustausches über die Anwendung der Methode der 
' Frequenzcharakteristiken auf die Lösung von Regelungsproblemen wurde anläßlich 
| der Jahrestagung der ASME (American Society of Mechanical Engineers) am 1. und 
2. Dezember 1953 in New York ein Kolloquium (Frequency-Response Symposium) 
abgehalten. Das vorliegende Buch enthält nun das Material dieses Kolloquiums 
| sowie einige zusätzliche Beiträge zum Thema, darunter zwei Arbeiten von Goldfarb 
‘ und Zypkin, die 1947 bzw. 1953 in der Zeitschrift Avtomatika i Telemechanika 
| erschienen sind. — Beim Studium einer physikalischen Anlage interessiert man sich 
im allgemeinen für die Größen an den Ein- und Ausgängen der Anlage. Die Be- 
obachtung dieser Größen reduziert sich oft auf diejenige einer Eingangs- und einer 
| (davon abhängigen) Ausgangsgröße. Bei der Aufnahme der Frequenzcharakteristiken 
| der Anlage bestimmt man dann die Reaktion des Ausgangs auf Sinusschwingungen 
| verschiedener Frequenzen, die am Eingang erzeugt werden. [Das Kolloquium wid- 
| mete sich besonders der Anwendung dieser Methode auf solche Anlagen, die nicht 
| nur Übertragungssysteme sind, sondern auch Rückführungen besitzen (z. B. Re- 
| gelungssysteme).] Die Frequenzcharakteristiken geben einen besseren Einblick in 
| die Wirkungsweise eines Systems als die Differentialgleichungen. Wenn man diese 
nämlich aufstellt, berücksichtigt man nur die vorherrschenden Faktoren und ver- 
‚ nachlässigt die übrigen. Hingegen beschreiben die exprimentell gewonnenen Fre- 
| quenzcharakteristiken die physikalische Anlage bis auf Meßfehler genau. Die Be- 
| schreibung ist überdies eindeutig. Die 28 Beiträge, die das Buch enthält, vermitteln 
| einen Überblick über den derzeitigen Entwicklungsstand und den Anwendungs- 
| bereich solcher ‚„‚Beschreibungsfunktionen“. Folgende Gliederung wurde gewählt: 
| Einführung; Teil I: Grundlagen; Teil II: Hilfsmittel; Teil IIT: Regler, Anwendung 
| auf Flugzeug- und Kraftwerk-Anlagen; Teil Iv: Verfahrensregelung; Teil We Über- 
| gangsprozesse; Teil VI: Optimierungsfragen bei Regelungen; Teil-VIE: Nichtlineare 
Methoden; Teil VIII: Unstetige Regelung; Teil IX: Statistische Methoden. Einige 
Beiträge, die vom mathematischen Gesichtspunkt aus interessant erscheinen, werden 
"anschließend an dieses Referat noch einzeln besprochen. Das Buch wendet sich aber 
vor allem an den Regelungstechniker, der mit Hilfe des Verfahrens der Frequenz- 
charakteristiken praktische Probleme (z. B. Stabilitätsfragen oder Aufgaben der 
Synthese von Regelanlagen oder von einzelnen Se ee 
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Macmillan, R. H.: The frequeney-response method — a brief survey. Frequency 
response, 6—20 (1956). H 

Die Wirkungsweise eines linearen Übertragungssystems läßt sich durch eine 
Differentialgleichung D(p) x, = M(p) x, beschreiben; hierbei ist p der Operator d/dt, 
D(p) und M(p) sind Polynome mit konstanten Koeffizienten, x, ist die dem System. 
aufgeprägte Eingangsgröße und x, die davon abhängige Ausgangsgröße. Ist x, eine 
Sinusschwingung, ©, = R e®!, so trifft dies im stationären Zustand auch für x, zu) 
©, =%,W(jw). Die Größe W(j ©) = M(j w)/D(j w) ist der Frequenzgang des 
Systems, sein Modul ist die Amplituden-Frequenzcharakteristik (Vergrößerungs-. 


faktor) und sein Argument die Phasen-Frequenzcharakteristik (Phasenverzögerung). | 
Der Vektor W(j w) beschreibt im Frequenzintervall 0 << + © die Ortskurve' 
des Frequenzganges. Der Zerlegung der (i. allg. echt gebrochenen) rationalen Funk-. 
tion W(p) in Partialbrüche entspricht eine Zerlegung des Übertragungssystems im. 
hintereinander. geschaltete einfache Übertragungsglieder. Verf. diskutiert solche} 
sowie den Frequenzgang W/(1+W) des durch Rückführung geschlossenen Systems. 
Dann erörtert er, wie man an Hand von Ortskurven Stabilitätsfragen entscheiden | 
kann (Verfahren von Nyquist), und beschreibt die logarithmischen Amplituden- 
und Phasen-Frequenzcharakteristiken. Er behandelt weiterhin das Abklingen von! 
Übergangsprozessen, den komplexen Frequenzgang W (—& +7 w) und seine Orts-. 
kurvenscharen mit den Scharparameterna und ® sowie die Konstruktion von 
Übergangsprozessen (z. B. bei einer Rechteckwelle oder sägezahnförmigen Welle am. 
Eingang) mit Hilfe der Fourier-Analyse und des Frequenzganges. Um das dynamische 
Verhalten des Systems vorgeschriebenen Gütebedingungen anzupassen, ist es wün-, 
schenswert zu wissen, wie die Wurzeln der charakteristischen Gleichung D(p) = 0) 
bzw. D(p) + M(p) =0 in Abhängigkeit von den verstellbaren Systemparametern ı 
variieren. Als Beispiele betrachtet Verf. einfache Übertragungssysteme mit zweii 
veränderlichen Parametern und berechnet die Stabilitätsgrenze, die in der Parameter- . 
ebene den Stabilitätsbereich vom Instabilitätsbereich trennt. Danach erläutert er! 
ein Verfahren, das dazu dient, die Pole der Übertragungsfunktion W(p)/[1+W(p)] des; 
geschlossenen Kreises aus den Wurzeln und Polen der Übertragungsfunktion W(p) ) 
des aufgeschnittenen Kreises zu bestimmen. Zu diesem Zweck schreibt manı 
W(p) = A(p) EP und konstruiert in der p-Ebene die Kurven (Phasenwinkelorte)) 
O(p) = const; unter diesen ist die Kontur O(p) = (Wurzelort) besonders ausge-- 
zeichnet: Auf ihr liegen die gesuchten Pole für den Fall der ‚‚normierten‘‘ Über-- 
tragungsfunktion W’(p) = W(p)/A(p). Die Anwendung der Frequenzgang-Methode: 
auf nichtlineare Systeme beschränkt sich auf den Fall, daß man bei sinusförmigem ıl 
Eingang die höheren Harmonischen der Ausgangsgröße vernachlässigen kann. Verf.. 
gibt hierzu ein einfaches Beispiel an, spricht schließlich noch kurz über die Ab-- 
schätzung der Regelgüte und das Optimierungsproblem und endet mit einem Aus-- 
blick auf die laufende Forschung und künftige Entwicklungstendenzen in der Me-- 
thode der Frequenzcharakteristiken. R. Revßig. 


Izawa, Keisuke: Frequeney-response computational aids. Frequency response, , 
63—69 (1956). 

Häufig trifft man bei der Analyse von Regelungssystemen auf Übertragungs-- 
funktionen der Art 

We)=Ktus+l)(ns+l). - („s+l)(Ts+ 1) En 

(Dust lee 

(Der letzte Faktor rührt von einer Totzeit her, die eine konstante Verzögerung dert 
Reaktion des Systems auf eine Fremderregung bewirkt.) Für s=jo ergibt sich! 
der Frequenzgang, dessen Modul die Amplituden- und dessen Argument die Phasen-- 
Frequenzcharakteristik des Systems ist. Verf. beschreibt einen Rechenschieber, derı 
sich dazu eignet, die genannten Charakteristiken zu berechnen. Er gibt einfache: 


17 


I Beispiele an. Schließlich bringt er Nomogramme zur Berechnung der Frequenz- 
charakteristiken des geschlossenen Systems aus den bekannten Charakteristiken des 
aufgeschnittenen Systems. R. Reißig. 


ıl Leonhard, A.: Determination of transient response from frequeney response. 
.f Frequency response, 169--190 (1956). 
I; Um das dynamische Verhalten eines Übertragungs- oder Regelungssystems zu 
' prüfen, studiert man häufig die durch besonders ausgeprägte Eingangsgrößen (z. B. 
„‚ in Form eines Einheitsimpulses oder eines Einheitssprunges) hervorgerufenen Über- 
‚| gangsprozesse. Diese kann man etwa mit Hilfe der zugrundeliegenden Differential- 
Ä gleichung berechnen; dabei muß man die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
j ermitteln und die Integrationskonstanten bestimmen. Schneller kommt man dann 
| zum Ziel, wenn man die Laplace-Transformation anwendet und annimmt, daß das 
| System im Augenblick der Einwirkung in Ruhe war (verschwindende Anfangs- 
werte). Auch bei dieser Methode müssen aber die charakteristischen Wurzeln be- 
kannt sein. Dazu muß sich die charakteristische Gleichung explizit hinschreiben 
| und auflösen lassen. Dies ist z.B. dann nicht möglich, wenn ein Totzeitglied im 
| System enthalten ist; dadurch wird nämlich die Gleichung transzendent. Daher 
} benötigt man Verfahren, mit denen man Übergangsprozesse aus den experimentell 
! gewonnenen Frequenzcharakteristiken bestimmen kann. Verf. betrachtet die Re- 
| aktion eines Übertragungssystems mit dem Frequenzgang W(j ») = A(w) EX») auf 
| einen Einheitssprung am Eingang x, = [1]. Für die Ausgangsgröße wählt er fol- 
| gende Darstellungen als Fourier-Integral: 


sin [ot + 0(®)] 


[42] 


dw; 


2a) =2.A0) +— j A(o) 
0 


[60] 


3 ” en . 
%a(t) Selle sinwido; % = 4A(0) + = ie coswtdo. 
6 


ö 
Diese Integrale nähert er unter geeigneten vereinfachenden Voraussetzungen durch 
' endliche Summen an, die er auf Grund der Frequenzcharakteristiken graphisch 
| auswertet. Schließlich bringt Verf. mehrere interessante Beispiele zur Illustration 
' seiner Methode. R. Reißig. 
Oldenbourg, R. €. and Hans Sartorius: A uniform approach to the optimum 
| adjustment of control loops. Frequency response, 211—225 (1956). 
! Optimierung heißt das Problem, die verstellbaren Parameter eines Regelkreises 
so abzugleichen, daß die Regelung nach einer Störung in bestmöglicher Weise statt- 
findet. Die Definition des Optimums hängt natürlich von dem zugrunde liegenden 
Kriterium für die Regelgüte ab. Die Wahl eines solchen Kriteriums ist subjektiv 
und den speziellen Versuchsbedingungen angemessen, kann also von Fall zu Fall 
verschieden sein. Zunächst wird angenommen, daß auf das Regelungssystem eine 
- isolierte Fremderregung y(t) (entweder als Führungs- oder als Störeinfluß) wirkt, 
"nach der die Regelabweichung x(t) wieder gegen Null abklingt. [Im ersten Fall ist 
der Angriffspunkt der Eingang des aufgeschnittenen Systems mit der Übertragungs- 
funktion W(s) bis zum Ausgang, wo die Regelgröße x gemessen wird; im zweiten 
Fall ist die Angriffsstelle der Erregung ein Zwischenpunkt mit der Übertragungs- 
funktion V(s) bis zum Ausgang. Beide Male wird die Übertragungsfunktion des ge- 
. schlossenen Systems mit U(s) bezeichnet, d.h. U(s) = W(s)/(1 + W(s)) bzw. 
U(s) = V(s)/(1 + W(s)), so daß für die Laplace-Transformierten die Beziehung 
X(s) = Y(s) U(s) gilt.] Als Gütekriterium eignet sich nun die lineare Regelfläche 
L= | x(t) dt = lim U(s) Y(s). Die Regelanordnung wird optimal genannt, wenn 
ö so 
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die veränderlichen Parameter so festgelegt sind, daß die Regelfläche ein Minimum 


wird. Ein anderes Kriterium ist die quadratische Regelfläche © = f at) di 
oo 0 IN 


— — | IUjo)? |YG w)? dw. Greift aber eine periodische Erregung an, so hat man 

0 | 
eine bleibende Regelabweichung und muß neue Kriterien suchen. Als solche dienen 
die Mittelwerte des Fehlers oder Fehlerquadrats über eine Erregerperiode 7: | 


! 
| 
| 


[ 
| 


+T]2 +T/2 N 
nm = | xt) de oder (2), = x2(t) dt. Ist der Einfluß nichtperiodisch, so, 
—T/2 —T]2 +T | 


2 

pl 

Verff. drücken diese Kriterien noch durch die Übertragungsfunktionen aus. Sie leiten 

auch ein praktisches Kriterium her, indem sie von der quadratischen Regelfläche 

ausgehen und Bedingungen aufstellen, unter denen Resonanzspitzen vermieden 
werden. Hierzu bringen sie ein Beispiel. R. Reißig. 

Goldfarb, L. €.: On some nonlinear phenomena in regulatory systems. Fre-, 
quency response, 239—259, (1956). 

Der vorliegende Beitrag ist eine kritisch durchgesehene Übersetzung einer Arbeit 
aus der Zeitschrift Avtomatika i Telemechanika, 8, Nr. 5, 349—383 (1947). Verf. 
geht von dem Gedanken aus, daß jedes Regelungssystem im Grunde nichtlinear } 
ist und daß die Linearisierung bisweilen zu falschen Auskünften führt, z.B. auf 
Stabilität der Ruhelage schließen läßt, wenn sich in Wirklichkeit Selbstschwingungen | 
einstellen. Verf. schlägt darum ein Näherungsverfahren zur Lösung des nicht- 
linearen Problems vor, das auf dem Prinzip der harmonischen Balance beruht. 
Wirkt auf ein lineares Übertragungsglied mit der Übertragungsfunktion J(s) eine | 
sinusförmige Eingangsschwingung x, = R,sin &t, so erscheint am Ausgang die 
Schwingung x, = Im [J(j ©) &,]; hierbei ist x, = R,e®!, d.h. u =Imx,.. Wird! 
auf den Eingang eines nichtlinearen Elements mit der Kennlinie x, = f(x,) dieselbe 
Schwingung R,sin ot gegeben, so ersetzt man nach dem Verfahren der harmo- 
nischen Balance die periodische Ausgangsgröße (mit unendlichem Linienspektrum) 
durch ihre Grundharmonische x, = Im [J,ı %], wobei J,ı =g(R.) +jb(R,) und 


2 


nimmt man als Gütekriterium das mittlere Fehlerquadrat a2 ey j x(t) d(T>x) 


2n 
il i : s 
g(R.) = =) f{R.sin u)sinudu, b(R,) = = j MR, sin u) cos udu 
Ö 


ist. Verf. berechnet den ‚„äquivalenten Übertragungskoeffizienten“ J,, für typische 
nichtlineare Elemente von Regelungssystemen: lineare Kennlinie mit Unempfind- 
lichkeitszone; Relaischarakteristik mit Unempfindlichkeitszone; lineare Kennlinie 
bei Coulombscher Reibung; lineare Kennlinie mit Sättigungsabschnitten, mit Un- 
empfindlichkeits- und Sättigungszone; Relaischarakteristik mit Unempfindlichkeits- 
zone und Lose. Dann stellt Verf. die Gleichungen eines Regelungssystems mit 
einem nichtlinearen Glied auf, behandelt die Frage der Stabilität von Selbstschwin- 
gungen und berechnet konkrete Beispiele, darunter den Fall zweier hintereinander 
geschalteter nichtlinearer Elemente. R. Reißig. 

Zypkin, Ya. Z.: Frequency method of analyzing intermittent regulating systems. 
Frequency response, 309—324 (1956). 

Die vorliegende Abhandlung ist eine kritisch durchgesehene Übersetzung einer 
Arbeit aus der Zeitschrift Avtomatika i Telemechanika, 14, Nr. 1, 11—33 (1953). 
Verf. studiert Regelungssysteme mit einem Impulselement, das rechteckige Impulse 
mit der konstanten Dauer 7’, liefert, deren Höhe von den Werten der Eingangs- 
größe des Elements in den Schaltmomenten nT, (n=0,1,2,...) abhängt. Zu- 
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nächst bringt Verf. ein graphisches Verfahren, um die Frequenzcharakteristik eines 
offenen unstetig geregelten Systems W*(j x), wobei x — oT, ist, zu entwerfen. Sie 
wird mit Hilfe der Frequenzcharakteristik W(j &) des (linearen) Systems ohne 
| Impulselement konstruiert. Es wird gezeigt, daß die Einführung einer unstetigen 
' Regelung die Stabilität des Systems im Vergleich zur stetigen Regelung vermindern 
kann; aber auch das Umgekehrte ist möglich: Die Einführung eines Impulselements 
al kann unter näher beschriebenen Umständen ein wirksames Stabilisierungsmittel 
i sein. Verf. erörtert ferner Methoden, um die Frequenzcharakteristiken des ge- 
schlossenen unstetig geregelten Systems zu zeichnen und den Zeitverlauf des Re- 
gelungsprozesses auf Grund der Frequenzcharakteristiken des aufgeschnittenen 
Systems zu bestimmen. Schließlich wird noch der Regelvorgang nach verschiedenen 
Gesichtspunkten ausgewertet (maximale Regelabweichung, Integral des Fehler- 
quadrats). R. Reißig. 

Barker, R. H.: The pulse transfer function and its application to sampling servo- 
systems. Frequency response, 325—341 (1956). 

Verf. betrachtet zunächst ein lineares Übertragungssystem (Filter) mit je einem 
Schalter am Ausgang und Eingang; die beiden Schalter werden in diskreten Zeit- 
punkten kr (k=0,1,2,...) synchron geschlossen, und die Schließungszeit sei so 
kurz, daß einem ankommenden Signal mit dem Wert 1 ein Einheitsimpuls als Stich- 
probe entnommen wird. Trifft auf den Eingang des Filters [mit der Übertragungs- 
funktion Y(p)] zur Zeit t = 0 der Einheitsimpuls, so entsteht am Ausgang der durch 
die Impulsübergangsfunktion y(t) beschriebene Prozeß; für ihn gilt L{y(t)} = Y(p). 
Aus diesem Prozeß werden durch den zweiten Schalter Stichproben entnommen, 
deren Folge durch die Gleichung y, = y (kr) gegeben ist. Gelangt nun durch den 
ersten Schalter zur Zeit? die Stichprobe s(t) [mit s(t) = 0 für t< 0], so hat man 
am Ausgang des zweiten Schalters als Summe aller bisherigen Stichproben die 
Größe «()= st) + y st —T) + y%s(t—2rT) +" --+y.s(tt'—kr)-+---. Die 


Laplace-Transformierte hiervon ist X(p) = S(p) Y y,e=*?". Zur Zetti=kr 
k=0 
beobachtet man das Ausgangssignal = % 5-4 Yyı st: + % 5. Führt 
man die Transformation Y[z] = 3 y,2*, z= exp (p r), ein und addiert sämtliche 
0 


Größen x, 2%, so erhält man die Beziehung X[z] = Y[z] S[z]. Verf. gibt nun For- 
mein an, die die Impulsübertragungsfunktion Y[z] einer aus zwei hintereinander 
geschalteten Filtern bestehenden Anordnung durch die I. U. F. der beiden Filter 
ausdrücken, berechnet Beispiele und stellt die I. Ü. F. eines Systems mit Rück- 
kopplung auf. Er behandelt ferner Prozesse mit besonderen Eingangssignalen 
(Einheitsstörung, Sinusschwingungen, Rauschen). Schließlich erörtert er eingehend 
'Stabilitätsfragen und studiert noch Systeme, die eine Rückführung mit Totzeit 
haben. R. Reißig. 


Pölegrin, M. J.: A statistical approach to servo-mechanisms and regulators. 
- Frequency response, 345—355 (1956). 

In vielen Fällen ist die Eingangsgröße eines dynamischen Systems (Regelungs- 
systems) eine stochastische Funktion der Zeit, über deren Verlauf man nur stati- 
stische Angaben machen kann. Ändern sich die Versuchsbedingungen im Laufe der 
Zeit nicht, so kann man das Eingangssignal (Rauschen) als stationär ansehen. 
Hierauf beschränkt sich Verf. Er behandelt das Problem, auf Grund statistischer 
Daten ein System zu berechnen, das sich hinsichtlich eines vorgegebenen Güte- 
kriteriums als optimal erweist. Als Kriterium verwendet man z. B. den mittleren 
quadratischen Fehler; der Fehler ist hierbei die Differenz zwischen dem Sollwert und 
dem Istwert der Ausgangsgröße. Das Problem besteht also darin, die physikalische 
Anlage im zulässigen Variationsbereich so abzugleichen, daß das mittlere Fehler- 
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quadrat zu einem Minimum wird. Ehe Verf. an diese Aufgabe herangeht, bringt 
er einige Definitionen aus dem Gebiet der mathematischen Statistik (Zufallsfunktion, 


Wahrscheinlichkeitsverteilung und Verteilungsdichte, Mittelwert, Korrelationsfunk- | 
tion, Spektraldichte). Dann berichtet er kurz die Ergebnisse der Theorie des ‚‚opti- 


malen Filters“ und wendet sie ausführlich auf die Berechnung eines Drehzahlreglers | 


R. Reißig. 
e Interpolation and allied tables. Prepared by H.M. Nautieal Almanae Office. 


London: H.M. Stationery Office 1956. 80 p. 5s. net. 
„Interpolation and Allied Tables‘“ erschien als Separatum erstmals 1936 


an. 


(s. dies. Zbl. 15, 264) und wurde seitdem mehrmals nachgedruckt. Die neue, völlig | 
überarbeitete und erweiterte Ausgabe stellt eine wesentliche Verbesserung dar und ) 


enthält Wissenswertes für die praktische Interpolation und damit zusammen- 
hängende Fragen einschließlich der notwendigen Formeln und Tabellen. Teil I 
bringt einführend allgemeingültige Rechenregeln einschließlich Proben, Quellen und 


Arten von Fehlern. Nach Diskussion der finiten Differenzen und ihrer Verwendung | 
zur Fehlerkontrolle werden verschiedene Interpolationsmöglichkeiten besprochen: 
Interpolation mit Funktionswerten allein (Lagrange und iterierte lineare Interpola- |] 


tion), Interpolation mit Differenzen (verschiedene Arten der Differenzen, modifi- 


zierte Differenzen), inverse Interpolation. — Besprechung der grundlegenden For- } 


meln, Besselsche Formel: 
15 — fo + pöhe = B, (ö5 +6) = B; öj. Tr B,; (69 ot Böe+ wine, 
Everettsche Formel: 
h= Er +E,ö a F,ö Ar E,ö8 +F,ö+t:- 
mit p= he — x,) und f„= f(x, + ph). Verwendet man (Interpolation mit Diffe- 
renzen bis zur Ordnung 4 einschließlich) mittels ‚‚Rückwurf‘ modifizierte zweite 
Differenzen ö2, =ö?— 0,184 ö?, so erhält man: 


ee : zf+n öj2 +B, (Ömo +ö%1) HB; Öl + Zul0+ 1)/1000] 


Rückwurf mehrerer höherer Differenzen, insbesondere auch auf mehrere niedrigerer 
Ordnung. — In dem Abschnitt ‚Praktische Interpolation“ wird nach Diskussion 
der verschiedenen Fehlermöglichkeiten auf den Aufbau und die Anwendung der 
„Critical Tables‘ eingegangen und danach die Interpolation ersten, zweiten, dritten 
und vierten Grades mit Beispielen unter Verwendung der in Teil II befindlichen 
Tabellen besprochen. Teil II (Tabellen): Korrektur p dj, zur linearen Interpola- 
tion für p = 0,1(0,1)0,9 bzw. p = 0,01(0,01)0,09 und dj, = 1(1)128 Einheiten. 
Korrektur B,(p) (ö5 + 67) zur quadratischen Interpolation für p = 0(0,01)1 und 
ö6 + 67 = 10(5)200 Einheiten. ‚Critical Tables“ für B,, B, und B, mit 3 Dezi- 
malen. Korrektur B,(p) ö?, zur kubischen Interpolation für p = 0(0,01)1 und Öle 
= 100(100)1000. Korrektur B,(p) (64 + ö4) zur Interpolation vierten Grades für 
p = 0(0,01)1 und ö5 +1 = 100(100)1900. „Critical Tables“ für Koeffizienten B,(p), 
E:(p) und F,(p) mit 4 Dezimalen. Für p= 0(0,001)1 Koeffizienten B,(p) mit 6 Dez. 
und ersten Differenzen, B,(p) mit 5 Dez. und B,(p) mit 4 Dez. „Critical Tables“ 
für Rückwurfgrößen 0,184 ö,; 0,038 6°; 0,207 6° und 0,0456%. Restkorrektur 
T,(p) (dg + 61)/1000 für p=0(0,02) 1 und (64-+ 61)/1000= 2(2)24. Koeffizienten B,(p) 
für n=2(l)11 und P=0,1(0,1)0,9 mit 4-6 Dez., E,(p) und F,(p) für n = 2(2)10 und 
p = 0,1(0,1)0,9 mit 4—6Dez. Everettsche Koeffizienten E,(p) (7 Dez.), F,(p) (7 Dez.), 
Mu(p) (3 Dez.), N,(p) (3 Dez.), T,(p) (2 Dez.), B,(p) (6 Dez.), F,(p) (6 Dez,), E,(p) 
(5 Dez.), F,(p) (5 Dez.) für »= 0(0,001)1. Teil III (Formelzusammenstellung): Ein- 
führung der Operatoren A, V, 6, D usw. — Interpolationsformel mit zentralen Diffe- 
renzen (Bessel, Everett, Gauß) für 0 <p<<1 mit Angabe der Koeffizienten. — Extrem- 
werte der Koeffizienten mit Angaben über vernachlässigbare Differenzen. — Modi- 
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) fizierte zentrale Differenzen bei einfachem und mehrfachem Rückwurf — Interpola- 
'J tionsformeln mit zentralen Differenzen (Stirling, Steffensen) für —+<p<st.— 
N Lagrangesche Interpolationsformel, iterative lineare Interpolation, dividierte Dif- 
| ferenzen — Ökonomisierte Polynome; lineare, quadratische und kubische Formeln 
; — Ableitungen, ausgedrückt durch zentrale bzw. modifizierte zentrale Differenzen — 
Formeln zur Auswertung bestimmter Integrale mittels zentraler Differenzen, Ab- 
leitungen oder Koeffizienten einer Polynomdarstellung. — Gaußsche Quadratur- 
U formel für n = 2(1)5, Stützstellen und Gewichte mit 10 Dez. — Numerische Behand- 
| lung von Differentialgleichungen, direkte und iterative Methoden, Taylorsche Reihe, 


) Verfahren von Runge-Kutta, Differenzenverfahren. — Fehleranhäufung bei ein- 
| fachen arithmetischen Operationen, Verteilung der Differenzen, Normalverteilung. — 
Konstanten. — Bibliographie. H. Unger. 


o Triebel, Franz: Rechen-Resultate. 8. Aufl. Berlin: Technischer Verlag 
i Herbert Cram 1956. II, 285 S. DM 26.00. 

e Kantorovit, L. V., V.I. Kryiov und K.E. Cernin: Tafeln zur numerischen 
; Lösung von Randwertaufgaben der Theorie der harmonischen Funktionen. (Aka- 
‘ demie der Wissenschaften der UdSSR. Mathematisches V. A. Steklov-Institut. 
| Leningrader Abteilung.) Moskau: Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 
1956. 464 S. R. 18.85 [Russisch]. 

| Die Tafeln dienen dazu, für einige häufiger vorkommende Gebiete (Rechtecke 
| mit den Seitenverhältnissen 2:16, 3:16,..., 16:16, Halbebene, Streifen, Halb- 
| streifen, rechten Winkel, Kreis, Halbkreis) aus den Randwerten einer harmonischen 
‘ Funktion den Funktionswert in inneren Punkten des Gebietes und die Ableitung 
| nach der Normalen in den Randpunkten zu berechnen. Ferner kann man mit den 
| Tafeln den Wert einer harmonischen Funktion aus den Werten ihrer Ableitung nach 
| der Normalen auf dem Rande berechnen. Die gesuchten Größen werden durch 
' Summation von Produkten aus den in den Tabellen angegebenen Koeffizienten A 
mit den Randwerten der Funktion f erhalten, z.B. in der Form 3 (ADdhı +ANMF 


En Am firzı). Die Tabellen können auch zur Lösung von Randwertaufgaben bei 
Gebieten benutzt werden, die sich aus den betrachteten einfachen Gebieten zu- 
sammensetzen lassen, sowie — durch Anwendung von Interpolationsformeln oder 
von Netzverfahren — bei Rechtecken mit Seitenverhältnissen, die in den Tabellen 
nicht enthalten sind. Inhalt: Die grundlegenden Randwertaufgaben und die Arten 
ihrer numerischen Lösung (8 Seiten). Ausführliche Beschreibung der Tabellen, 
Gebrauchsanweisung mit zahlreichen Beispielen (128). Tafel der Hilfskoeffizienten 
(6 Dezimalen) zur Lösung der ersten Randwertaufgabe für die oben aufgezählten 
Gebiete (128). Tafel der Hilfskoeffizienten (5 Dezimalen) zur Berechnung der Ab- 
leitung nach der Normalen für dieselben Gebiete (128). Tafel der Hilfskoeffizienten 
(6 Dezimalen) zur Lösung der zweiten Randwertaufgabe für Rechtecke (50). Er- 
gänzungstafeln für das Verschwinden der Randfunktion (7), das sind Tafeln 
der Funktionen arctg (y/x), |g Va? + y?, Im (elg2) =ylgyx? +y? + x arctg (yle), 
‚Re (2182) = & 1g Ya? + y? — y arctg (yla), Dia, y) = 4 (@ — y’) lg Var + y — 
&y arctg (y/x), Od/öy und OB/öx für—1l <x <s1,0<y<l, überall mit der Schritt- 
weite 0,0625. Die Benutzung der übersichtlich angeordneten Tafeln dürfte nach dem 
Studium der ausführlichen Anweisung keine Schwierigkeiten bereiten. Die Aus- 
arbeitung der Tafeln wurde 1950 begonnen. Die Verff. bereiten ein weiteres Ta- 
bellenwerk vor, das Hilfskoeffizienten zur Lösung der Poissonschen Gleichung ent- 
halten soll. W. Schulz. 

Tricomi, Franceseo 6.: Valori numeriei di funzioni ortogonali di Laguerre. 
Atti Accad. Sei. Torino, Cl. Sci. fis. mat. natur. 90, 63—70 (1956). 

In einer früheren Arbeit waren Zahlenwerte der ersten 10 Laguerreschen ortho- 
gonalen Funktionen 1,(x) = e? L,(x) (L,(x) Laguerresche Polynome) mit 4 bis 5 
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gültigen Dezimalen mitgeteilt worden. Mit einer MADAS 20 AS wurden die Rech- | 
nungen erneut mit höherer Genauigkeit und mit verbesserten Proben durchgeführt. || 
Für x = 0,1(0,1) 1(0,25) 6 (1)14 (2) 34 und n = 0 (1)10 sind die Funktionswerte von, | 
1,(x) mit sechs gültigen Ziffern tabelliert. H. Unger. \ 

e Pearcey, T. (compiled by): Table of the Fresnel integral to six deeimal places. | 
Cambridge: At the University Press 1956. 63 p. 12. 6d. net. 


u .nta 


| 


Das Fresnelintegral [ e 2 dt wird in der Physik, insbesondere in der Beugungs- || 
’ | 


theorie, häufig gebraucht. Die existierenden Tabellen, soweit sie mehr als vier oder N 
fünf Dezimalen angeben, machen teils durch ihre großen Schrittweiten unbequeme: jf 
Interpolationsverfahren nötig, oder sie überdecken nicht den gesamten interessanten |} 
Argumentbereich. Um dem abzuhelfen, hat Verf. die auf sechs bis sieben Stellen } 
genauen Lommelschen Tabellen überprüft und korrigiert, und sodann in zwei | 
Schritten auf ein Fünfzigstel der ursprünglichen Schrittweite (0,5) interpoliert; die | 
Tabelle reicht jetzt vom Argument 0,00 bis 50,00 in Schritten von 0,01. Damit 'f 
wird der Anschluß an die asymptotischen Formeln gut erreicht. Lineare Inter} 
polation reicht im allgemeinen aus; für kleinste Argumentwerte sind kleine Korrek- | 
turen zweiter Ordnung zu berücksichtigen. Walter Franz. | 

Alder, Kurt and Aage Winther: Tables of the elassical orbital integrals in 7 
Coulomb exeitation. Mat.-fys. Medd., Danske Vid. Selsk. 31, Nr.1, 74 p. (1956). | 

The orbital integrals 


DR (9, &) — er | Der SOEB UEW BD sinhw +. — Ve? = cosh w]* ER; 
kesinh w + 1]*?* 


[le =(sin — Ö)] are investigated. For £&=0 the integral reduces to I,,(9, 0) | 
— yV2n(A— 1)! e-V2 (2 — 1) a2 Die (l1/e) (where P is the Legrendre func- 
tion). A number of explicit expressions for the lowest multiple orders in terms ofele- | 
mentary functions are given. The tables contain the function I, ,(d, &) for }=1,2,3,4 |) 
and u =—4,—4-+2,...,). Beside the I, „ the tables contain the differential and 
total cross section functions df,(9, &)/d2 and f,(£). These functions are defined in terms 
of the orbital integrals. Tabulated are dfz,(9, &)/dQ and fz,(&) frrA=1,2,3, 4and 
dfy;(d, E)/A2, Fur,(E)forA—=1,2. All integrals are calculated for = 10° (10°) 180° 
and £ = 0.0 (0.1) 1.0 (0.2) 2.0, 4.0 forrA —=1 and 2; & = 0.2 (0.2) 1.0 (0.5) 2.0, 4.0 
forA=3 and 4. F. Oberhettinger. 
Storrer, F.: Amelioration du proced& de division num6rique utilisant Pitöration 
de Newton-Raphson. Acad. roy. Belgique Bull. Cl. Sei. V. Ser. 42, 30—33 (1956). 
Verf. zeigt wie bei der Berechnung des reziproken Wertes von y mit Hilfe der 
Iteration y, = 1-1 (2 — x yn_ı) eine schnelleer Konvergenz erhalten werden kann, 
indem man bei jedem Schritt die Konstante 2 etwas abändert, also zu einer Iteration 
Yn = Yn-ı (2 + 6, — % %n—ı) übergeht. Die benötigten Werte von ö, werden an- 
gegeben. E. M. Bruins. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsreehnung: 


Menger, Karl: Random variables from the point of view of a general theory of 
variables. Proc. 3" Berkeley Sympos. math. Statist. Probability 2, 215—229 (1956). 
Ausgehend von der auch in guten statistischen Lehrbüchern mitunter nicht 
exakten Definition der „zufälligen Variablen‘ weist Verf. allgemein nach, daß der 
Begriff „Variable“ für verschiedene mathematische Gegenstände angewendet wird, 
die keine Variable im eigentlichen Sinne sind. Als klar definiert werden nur akzep- 
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tiert die ‚numerische Variable‘ als frei wählbares Symbol für das Element einer 
Ü bestimmten Menge reeller Zahlen, sowie allgemeiner die Variable als Symbol, das 


# vermöge Ersetzung durch ein beliebiges Element einer vorgegebenen Menge, dem 


„Umfang“ der Variablen, spezialisiert werden darf. Demgegenüber ist die ‚Größe 
eines Einwohners von Chicago‘ keine Variable, sondern eine Klasse von „Quanti- 
täten“, wobei Quantität zu definieren ist als geordnetes Paar (A, hA) aus Einwohner 
A und dessen Größe AA. Die reellen Funktionen nehmen unter den Quantitäten eine 
Sonderstellung ein, weil nur in sie beliebige andere Quantitäten einsetzbar sind (Ref.: 
was wohl nur daran liegt, daß nichtreelle Punktfunktionen willkürlich ausgeschlossen 


0 wurden). — In ähnlicher Weise wird der Begriff ‚zufällig‘ in Teilbegriffe aufgelöst. — 


Weiter sieht Verf. einen Unterschied zwischen den Begriffen der zufälligen 
Variablen in der Wahrscheinlichkeitstheorie und in der Statistik. Während es sich 
nämlich in der Wahrscheinlichkeitstheorie in der üblichen Schreibweise um eine 
p-meßbare reelle Punktfunktion über dem Felde (2, X, p) handelt, wobei Q der De- 
- finitionsbereich von f ist, handele es sich in der Waldschen statistischen Definition 
um eine ‚„‚Observation‘, d.h. eine Quantität (x, a) mit dem Beobachtungsakt « und 
dem Resultat a, so daß Q jetzt der Wertebereich wäre. Das Hauptproblem der 
Statistik, zwischen hypothetisch zugelassenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu 
wählen, erscheint bei dieser Auffassung als nicht exakt formuliert. — Abschließend 
weist Verf. noch darauf hin, daß analog zu den bekannten Verhältnissen in der 
Geometrie neben die rein axiomatische Wahrscheinlichkeitstheorie und die empirisch 
verhaftete Statistik noch die kombinatorische Wahrscheinlichkeitstheorie (vorzugs- 
weise der Laplace-Felder) tritt, deren Gegenstände zwar wie in der Statistik explizit 
definierbar sind, jedoch ohne Beziehung zur Wirklichkeit. H. Richter. 

Blackwell, David: On a class of probability spaces. Proc. 3" Berkeley Sympos. 
math. Statist. Probability 2, 1—6 (1956). 

Gewöhnliche Wahrscheinlichkeitsfelder (2, 8, P) zeigen bekanntlich die drei 
folgenden Unannehmlichkeiten: (A) Nichtgewährleistung der Existenz der bedingten 
Wahrscheinlichkeiten im engeren Sinne; (B) Nicht-o-Additivität einer Mengenfunk- 
tion aufeinem abzählbaren Produkt bei vorhandener o-Addivität auf jedem endlichen 
Teilprodukt; (C) Nichtunabhängigkeit von zwei Zufallsgrößen bei vorhandener 
Unabhängigkeit auf der zugehörigen gemeinsamen Vergröberung. Bei perfekten 
Feldern im Sinne von Gnedenko und Kolmogoroff können (A,B,C) nicht 
auftreten. — Verf. untersucht sogenannte Lusinfelder, die durch folgende Eigen- 
schaften definiert sind: (a) 8 ist die Borelsche Erweiterung einer abzählbaren 
Folge (B,) von Untermengen von 2; (b) der Wertevorrat jeder Zufallsgröße ist eine 
analytische Menge. — Auf Grund der bekannten Eigenschaften analytischer Mengen 
wird unter anderem gezeigt: (1) Ist Q analytisch und ® die Klasse der Borelschen 

‚ Mengen, so ist (2, ®) Lusinsch; und umgekehrt bei geeigneter Metrik auf 2, sofern 
die Atome von ® zu Punkten deklariert werden. (2) Ist (2, 9) Lusinsch, & ein 
separabler Teil-o-Körper von ® und A € ® die Vereinigung aus Atomen von &, so ist 
Ace. Aus (2) folgt die wichtige Eigenschaft, daß für zwei Zufallsgrößen aus ‚‚f ist 
Funktion von g‘ folgt ‚‚f ist Bairesche Funktion von g°. — Unter Verwendung der 
in (1) angegebenen Metrik, bei der alle ® definierenden B, offen und abgeschlossen 
sind, folgt die Existenz der bedingten Wahrscheinlichkeiten zu Q, sofern (2, A) mit 
Mc 8 ebenfalls Lusinsch ist. Schließlich wird noch gezeigt, daß jedes Lusinsche 
Feld perfekt ist. . H . Richter. 

Rönyi, A.: On conditional probability spaces generated by a dimensionally or- 
dered set of measures. Teor. Verojatn. Primen. 1, 61—71, russ. Zusammenfassg. 71 

rR 
en [S, U, 8, P] un espace de probabilite conditionnelle au sens de A. (ce 
Zbl. 67, 104). Le rapporteur a demontr& que si la famille DB est quasiadditive, 
c’est-A-dire si, ä deux ensembles B}, B,€ ® correspond toujours au moins un Be ® 
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tel que BBjuB,<B et que P(B,|B) + P(B,|B) > 0, Vespace [$, W,®, P] peut 
&tre engendr& par une famille de mesures ordonne&e suivant la dimension (ce Zbl. 67, 
104). L’A. donne une demonstration directe de ce cas particulier du th&oreme pr&c6- 
dent otı I’hypothöse de la quasi-additivite est remplac6e par l’additivit6 ordinaire 
(B), B,e ® implique B, uB,eB). I definit ensuite dans l’espace [8, 4, ®, P], 
ou la famille B est additive, les fonctions de r&partition gengralisees des variables 
al&atoires. £ A. Osdszer. 
Cram6r, Harald: Ein Satz über geordnete Mengen von Wahrscheinlichkeits- 
verteilungen. Teor. Verojatn. Primen. 1, 19—24, russ. Zusammenfassg. 24 (1956). 
Let A be a set and X the convex set of all discrete probability distributions on 
A, each zero except on a finite subset of A. The concept of utility derives its force 
from the fact that if X is quasi-totally ordered (has a preference pattern) and the 
ordering satisfies certain natural (preference) conditions, then there is a real valued 
(utility) function f defined on A such that, if x, is the weight which ze X assigns to 
the point ae A and F(x) = Yac4 %a f{a), then F is an order preserving real linear 
function on X (which expresses the preference as the expectation of f with respect to 
x). This was established in von Neumann and Morgenstern’s book (for the 
review of the 3'4 ed. see this Zbl. 53, 93) and has been developed by others such 
as Herstein and Milnor (this Zbl. 50, 367) who simplified the preference conditions. 
The present paper shows that it is only necessary to assume that the subset X, C X, 
consisting of all probability distributions each nonzero on at most two points of 
A, is quasi-totally ordered. If we say that xand yin X,arealliedif- x ++ ye X, 
then the conditions on the ordering 2 in X, are that 1) if zand yin X, are allied 
and >22, then the sets {A A@+(1—A) y>z} and {A |2 24x -+ (1—A) y} where 
0<A<l, are closed and 2) if x, y and x’, y’ are two pairs of allied elements of X, 
such that aux’ and ywy’, then for Oo <A<1l,Ax +1 —M)ymixXe +1 —Ay. 
J.E. L. Peck. 
Hunt, 6. A.: Semi-groups of measures on Lie groups. Trans. Amer. math. Soc. 
81, 264—293 (1956). 
Let @ be a Lie group and G, its one-point compactification. Let {p,}o <<. be 
a family of probability measures on the Borel sets of G@, which forms a semi-group 
under convolution and satisfies the continuity condition (*) lim p,(E) =1 for any 


neighborhood E of the neutral element e of G. To {p,} one attaches the strongly 
continuous semigroup of linear operators {$,} of the Banach space € = ((G,): 
(S:N(®) Zi ft 0) pı(d o) (ec, Te@.). 
c 


To any element Y of the left invariant Lie algebra of G attach the operator defined by 
| 
(De) = im — [free ?) — fm)] 


provided this limit exists in the metrie of ©. Let C', denote the set of those fe 
for which Y,(Y, f) exists for any choice of Y,, Y, in the Lie algebra. One of the main 
results of the paper is the characterisation of the infinitesimal generator M of the 
semi-group {S,}: M is defined at least on C,(G,) and has there the representation 
AND-LALEND LEGEND + 
2 Emil o) — Fr) — 3 (0) (X: f) (T)] g(do) . 
Here A106 ee X,is an arbitrary basis of the Lie algebra, &,,..., x; are functions 
in 0, for which x;(e) =0 and (X; %,) (&) =Öö,;, (@,;) is a symmetric positive semi- 
definite matrix, and g is a positive measure on G, — {e} for which [ (co) g(do) 


er 


is finite for a strietly positive function o(o) in C, which behaves near & like 2,.023.Ihe 
measure g and the operator 3) a;, X, X, are determined by M independently of the 
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choice of the basis X,. Conversely, any transformation M of C, into © defined in 
this form and enjoying these properties is the restriction to 0, of the infinitesimal 
generator of exactly one semi-group {8,}. — From (a version of) this theorem it is 
possible to deduce Levy’s formula concerning the characteristic functions of inf initely 
divisible laws. Then conditions on M are treated which assure that {8,} when con- 
sidered as operators of L!(G) (with respect to Haar measure) are normal or self-ad- 
joint. Finally, the continuity condition (*) is replaced by a ‚‚weak continuity“ con- 
dition, and it is shown that then 7, tends (£\ 0) weakly to the Haar measure of a 
compact subgroup K of G, and then a theorem analogous to the above may be given 
where the röle of @ is given to the homogeneous space @/K. B. 82.-Nagy. 

Ibragimov, I. A.: On the composition of unimodal distributions. Teor. Vero- 
jatn. Primen. 1, 283—288, engl. Zusammenfassg. 288 (1956) [Russisch]. 

In dem Buch B. Gnedenko, A. Kolmogoroff, Grenzverteilungen von Sum- 
men unabhängiger Zufallsvariabler, Moskau-Leningrad 1949, S. 170 (engl. Über- 
setzung s. dies. Zbl. 56, 360) wird behauptet, die Faltung zweier unimodularer Ver- 
teilungen sei wieder unimodal. Es gibt Gegenbeispiele, die das widerlegen. Welche 
zusätzlichen Bedingungen müssen erfüllt sein, damit trotzdem ein ähnlicher Satz 
gilt ? Ausgehend von dieser Fragestellung, schränkt Verf. den Begriff einer unimoda- 
len Verteilung ein: eine Wahrscheinlichkeitsverteilung F(x) wird unimodal im 
engeren Sinne genannt, wenn die Faltung mit einer beliebigen unimodalen Ver- 
teilung wiederum eine unimodale Verteilung ergibt. Verf. beweist: Eine eigentliche 
unimodale Verteilungsfunktion F(x) ist dann und nur dann unimodal im engeren 
Sinne, wenn F(x) stetig ist und log F’(x) konkav ist in allen Punkten, in denen rechts- 
und linksseitige Ableitung von F(x) von Null verschieden ist. W. Richter. 


Lipschutz, Miriam: On strong bounds for sums of independent random variables 
which tend to a stable distribution. Trans. Amer. math. Soc. 81, 135—154 (1956). 

Let {X,} be independent identically distributed positive random variables, with 
distribution function F(x), where 1— F(x) =h(x)|e, 0<y< 2 and for any 
constant c>0, lim h(cn)/h(n) =1. Define db, so that 1— Fb,) = 1l/n. Put 
Bere, ndu=Eiztiı <y<2, Theoreml. Tt0<y- 
v(n) A, y(n)/n ) 0, then P {S,< bpb," i.0o.}=0or=1las 


Lv) = [ [ya anja] exp [— k, ylaylU—n] de < © or =, 
1 


where k,—= I(1— ya» yria—n — yUA=r]. Theorem 2. Let1<y<2,yln) ?®, 
y(n)/n )0, then P{fS, — nu <—b„ylb,)!7i.o.;=0or=1.as 


„)1/2(y —1) 
IN | Eee exp [— k, ya)! Y =—d]de <oor=w, 
1 
where k,= I(— yJ) =D [(1/y)UY =D — (1/yY!9=9]. Theorem 3. Let y(n) A 00, 
v(in)/n 0. Then for 0<y<1:P{&, > buy)! i.oy=0 or=1 and 
1 


dx <& 
z plz) 


for 1<y<2:P[S,— nu> b, vb)” i.0.Y=0orlas 1,(y) -| 
or = x. 1 


L. Takacs. 


Weingarten, Harry: On the probability of large deviations for sums of bounded 
chance variables. Ann. math. Statisties 27, 1170—1174 (1956). | 

The author gives improvements of two theorems of Blackwell on optimal 
systems (this Zbl. 55, 370). In the first, the random variables may have an upper 


n 


bound «< 1, and the best possible bound for PIY X, >t for some "| is found. 


1 
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This generalization is used to obtain an improvement in the rate of convergence 
[ n 

(N oo) of p|2 3 x|>etor some n>N!. L. Cote. 
Ur ı 


Petrov, V. V.: A local theorem for densities of sums of independent random 
variables.. Teor. Verojatn. Primen. 1, 349—356, engl. Zusammenfassg. 356—357 
(1956) [Russisch ]. 

This paper has three theorems improving the central limit theorem for densities 
fe. £., $47] Gnedenko-Kolmogorov (this Zbl. 56, 360). Let {X,} be independent 
random variables with means zero and finite variances, and let f;(f) be the ch. f. of | 


n n | 

X,; let s2= 0% and = 2 X,. When Z, has a density it is denoted p,(2). | 
1 nı 

Theorem 1: Let ,— x as no. If for some constant, B>0, and all n, 


n n N 
DS E|X,2+°<B.s,2, and if forsome e (0 <e< (24 B) 1), | IT |) &= On” +91), 1 
- r 


s lt|>e m ı 

then for all large enough n the density p,(x) exists and |9,(@&) — (2) 1? e="?| || 

<(0s7%+9 3% E|X;]?+°. In theorems 2 and 3 the 3rd and k’th (k > 3) moments | 
1 


(resp.) are assumed finite, the conclusions being that the difference between 9,(%) 
and its Cram6r expansion ofl and k—2 terms (resp.) is of O (n-1/2) and O(n-#«=Dr) 
(resp.). The conditions of these theorems differ slightly from those of theorem 1. 
L. Cote. 
Franckx, Ed.: La loi faible des grands nombres des variables stochastiques 
uniformement bornees. Acad. roy. Belgique. Bull. Cl. Sei., V. Ser. 42, 47—50 (1956). 
Verf. beweist: Eine Folge gleichmäßig beschränkter Zufallsgrößen X,,X,,.. 
genügt dem Gesetz der großen Zahlen dann und nur dann, wenn 


‚lim 3 ER,.—EX,)(X,—EX)<O0. 

Dose] 

N. Sapogov hatte schon früher (s. dies. Zbl. 39, 350) eine ganz ähnliche Bedingung 
angegeben. Ein solcher Literaturhinweis fehlt in der Note des Verf., doch entstammt 
z.B. die als ‚‚Sapogovsche Ungleichung‘ bezeichnete Relation der genannten Arbeit. 
Einige Druckfehler (stellenweise u anstelle von u, x anstelle von X) erschweren das 
Lesen. W. Richter. 


Takano, Kinsaku: Multidimensional central limit eriterion in the case of 
bounded variances. Ann. Inst. statist. Math. 7, 81—93 (1956). 

In Fortführung seiner früheren Untersuchungen (dies Zbl. 58, 122) betrachtet 
Verf. die unbeschränkt zerlegbaren n-dimensionalen Verteilungen mit endlicher 
Streuung, bestimmt durch ihre Fourier-Stieltjessche Transformierte 

er ER, Wr iv’ VD. 
E (exp (it X)) =exp|iqa a ob | (e“ 2 Fe dv. : 

wo t,x,a Vektoren, o eine positiv-definite Matrix und v, ein Maß über R, mit 
Je x dv,< ist, und deren Limesverhalten: 1) Grenzwerte einer Folge derartiger 
Verteilungen. 2) Die Festlegung derjenigen unbeschränkt zerlegbaren Verteilung, 
die als Limes der Summe gleichmäßig asymptotisch vernachlässigbarer unabhängiger 
Summanden mit beschränkter Streuungssumme auftritt. 3) Speziell wird die Approxi- 
mation der Normalverteilung und der (durch Faltung eindimensionaler Poisson- 
verteilungen verschiedener Richtung definierten) n-dimensionalen Poissonverteilung 
untersucht. Die Ergebnisse sind Analoga der für na = 1 bekannten Ergebnisse über 
das zentrale Grenzwertproblem [z. B. Lo&ve, Probability Theory (dies Zbl. 66, 109), 
chap. VI]. ; D. Morgenstern. 
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Takano, Kinsaku: Central convergence eriterion in the multidimensional case. 
Ann. Inst. statist. Math. 7, 95—102 (1956). 

In Fortführung seiner früheren Untersuchungen (dies Zbl. 58, 122 und 
vorstehendes Referat) betrachtet Verf. die Konvergenz von 8, — b,, wobei 


U 
SM =2 X, die X, unabhängige gleichmäßig asymptotisch vernachlässigbare Sum- 


manden sind, gegen unbeschränkt zerlegbare Verteilungen mit endlicher Streuung und 
betrachtet insbesondere wieder die Fälle, dan die Grenzverteilung normal oder die 
Poissonsche ist. Die Fragestellung unterscheidet sich also von der früher vom Verf. 
untersuchten nur dadurch, daß Normierungskonstanten b, zugelassen sind. 

D. Morgenstern. 


Urhanik, K.: Stochastie processes whose sample funetions are distributions. 
t Teor. Verojatn. Primen. 1, 146—149, engl. Zusammenfassg. 149 (1956) [Russisch]. 
On indique une methode pour la construction des processus stochastiques 
generalises, analogue & celle de Mikusinski (ce Zbl. 32, 76; 67, 345) concernant la 
definition des distributions. Ensuite, apres avoir consider6 les processus stochasti- 
ques generalises a valeurs independentes et & accroissements ind&pendents, on enonce 
le resultat suivant: pour qu’un processus göneralise soit A valeurs independentes, il 
faut et il suffit qu’il soit la derivee de premier ordre d’un processus gen6ralise & 
accroissements independents. Puis, en passant & la fonction de correlation d’un 
processus gen6ralise, on donne quelques proprietes de cette fonction pour le cas 
stationnaire. R. Theodorescu. 


Chintin, A. Ja. (Khintchine, A.): Nachwirkungsfreie Folgen von zufälligen 
Ereignissen. Teor. Verojatn. Primen. 1, 3—17, deutsche Zusammenfassg. 17—18 
(1956) [Russisch]. 

Eine Folge gleichartiger zufälliger Ereignisse ist durch Vorgabe der Anzahl x(t) 
der in [O, £) eintretenden Ereignisse charakterisiert. Die Folge heißtnachwirkungs- 


frei, wenn x(t) ein stochastischer Prozeß mit unabhängigem Zuwachs ist. Es sei 
[60] 


%(&, 8) = P{x(f) — ze) =k}O<a<P,k>0O ganz). D(x,o,ß) = 3 v.la, B) x* 


k=0 
wird als erzeugende Funktion der gegebenen Folge bezeichnet. Die mathematische 
Erwartung A(t) =Ex(t) wird für alle # > 0 als endlich vorausgesetzt. Ein Zeit- 
punkt t heißt regulär oder singulär je nachdem, ob A(f) in f stetig oder unstetig ist. 
Besitzt die gegebene Folge nur reguläre Punkte, so wird sie selbst als regulär be- 
zeichnet. Verf. stellt sich die Frage nach der allgemeinen Form nachwirkungsfreier 
Folgen von Ereignissen. Er beweist: Die erzeugende Funktion einer regulären 
nachwirkungsfreien Folge zufälliger Ereignisse ist von der Form ®(x, x, ß) 


E exp B> [yı(B) — wı(a)] x"}. Dabei genügen die Funktionen y;(f) [y;(0) = 0] den 
k=0 
Bedingungen (1) y,(t) ist überall stetig; (2) y,(t) ist nicht zunehmend bei k = 0, nicht 
 abnehmend bei k<0; 8) Sky) <+r(t>0); (42 (dt) =0(t > 0). Um- 
k=0 0 


gekehrt ist jede solche Funktion ® erzeugende Funktion einer regulären nachwir- 
kungsfreien Folge zufälliger Ereignisse. Eine Folge zufälliger Ereignisse heißt 
singulär, wenn (1) die Ereignisse nur in höchstens abzählbar vielen von vornherein 
_ fixierten Zeitpunkten t, eintreten können, (2) die Folge nachwirkungsfrei ist und (3) 


3 kq® < + ist, wobei gl) (k > 0,4 > 1) die Wahrscheinlichkeit dafür 
0<t,<tk=0 
bedeutet, daß zum Zeitpunkt t; genau k Ereignisse der Folge eintreten. Verf. beweist: 
Jede nachwirkungsfreie Folge zufälliger Ereignisse läßt sich als Überlagerung zweier 
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voneinander unabhängiger nachwirkungsfreier Folgen auffassen, von denen die eine 
regulär und die andere singulär ist. Die Parameter t,, g() der singulären Komponente 


lassen sich unmittelbar der Funktion A(f) entnehmen. W. Richter. 


Chintin (Khintchine), A. Ja.: Über Poissonsche Folgen zufälliger Ereignisse. | 
Teor. Verojatn. Primen. 1, 320—326, deutsche Zusammenfassg. 326—327 (1956) 


[Russisch]. 


Diese Arbeit baut auf einer früheren Note des Verf. auf (siehe das vorhergehende || 
Referat). Wie dort wird stets A(t) < +00 vorausgesetzt. Verf. untersucht die Be- | 
dingungen, unter denen eine Folge gleichartiger zufälliger Ereignisse „poissonsch“ | 
ist in dem Sinne, daß vy(a, P) = e AA A LA(P) — Alx)Pk! gilt. Es werde, 


oo 
=k 


daß bio <a <Pß<a+s<tgilt: wla, B) <eyıla, ß). Im Spezialfall stationärer! 


Folgen fällt diese Forderung mit der Bedingung yy(a,& +8) = ol) (> +0) zu. 
sammen. Verf. beweist für reguläre Folgen zufälliger Ereignisse: Eine nachwirkungs- 


freie Folge mit stetigem A(t) ist dann und nur dann ‚‚poissonsch‘‘, wenn sie ordinär 


ist. Im allgemeinen Fall (A(t) auch unstetig) ist eine Folge ‚‚poissonsch“ dann und 


nur dann, wenn sie sich auffassen läßt als Überlagerung zweier unabhängiger Folgen, 
von denen die eine regulär und ordinär, die andere singulär und poissonsch ist (in 
dem Sinne, daß gb =e ak/k!; v<0,i=1,2,...), wobei in jedem endlichen 
Intervall J die Reihe $ «; konvergiert. W. Richter. 


tel 


Mihoc, George: Über verschiedene Ausdehnungen des Poissonschen Gesetzes 


auf endliche konstante Markoffsche Ketten. Ber. Tagung Wahrscheinlichkeits- | 


rechnung math. Statist. Berlin 1954, 43—49 (1956). 


Vorausgesetzt wird, daß die Kette mit den Übergangswahrscheinlichkeiten Pi;le) | 
die m Werte @,,4,,... , d„ annehmen kann. Die p;,(r) seien differenzierbare Funk- 


tionen von 7, für die 9,;(0) # 0 ist, ausgenommen die Fälle:=h+1,h +2,..., m; 
7j=1,2,...,h; in diesen Fällen gelte 9,,(0) =0. Ferner sei [dp,(T)/dT]--o + 0 
für alle 2,5. Mit F,(n;t,r) wird bezeichnet die charakteristische Funktion der 
Verteilung der Anzahl der vorkommenden Werte a, in n aufeinander folgenden 


Proben. Für den Grenzübergang n— ©, > 0 mit nr =a werden Ausdrücke für | 


lim F,(n; t,r) aufgestellt. Diese enthalten die Determinante A = |p;,(0) —6;;| sowie 
Unterdeterminanten aus D(1, 0,0). Dabei ist 


D(,t, 7) = |pjr(r) e*" —A6,,|. 


Die Ergebnisse werden ausgedehnt auf Ketten höherer Ordnung. Weiter werden 
Grenzwerte charakteristischer Funktionen der Verteilung der Anzahl der Merkmals- 
iterationen in » aufeinander folgenden Proben betrachtet, bei denen asymptotisch 
für große n ein vom normalen Gesetz abweichendes, insbesondere ein Poisson- 
Gesetz, gefunden wird. G. Schulz. 

Austin, Donald G.: Some differentiation properties of Markoff transition 
probability funetions. Proc. Amer. Math. Soc. 7, 751—761 (1956). 

Verf. gibt in vervollkommneter Form und mit vollständigen Beweisen einige 
bereits an anderer Stelle [Proc. nat. Acad. Sci. USA 41, 224—226 (1955)] mitgeteilte 
Ergebnisse über die Existenz der Ableitungen der Funktionen Pi;(t) — der Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten einer homogenen abzählbaren Markoffschen Kette — an. 


Es werde , = — pii(0) = ne — (1 — p;;(t)) gesetzt. Das Hauptresultat läßt sich 
ak) 


dann so formulieren: (a) ist gg, < + x, so besitzen 2;)G=12,...)in [O, oo) 


Y v,(&,ß) = yy(a, ß) gesetzt. Eine gegebene Folge von Ereignissen wird ordinär | 


genannt, wenn sich zu beliebigen £ > 0 und & > 0 stets ein ö > 0 vorgeben läßt, sc 
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Üstetige Ableitungen, und es gelten die Beziehungen pi; (t) = 0, pijlt, + 6) 
Pr . .. . 9 

17 I Pixkh) Px;(te) (ti, ta > 0). (b) Sind darüber hinaus alle gq,; durch eine endliche 


9 Konstante M gleichmäßig beschränkt, so sind alle P;;(t) auf [0, oo) beliebig 
$ oft differenzierbar, |2®(t)|< (2 Mr, prtn (-+%)= pt) PR (t,) ((t, t,€ [0, 00); 


Iim,n=0,1,2,...), 9,;(t) läßt sich in eine auf [0, oo) konvergente Taylorreihe ent- 
wickeln. Der Beweis wird mit rein analytischen Mitteln geführt. Das unterscheidet 
diese Arbeit von der vonK.L. Chung [Trans. Amer. math. Soc. 81, 195 —210 (1956)]. 
} In letzterer wird mit Hilfe einer anderen Methode, durch Betrachtung des durch 
die vorgegebene Markoffsche Kette bestimmten ‚‚post-exit Prozesses“ unter anderem 
Jauch das erstgenannte Resultat (a) gewonnen. Eben diese Methode führte auch 
JA.A. Juskevi6 [Moskovsk, gosudarst. Univ., udcenye Zapiski 1957 — noch im 
#Druck, siehe Hinweis von Juskevi6 in Teor. Verojatn. Primen. 2, 187—213 (1957)] 
"zu dem gleichen Ergebnis. In der noch nicht veröffentlichten Arbeit gibt Juskevie 
Sein Beispiel an, wonach die zweite Ableitung von p;,(t) selbst unter der Voraus- 
"setzung, daß alle , < + 0, nicht endlich zu sein braucht (sie ist in diesem Beispiel 
Ögleich + ©). Was Verf. hingegen über diese Arbeit von JuSkevi& berichtet, beruht 
Jauf einem Irrtum. W. Richter. 
| Kendall, D.6. and G. E. H. Reuter: Some pathological Markov processes 
| with a denumerable infinity of states and the assoeiated semigroups of operators on |. 
‚Proc. internat. Congr. Math. 1954 Amsterdam 3, 377—415 (1956). 

Etant donnee une quasi-matrice stochastique (?;;()), telle que p,(t) > 0; 

oo [6,0] 

2 Pt) <1l; 9%,Ww+v) = > Pio(u) 9x0); Pi;l0) = Öi;; u Dil) =1;%,j7 >]; 
j= ‘= 
|2,u,v>0, on sait que les limites q;; = lim ze et, = Im —_ existent, 
t\o 1,0 
|; est toujours finie et > 4; <n<m. Dans cet article les auteurs discutent 


jri 

‘ du point de vue de la theorie des semi-groupes deux exemples pathologiques [donnes 
"par A.N.Kolmogorov dansMoskovsk. gosudarst. Univ., u6enye Zapiski 148, Mat. 4, 
| 5359 (1951)] de processus de Markoff homogenes avec une infinite d&nombrable 


| d’etats: (Kl), =® et (K2) % q; < Qı < ©, tels que la condition 3 p,;(6) = 1soit 
\ il 4 


| I 

| verifi6ee. On montre comment ces cas exceptionnels se presentent sous l’aspect de la 
| theorie des semi-groupes et, & part de quelques proprietes de ces processus, on obtient 
| pour ces cas les &quations qui vont remplacer celles de Kolmogorov. A la fin, on 
‚ donne des reprösentations de (Kl) et (K2). Les AA. ont utilis6 les propriötes des 
 fonctions {9,;:1,j5 > 1} et celles du semi-groupe associe { P,:t > 0} d’operateurs qui 
appliquent l’espace Banach reel I dans lui m&me tels que pour tout & = (%, 2, .. .), 


PA] <o, l’on ait (P,e); = m, > 0. R. Theodorescu. 


Castoldi, Luigi: Apparenze conduttive e propagative in processi markoviani 
speciali. — Processi eonservativi e processi livellativi. Rend. Sem. Fac. Sei. Univ. 
' Cagliari 26, 156—164 (1956). 
| Verf. definiert konservative und ausgleichende Markoff-Prozesse und gibt 
hinreichende Bedingungen für den zugehörigen Markoff-Kern. Als Beispiele für die 
Anwendung seiner Begriffe nennt er den Geburten- und Absterbeprozeß. (Allge- 
"meiner: Erneuerungsprozeß). W. Sazxer. j 
Kawata, Tatsuo: A renewal theorem. J. math. Soc. Japan 8, 118—126 (1956). 
Let X,@ =1,2,...) be independent random variables with distribution func- 


2 e 1 
tion F,(x) and pt ,=YX. FO<E{iXl}=m<o, im - m =m, 
i=1 


n— © | 
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0 
an [zar,ß @)— 0, lim Te ar (a) = 0. 


uniformly with respect tonandO ss <S sy, lg for h>0 
x 
lim [2 an: <a+hda=r. 
L. Takacs. 
Morimura, Hidenori: On a renewal theorem. Ködai math. Sem. Reports 8, 
125—133 (1956). Correetion ibid. 10, 46 (1958). 
Let X;@=1,2,...) be independent random variables with distribution 


& 7 BR 
function F;(x) and put , = IX. EO<E{X} =m,<w, E{X} =v;,<w, 
i=1 


N 
rd and M,„ I Sen >, 2 43 vv v;—> vas n—%, further | 
ni i=1 
‚im f «2 dF;(x) = 0- uniformly with ch Ro i and there exists an s, such that 


OL 


lim r es“dF,;(x) = 0 uniformly with respect to : for 0 <s <s,, then for >60 I 
x 


Aa _° 1 
are x na \ 
ins] Sea )Pe<a sera ln). 
Ds L. Takacs. 


Clarke, A. B.: A waiting line process of Markov type. Ann. math. Statisties 27, 
452—459 (1956). | 

A single server queueing process is considered. Denote by n(t) the length ofthe 
queue at time £. It is supposed that the arrivals form a Poisson-process with den- 
sity A(#) and u(t)At + o(At) is the probability of a departure during the time interval 
(£, 6 + At) given that n(t) Z 1, where /(t) and u(f) are continuous functions. The 
process {n(t)} is a E one. The author deals with the determination of the 
probability P{n(t) =n|n(0) =»}. This can be obtained by the solution of a Vol- 
terra-type integral equation, Fa. depends only on the ratio A(t)/u(t). I£A(t)/u(t) = 0 
(constant), then the solution can be expressed explicitly by Bessel-funetions [ef. 
W. Ledermann and G. E. H. Reuter, Philos. Trans. roy. Soc. London, Ser. A. 
246, 321—369 (1954) and N. T. J. Bailey, this Zbl. 58, 348]. Finally the author 
deals with the determination of asymptotic formulas for the mean and variance of 
n(t) as t> . L. Takacs. 

Champernowne, D. G.: An elementary method of solution of the queueing 
problem with a single server and constant parameters. J.roy. statist. Soc., Ser. B 
18, 125—128 (1956). 

A single server queueing problem is treated. It is supposed that the input isa 
Poisson process with density A and the service times are independent random variab- 
les with distribution function F(x2) =1—e-*ifx> 0. Denote by q, the length of 
the queue at time. The distribution of q, was determined earlier by W. Ledermann 
and G.E.H. Reuter [Philos. Trans. roy. Soc. London, Ser. A 246, 321—369 (1954)], 
N. T. J. Bailey (this Zbl. 58, 348) and B. Clarke (reviewed above)]. Now the 
author gives a simple method for the determination of the distribution of q, by 
reducing the problem to a random walk problem with an absorbing barrier. 
Namely he shows that if {a,} and {b,} are independent Poisson processes with 
density l and A ee then , =, +9 fr, +9, 20 and g=g—y 


if», +9 < 0, where c, = b, — a, and », = min, (b,— a,). Since it is known that 
a!b! & | 
Piyv=2la;=a,b =be lin S0resp. en if—a<sv<0, resp. 0 


if v < —.a, the distribution of q, can be obtained by the total probability theorem. 
L. Takacs. 
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Jackson, R.R.P.: Random queueing processes with phase-type service. J. roy. 
statist. Soc., Ser. B 18, 129—132 (1956). 

The author deals with the following queueing process: The arrivals ofthe custom- 
iers follow a Poisson process with density A. Every customer is served at each of k 
counters arranged in series. At the ö-th counter there are r; servers and the corre- 


jsponding service times have a distribution function Fa) =1—- ee" (fr > 0). 
| The customers are served in the order of arrival at each counter, and if’all servers 
Jare busy then they join a single queue. It is supposed thai IT RER). 
#Denote by P(n,n,,...,nz; 2) the probability that at time £ there are n; customers 
fat the ö-th counter #=1,2,..., k). He shows that lim P(n,, SE EN) 
t>o 


I= Pin, N, ....n;) exists independently of the initial conditions and we have 
Im 2...) = bin) b(n;) ... b(n,)/A) Ay... A, where b(n,) = ee if 
T* ı 


In, <r; and d(n,)= (nt bad if 9, >, and A;= 3 b(n)). Finally the 
Bi \ ki Nn;—=0 


particular case „=1(=1,2,...,k) is treated. L. Takacs. 

4 Downton, F.: On limiting distributions arising in bulk service queues. J. roy. 
statist. Soc., Ser. B 18, 265274 (1956). 

Es werde angenommen, daß Personen zufällig ankommen und in der Reihen- 
folge der Ankunft eine Schlange bilden, von deren Spitze immer je s Personen, 
(höchstens alle anwesenden, zur Bedienung fortgenommen werden. Die Zwischen- 
(räume der Ankunft seien mit A(u) =1—e%, 0<u< x, Mittelwert 1, verteilt. Die 
| Zwischenräume der Bedienung mögen eine gemeinsame Verteilung B(v), Oo <v<o, 


haben. P(t) = fe!" dB(v) sei die Laplace-Transformierte von dB(v) und 
0 


IK) =ß (1—z). Eine Schlange mit dieser Ankunfts- und Bedienungswahrschein- 
$ lichkeit hat ein Gleichgewicht, wenn die Verkehrsintensität o= E(v)[s < 1. Es be- 
Ü zeichne rs, die Wahrscheinlichkeit, daß gerade j Personen bei Beginn einer Bedienung, 
I Gleichgewicht vorausgesetzt, warten. Dann ist die erzeugende Funktion für die z; 


(ka): 


"s wird aus den Nullsten von Zähler und Nenner außerhalb des Einheitskreises be- 
\ stimmt. Die Gleichgewichtsverteilung der Wartezeit kann ebenfalls hieraus gewon- 
nen werden. Es wird der spezielle Fall behandelt, in dem die Bedienungszeit nach 
| x? mit einer geraden Zahl von Freiheitsgraden 2p verteilt ist. Der Übergang p—> © 
| entspricht einer konstanten Bedienungszeit. Dieser Fall ist gesondert behandelt. 
| Für einige Zahlenbeispiele sind Tabellen für die mittlere Wartezeit, ihre Streuung, 
| die mittlere Länge der Schlange und deren Streuung mitgeteilt. F. Wever. 


Jackson, R.R.P. and D. 6. Niekols: Some equilibrium results for the queueing 
| process Z,/M/1. J. roy. statist. Soc., Ser. B 18, 275—279 (1956). 7 
Es wird ein Queueing-Prozeß untersucht, bei dem die Zwischenzeiten zwischen 
dem Eintreffen der Benutzer mit Mittel k/A und 2% Freiheitsgraden nach dA(x) 
$ = 7% [T(k)] e=?* «&—1 da verteilt sind. Eine Bedienungsperson fertigt in der Reihen- 
| folge der Ankunft ab, die Bedienungszeiten sind negativ exponentiell verteilt. Nach 
| der Methode von Erlang wird der Gleichgewichtszustand untersucht und die er- 
zeugende Funktion für die Verteilung der Zustände (wartende Personen in der 
5 Schlange) hergeleitet. Ferner wird die Verteilung der Wartezeiten für den zu be- 
| liebiger Zeit eintreffenden Benutzer angegeben. — Die gewonnenen Verteilungen 
werden mit den entsprechenden Ausdrücken verglichen, die bei einem Prozeß 
auftreten, bei dem Ankunft und Bedienungszeit negativ exponentiell verteilt sind. 
Es sind Zahlenbeispiele dazu durchgerechnet. F. Wever. 
9* 


s—1l 


la 5 Er | In, (2 — 2) 
jo j=0 
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Wishart, David M. 6.: A queueing system with x? service-time distribution. 
Ann. math. Statistics 27, 768—779 (1956). 
Es wird das Queueing-System G//E,/l untersucht: Ankunft der Benutzer von- 


einander unabhängig (GI — general independent), die Zwischenzeiten nach dA(u) 


mit endlichem Erwartungswert verteilt, Bedienung in der Reihenfolge der Ankunft, 
Verteilung der Bedienungszeiten nach y? mit 2% Freiheitsgraden (E;) bei einer Be- 
dienungsperson. — Es wird die Verteilung für die Zahl der bei beliebigem Eintreffen 
bereits wartenden Personen und für die Wartezeiten bis zur Bedienung angegeben 
Als Spezialfall wird das System D/E,/1 betrachtet, bei dem das Eintreffen in festem 
Abstand (D = determiniert) erfolgt. F. Wever. 


Takäes, Lajos: On the sequence of events, seleeted by a counter from a reeur- 


rent process of events. Teor. Verojatn. Primen. 1, 90—101, russ. Zusammenfassg. 


102 (1956). 


A sequence of events E, occurring at time t, is called a recurrent sequence if the 


time intervals {, —4,_ı are independently distributed each with the distribution 


F(x). The author assumes that the first and second moments of F(x) exist. The 


events E, are recorded by a counter in the following way. (1) If at time i, =t, an 
impulse starts which has the duration x, the event E, starts an impulse with pro- 


bability p if at time t, an impulse is in progress and with probability 2 if no impulse is 
in progress. (2) If x, is the duration of the nth impulse the random variables %, are 


independently distributed each with the distribution 4(x). The impulses E/, oceuring 


at time , also form a recurrent sequence. Let G(x) be the distribution of t, — t,—ı- 


v; the number of events recorded during the time interval [0, {]and Pt) the probabi- | 
lity that at time £ noimpulse isin progress. Under the assumption that y„is a constant 
the author determines the characteristie function of G(x), the distribution functions | 


of v,,v7.1t — v7, and the limit distribution ofv,ı; — v, in the case that 7 = T and 


in the case that 7 is uniformely distributed in [0, 7]. The probability P(t) is obtained 
and the existence of lim P(t) is discussed. The cases p = 0 and p = 1 are discussed 


to 


also in the case that x, is not a constant. H. B. Mann. 


Campbell, L. Lorne: Standard deviation of dead time correetion in counters. 
Canadian J. Phys. 34, 929—937 (1956). 


In einen Geiger-Müller-Zähler kommen die Teilchen in den Zeitpunkten u =0, 


Typ -+-5, m... an. Die Differenzen „41 — m(n =0,1,2,...)sind unabhängige 


positive Zufallsveränderlichen mit der gemeinschaftlichen Verteilung F(x2)=1—e*2, 


(«= 0). Die Totzeit des Zählers ist eine Konstante T. (Nach jeder Registrierung 
folgt ein Zeitintervall von der Länge 7; die in dieser Zeit ankommenden Teilchen 
werden nicht registriert.) Es bezeichne n, die Anzahl der während der Zeit (0, £) 


registrierten Teilchen. Es wird die Relation ‚im E{ny tm = pw/(l +v T)m 


(m =1,2,...) bewiesen. Damit für die Ereignisdichte » eine Abschätzung gewonnen 


wird, betrachtet Verf. die Zufallsveränderliche »* = n,/t—n, T) und beweist 
die asymptotischen Relationen Ef) „v — » T2j2t und D&yf) „v(l +» T)lt 
für >. L. Takaäcs. 
Blackwell, David: Controlled random walks. Proc. internat. Congr. Math. 1954 
Amsterdam 3, 336—338 (1956). 
With a matrix (m,,) whose elements are probability distributions on the Borel 
sets of a closed bounded convex subset X of k-space associate a two-person game 


with the following infinite sequence of moves (n=0,1,...). Move 4n +1: A 
selects s from 1,2,...,r. 4n +2: Bselectsj from 1,2,...,s. n+t3:xeXis 
selected according to m;;. 4n +4: x is disclosed to A and B. This produces a 
random sequence x, &,, ..... Denote, for a closed non-empty subset S of X, the pro- 


bability that (x, + ... + x,)/n approaches it as n— oo, by H(f,g), where fand g 
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‚are strategies of A and B respectively. S is said approachable by A if there exists 
Jan /* such that H(f*,g) = 1 for allg, and an analogous definition holds for approa- 
Schability by B. S is exeludable by A ifa closed 7 disjoint from $ is approachable. — 
The author quotes the following results (to be proved elsewhere): If S is convex, 
‚then it is either approachable by A or exeludable by B. (An example is given to 
show that this is not true for non-convex 8). A necessary and sufficient condition 
for a convex S to be approachable is given, and a specific strategy which achieves 
|this is described. Finally, some unsolved problems are mentioned. St. Vajda. 
Gillis, J.: Centrally biased diserete random walk. Quart. J. Math., Oxford II. 
#Ser. 7, 144—152 (1956). 

8 m = (m,mg,...,m;) sei ein Punkt eines d-dimensionalen Gitters, e; der 
Ü Einheitsvektor parallel zur positiven Richtung der i-ten Achse. Untersucht wird 
eine im Nullpunkt beginnende Irrfahrt. Dabei sind nur Schritteder Formm— m e; 
‚mit den. Wahrscheinlichkeiten P;(m) bzw. Q;(m) gestattet W=1,2,...,d). Ein 
#rekurrenter Punkt ist definiert als ein solcher, durch den die Irrfahrt mit der Wahr- 
Üscheinlichkeit 1 unendlichoftmal hindurchgeht. Bewiesen wird: Es gelte für m; =# 0: 
| Pı(m) = (1 — em) j2d, Qim) = (1 + ejm)j2d; für m; = 0: P;(m) = Q;(m) = 1/2d, 
9 wobei |e| < 1. Dann ist der Nullpunkt ein rekurrenter Punkt oder nicht, je nachdem 
Ne 2 (d— 2)/2d ist. Ein vorausgeschickter Hilfssatz behandelt eine eindimensionale 
Irrfahrt und berechnet Rückkehrwahrscheinlichkeiten als Koeffizienten des Quo- 
Ötienten hypergeometrischer Reihen. @. Schulz. 


Kampe& de Föriet, J.: Problemes math&matiques poses par la m&canique stati- 
i stique de la turbulence. Proc. internat. Congr. Math. 1954 Amsterdam 3, 237—242 
(1956). 
L’A. considere un ensemble X quelconque et un anneau R de fonctions f(x) & 
& valeursreelles sur X, contenant les constantes & Cz, oü cy estlafonction caracteristique 
"de X. Il appelle transformation de Reynolds un application T de R sur une partie 
#de lui möme telle ue Tf+g)=Tf+Tg Tleaf)=aTf, TUT)=T}Tg, 
geV(fJ>TgeV(Tf), si R est muni d’une topologie. Il suppose que 7’ est norma- 
4 lise, c’est & dire que T’cy=cy. Il designe par Mo, N. respectivement l’ensemble des 
Ü fonctions m et n telles que T’m—=m, T’n = 0, et appelle T-idempotent tout idempotent 
| deM.. L’A. se donne ensuite une o-algebre F de parties de X et &tudie les transforma- 
| tions de Reynolds de l’anneau R des fonctions mesurables par rapport & F. Il definit 
I f<g par f(x) <g(x) pour tout z< X, et introduit la condition >0>Tf>0. 
Apres avoir rappel& des theor&mes d&jä connus, il enonce et d&montre le theoreme 
| suivant: soit une o-algebre F,C F; & toute mesure » definie sur F et telle que 
| »(F) = u(F) pour tout Fe F,, on peut faire correspondre une transformation de 
| Reynolds dont l’ensemble des T-idempotents est F.. Ildonne un exemple oü X est 
la droite reelle et u la mesure de Lebesgue. J. Bass. 
Gheorghiu, Serban: Quelques problömes concernant la division d’un segment 
| par des points pris au hasard. Acad. Republ. popul. Roumaine, Revue Math. pur. 
j appl. 1, Nr. 1, 99—124 (1956). 

S. dies. Zbl. 66, 379. 

Mack, €.: On celumps formed when convex laminae or bodies are placed at 
| random in two or three dimensions. Proc. Cambridge philos. Soc. 52, 246—250 
1956). 

This paper deals with problems connected with the influence of clumps in a 
“ deposit of dust particles on their count, already dealt with in an earlier paper (this 
Zbl. 56, 126). A formula of the latter is corrected;; the headings of the other sections 
are: overlapping doublets, convex bodies in three dimensions, values of mean perpen- 
dicular for various bodies, clumps formed by the orthogonal projections of convex 


bodies. S. Vajda. 
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Isbell, J. R.: A class of majority games. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 
7, 183—187 (1956). Bu 
A majority game consists of a finite set of players and a non-negative additive | 
weight function w on the subsets of X, such that there is no subset S < X for which || 
w(S) = w(X) and there is no player ze X for whom w({x}) <z w(X). A subset 
SC X is winning if w($) > w(X — 8). Two such games are identified if the class 
of winning sets is the same for both. The weights are homogeneous if for every, 
minimal winning set S, w(8S) =w(X — 8) +1. If every player is in at least one 
minimal winning set, then homogeneous weights are the minimum integer valued 
weights and the weights of the individual players, when ordered by weight, do not | 
increase faster than the Fibonacci numbers. It is shown that for n > 4, there are‘ 
2r—4 majority games with n non-dummy players and n minimal winning sets. This’ 
provides a lower bound for the number of different majority games with n players. 
J. E. L. Peck. 
Robbins, Herbert: A sequential deeision problem with a finite memory. Proc. 
nat. Acad. Sci. USA 42, 920—923 (1956). 1 
Verf. behandelte in einem früheren Vortrag (dies. Zbl. 49, 370) u.a. folgen- | 
des Problem: Wie muß man mit zwei Münzen mit unbekannten ‚Kopf“-Wahr- 
scheinlichkeiten p, und p, werfen, also insbesondere, mit welcher der beiden 
Münzen muß man bei jedem Wurf werfen, um die ‚Kopf“-Zahl im Mittel zu maxi- 
mieren Diese Aufgabe wird hier auf folgende völlig neuartige Weise verändert: | 
Der Experimentator besitzt nur ein Erinnerungsvermögen über £ Würfe, d.h. die 
Auswahl der jeweils zu werfenden Münze darf nur von den jeweils vorangegangenen 
t Wurfergebnissen abhängig sein. Es wird eine Regel, die diese Bedingung erfüllt, | 
angegeben, die als Limes des Erwartungswertes dieser mittleren ‚‚Kopf“-Zahl (bei 
wachsender Wurfzahl) (p, 95° + P, 1 )/(Qı‘ + 9,') ergibt. Die Frage der Optimalität 
wird gestellt, bleibt aber offen. D. Morgenstern. 


Statistik: 
e Neiswanger, William Addison: Elementary statistical methods as applied to 
business and economie data. Revised ed. New York: The Macmillan Company 1956. 
XX, 749 p. $ 6.95. 
Eine ausführliche Anleitung für den Praktiker: detaillierte Erläuterung der 
Vorbereitung einer Stichprobenerhebung, des Stichprobenplans und der Aufbereitung 


der Stichproben sowie an zahlreichen Beispielen illustrierte Beschreibung der ein- 
fachsten Maß- und Indexzahlen, des Trends, der Korrelation usw. D. Bierlein. 

e Table of eircular normal probabilities. (Operations Analysis Group, Dyna- 
mics Section, Report Nr. 02—949—106.) Buffalo, New York: Research Division, 
Bell Aircraft Corp. 1956. IV, 305 p. | 

Owen, Donald B.: Tables for ecomputing bivariate normal probabilities. Ann. 
math. Statistics 27, 1075—1090 (1956). 

The function tabulated in this paper is 
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Denote by B(h, k; 0) the integral of f(x, y) over e<h,y< k, where f(x, y) is the 
density function of the bivariate normal distribution with zero means, unit variances, 
and correlation coefficient o; and denote by O(P; o) the integral of g(x, y) over an 
arbitrary polygon P in the (x, y)-plane, where g(x, y) is the density function of the 
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‚U bivariate normal distribution with means Uz, Ay, variances 0,2, O5; and correlation 
| coefficient o. Section 1 of the paper points to earlier work on the function B by 
K. Pearson, W. F. Sheppard, C. Nicholson, R.C.T. Smith, C. Hastings 
4 & M. Piedem, and some unpublished tables, and to work on the functions B and 
4CbyJ.H.Cadwell. Section 2 lists (without proof) formulae which relate 7(h, a) 
\to B(h,k;o) and to O(P; 0), and formulae by which values of T(h, a) for «a <0 or 
4a > l are related to values of T(h, a) frrO <a <lora = x. One example: 
B(h,k;0o) = G(h) ++ G(k) — T(h, a,) — T(k, a,) — (0 or+), 
{ where G(h) is the integral of the univariate normal density (zero means, unit variance) 
I from — oo to h; a =ht(k— he) (1 — )1R; a, = kilh— ko) (L— ER; and 
Ü where the last term should read 0 if Ak>0 orifhk=0 but h+k>0, and B 
% otherwise. Section 3, which gives proofs and a rapidly converging power series in « 
t for T(h, a) should also be consulted by the reader for any notation which is not made 
J clear in section 2. Section 4 discusses the tables, gives precise instructions as to the 
% interpolation procedure which should be used with these tables, together with a small 
‚ table on the errors to be expected (at most 7 in the 6th decimal place). As for this 
} interpolation procedure, it is an interesting refined version of linear interpolation, 
Ü made possible by the way the tables have been constructed. Table A (4 pages) 
U gives T(h,.a) for a = .25 (.25) 1.00, and h = .00 (.01) 2.00, 2.02 (.02) 3.00. Table B 
& (3 pages) gives T(h,a) for a = .00 (.01) 1.00, &, and h = .00 (.25) 3.00. Table C 
(1 page) gives T'(h, a) for «a = .10, .20 (.05) .50, .60 (.10) 1.00, oo, and h = 3.00 (.05) 
3.50, 3.60 (.10) 4.70, 4.76 (for a > 4.76 and any h-value 7'(h, a) is zero to 6 decimal 
' places). H. R. van der Vaart. 
| 600d, I. J.: The surprise index for the multivariate normal distribution. Ann. 
ı math. Statistics 27, 1130—1135 (1956); Correetions ibid. 28, 1055 (1957). 

Es sei x eine Zufallsvariable mit Verteilungsdichte p(x) und x’ eine entnommene 

\\ull/u 

Stichprobe. Dann wird als Überraschungsindex (Surprise Index) },—= —_. ; 
| u>0, eingeführt und für mehrdimensionale Normalverteilung diskutiert. — Der 
Überraschungsindex: beschreibt die Abweichung einer Stichprobe von dem ‚‚zu er- 
 wartenden‘‘ Ergebnis bei einer vorgegebenen Hypothese. F. Wever. 
Geisser, Seymour: A note on the normal distribution. Ann. math. Statistics 
ı 27, 858—859 (1956). 
Let x, & - . - , &, be independent and identically distributed with density f(x) 
| N n—k 
{| and put x 2 %, 6 = En (2; +1 — %;)”. Using results of Lukacs 
and Daly, the author proves, that f(x) is the normal density if and only ifö,? and & 
, are independent. H. Bergström. 

Wajiki, Isamu, Teruaki Kawashiro and Yoshikatsu Watanabe: On the com- 
pound normal distributions. J. Gakugei Tokushima Univ. natur. Sei. Math. 7, 53—65 
(1956). . 

Die Verff. definieren eine zusammengesetzte Normal-Verteilung analog zur 
- zusammengesetzten Poisson-Verteilung in der folgenden Weise: 


© + oo 


fx) = S S plz; a, 0) y(a, 0) dado, 
0 —o 


1 a ET h 
wobei @ (x;a,0) = Vorne e=@at2ot, / [ y(a,o)dado =1. Es seien 


pıl@, a) = [ Pl&; a, 0) yla, 0) de, yıla) = | yla, 0) de; 
0) 
+ +© 


px, 0) = S px; a, 0) ya, c) da, Yı(o) = J vw 0)da. 
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Die Verff. beweisen die folgenden Sätze: 1) f(x, co) ist normal dann und nur dann, 
wenn y(a, o)normalina. 2) Wenn y(a, o) oder yı(a) normal in a sind, ist f(x) im allge- 
meinen nieht normal. Neben dem Beweise dieser Sätze, die zum Teil auf einer Um- 
kehrformel der L-Transformation beruhen, geben die Verff. interessante a 

. Sawer. 


Bose, P.K.: Normalisation. of frequeney functions. Bull. Calcutta math. 
Soc. 48, 109—119 (1956). 


Die Annäherung wichtiger Verteilungen für Stichproben vom Umfang n 
(t, x%, (2x°)"?, D2) durch die Normalverteilung wird behandelt. Hierzu werden in der 
Entwicklung nach Hermiteschen Polynomen Glieder der Größenordnung O(l1/n) ver- 
nachlässigt, und dann die Maximalfehler der Approximation bestimmt. Für die 
t-Verteilung finden sich diese für eine Reihe von Werten n aus dem Intervall [5, 200], 
für die y? und (2y?)!/2-Verteilung aus dem Intervall [5, 1000] tabelliert. Für die D?- 
Verteilung werden neben Angaben über den Maximalfehler zu vorgegebenem Ap- 
proximationsfehler (-- 0,01) für Argumentwerte x zwischen — 0,7 und 0,7 (Schritt- 
länge 0,1) die entsprechenden Werte von Schiefe und Exzeß für die zu approximie- 
rende Verteilung tabelliert. Überdies sind für eine Reihe von Argumentwerten « 
in—2<x<<2 die Werte der ersten sieben Hermiteschen Poynome angegeben. 

L. Schmetterer. 


Lawley, D.N.: A general method for approximating to the distribution of 
likelihood ratio eriteria. Biometrika 43, 295—303 (1956). 

The author finds scale factors which improve the y? approximation to the 
distribution of — 21logA for likelihood functions satisfying some regularity condi- 
tions. L. Cote. 


Ito, Koichi: Asymptotie formulae for the distribution of Hotelling’s generalized 
T,- statistie. Ann. math. Statistics 27, 1091—1105 (1956). 

The exact distribution of Hotelling’s generalized 7',® is known only in the 
bivariate case. In the general multivariate case a y? distribution may be used as an 
approximation if the number of degrees of freedom of the sample ‚‚within‘“ dispersion 
matrix is sufficiently large. In the present paper an asymptotic expansion is derived 
for the cumulative distribution function of 7,? and for an arbitrary percentage 
point. The latter is expressed in terms of the corresponding percentage point of a 
x distribution: T?=y+ant+a,n”?—+... where a, and a, are polynomials 
in powers of y?. The author expects the use of the first few terms of this expansion 
to yield more accurate results than the y? approximation. The error committed 
by omitting terms of order n”? and higher in the expansion of the cumulative 
distribution function could be estimated, and turned out to be rather small for 
moderately large values of n. J.J. Bezem. 


Chu, J. T.: Errors in normal approximations to the £, t, and similar types of 
distribution. Ann. math. Statisties 27, 780—789 (1956). 

Verf. findet obere und untere Schranken für den relativen Fehler bei der Approxi- 
mation der kumulativen i-Verteilung und anderer wichtiger Verteilungen durch die 
Normalverteilung. Es zeigt sich, daß der relative Fehler E =|B/A—1| mit 
B=F,(y) — F,(— x), A= ©(y) — D(— x), wobei x,y> 0, beliebig, F, die kumula- 
tive Verteilungsfunktion von Students t mit n F. G., ® die der Normalverteilung ist, 


für n> 8 stets <1/n ist. Für Thompsons r-Verteilung: G,(x)= | a, ( en is; de 


mit |x| < yYn, a, = (nrn)8 TG) IE (n—1)) gilt entsprechend E<1/n für 
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ne> 18. Numerische Beispiele für die t-Verteilung (n = 10, 30, 60, 120) werden 
gegeben, und die Gewinnung ähnlicher Schranken für andere Verteilungen, z.B. die 
x- und die F-Verteilung, wird erörtert. O. Ludwig. 


Pillai, K.C.8.: Some results useful in multivariate analysis. Ann. math. 
Statistics 27, 1106—1114 (1956). 


In multivariate analysis Fisher, Hsu and Roy have considered distributions 
of the form 


Ss 
2 (91 -:-,©,) = Cs, m, n) I 971 — 9," IT (0, — EA): 
i=1 i>j 
In order to compute moments and cummulative distribution functions the author 
considers so called pseudodeterminants. Owing to the fact that I (0, — 9;) is equal 


ı>I 
to Vandermonde’s determinant, the integral over functions of the form p (9, ... , ©,) 
can be given as determinants, where integration is involved. Reduction formulas 
for such pseudodeterminants are given. H. Bergström. 


Ram, Siya: On the caleulation of moments of hypergeometrie distribution. 
Ganita 7, 1—5 (1956). 

Ausdehnung früherer Untersuchungen (dies. Zbl. 58, 343) auf den n-dimensio- 
nalen Fall. O. Volk. 

Kemp, €. D. and A. W. Kemp: Generalized hypergeometrie distributions. 
J.roy. statist. Soc., Ser. B 18, 202—211 (1956). 

The authors give a classification of the different types of generalized hyper- 
geometric distributions P(r) (el d I ‚ which belong to different (not 
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b 
given by the help of the J-function. H. Bergström. 


necessarily integral) a, b and n. The factorials 6) are then extended factorials 


James, G6.S.: On the accuracy of weighted means and ratios. Biometrika 43, 
304—321 (1956). 

Let x, ,%s, - . - , %, beindependently and normally distributed with the same mean u, 
and variances &,%, ...,&,. Suppose that a,,4,,..., ad; are estimates of the «,, the 
v, a,/&; being independent and chi-square distributed with v; degrees of freedom. Write 
w,= azl, w= 3) w, and &=wT Y) w,;x,. Au is determined as a function of the random 
variables such that we have asymptotically for large v;, Pr [w!? | — u| <u] = P 
where P is given. The rather lengthy expression for u depends only on the degrees 
of freedom », and the ratios between the sample variances a,. Substituted in the 
equation above the difference between the left and the right hand side is O(v7*). 
Tables of u is given for k=2; P= 0.9, 0.95, 0.98, 0.99; r= ww, + w,) = 0.0, 0.1, 
0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0; »,,%, = (6, 8), 10, 12, 15, 20, oo; the values 
of u for »,,v, = 6, 8 are not given for all P. — The author points out that these tables 
can be used to find confidence interval for u when the a, are unknown. — Suppose 
that (2, 9)» - - » (&, Y,) are independent binormal pairs, (x;, y;) having unknown 
means (n,,(;) and variances and covariance A; 032, 4,0, 0% with the A known 
and o; unknown. It is known that n/&ı =: = m/& = u. The author determines 
confidence interval for u in terms of u. E. Sverdrup. 


Geisser, Seymour: The modified mean square successive difference and related 
statisties. Ann. math. Statistics 27, 819—824 (1956). 

Verf. behandelt die Verteilung der modifizierten mittleren quadratischen 
sukzessiven Differenz 6,2, die von A.R. Kamat (s. dies. Zbl. 67, 368) hergeleitet 


’ 


wurde. Seien %,,...,2%2m unabhängig N(0, o?)-verteilte Variablen; dann lassen 
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2m—l 
rn Y (11 — %;)*, die kumulative Ver- 
I 


IFM 

teilungsfunktion und die Momente in geschlossener Form angeben, und die asymp- 
totische Normalität läßt sich zeigen. Die Ergebnisse kann man verwenden, um 
die Analoga zum F-(Varianzenquotient) und t-Test unter Benutzung von ö, statt s 
zur Schätzung von o? herzuleiten. Die oberen und unteren 2!/,%, Punkte für ö,/0?, 
sowie die 5% Punkte für das t-Analogon sind für m = 2, 3... , 10 auf Grund 
der exakten Verteilung, bis m = 25 mittels eines Näherungsverfahrens tabuliert. 
Leider stören eine Anzahl Druckfehler; z. B. fehlt in (2.2) und (2.3) ög-, (3.3) gilt nur 
für r<2m —1 (für r>2m müssen Glieder mit «= 3m bei 8), berücksichtigt 
werden; vgl.m =2; r=4,5), &E in (5.1) muß VE sein. O. Ludwig. 

Gayen, A. K. and 8. $S. Jogdeo: On the sampling distribution of mean square 
suecessive difference. Proc. 1° Congr. theor. appl. Mech., Nov. 1—2, 1955, 253—260 
(1956). Ye 

The distribution of the mean square successive difference of normal random 
variables is approximated using the method of Cornish and Fisher with four 
moments. A formula is derived for percentage points and a short table given. 

L. J. Cote. 

Murty, V. N.: A note on Bhattacharyya bounds for the negative binomial 
distribution. Ann. math. Statistics 27, 1182—1183 (1956). 

The successive Bhattacharyya lower bounds L; for the variance of an unbiased 
estimate of p for the negative binomial P(X =x) =qp’,q=1—9, 2 =0,1,2,..., 
are computed and it is shown that L,.— pq (k> ©). H. Bergström. 

Tumanjan, $S. Ch. (Tumanyan, $S. H.): Asymptotie distribution of x? eriterion 
when the number of observations and the number of groups simultaneously increase. 
Teor. Verojatn. Primen. 1, 131—145, engl. Zusammenfassg. 145 (1956) [Russisch]. 

The distribution of the x? goodness of fit statistic is shown to have a normal 
limit distribution as the number of categories and the number of observations increase 
together in such a way that the least of the expected numbers of observations in the 
categories approaches infinity. This is applied to show that the approach of the 
distribution of the goodness of fit statistic to a x? distribution is uniform. L. Cote. 

Giehman (Gihman), I.I.: On asymptotie properties of certain statisties similar 


to x%?. Teor. Verojatn. Primen. 1, 344—348, engl. Zusammenfassg. 348 (1956) 
[Russisch]. 


Announcement and discussion of four theorems about the sequence of sequences 
k \2 
N (m; 
[220 an) : k=1.2,...mt, N =1,2,..,. Each sequence ıs arpar> 
i=ı P: 
tial sum of the terms of the x? statistic associated with N repetitions of a multinomial 
experiment with n(N) outcomes, probabilities p,(N). The outcomes are assumed 


sich die Verteilungsdichte von öy = 


to be numbered so that the first m(N) satisfy lim max p; = 0,3 9 = (indep. of N). 
I Mm 1 


The theorems assert that for N, (2 n)— !2 (yX(k) — k), and other similar sequences, 
approach certain continuous Markov processes. Some additional condition seems 
necessary so m/n does not approach zero. L. Cote. 
Diems-Levi (James-Levy), 6. E.: A nomogram for the integral law of Student’s 
distribution. Teor. Verojatn. Primen. 1, 272—274, engl. Zusammenfassg. 274 (1956) 
[Russisch]. 
Es wird eine Fluchtlinientafel für die Studentsche Verteilung 


1+3s 


m r a 
ea) (+3) 2: 
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konstruiert. Die Variable s wird von 3 bis 1000, t von 1,3 bis 13, p von 0,90 bis 0,9995 
dargestellt. In der Mitte des Nomogramms liegt die Skala der Variablen it. Da die 
dargestellte Gleichung nicht anamorphisierbar ist, beruht die Konstruktion auf einem 
von dem Verf. ausgearbeiteten Näherungsverfahren, das der Interpolation der 
gegebenen Gleichung mit einer anamorphisierbaren Gleichung entspricht. 

A. Bekessy. 

Liserre, Guido 0. 6.: Eine Untersuchung der Statistiken g und d. Revista Un. 
mat. Argentina 17, 91—95 (1956) [Spanisch]. 

The statistics mentioned in the title are, respectively, the largest element, 
and the range of a sample of n from a population of pitems. The author derives their 
generating functions, and hence the expected values Z(g) = (p + 1) n/(n +1) and 
Eld)=(p+l)(n—1/n +1). S. Vajda. 

Hoeffding, Wassily: On the distribution of the number of successes in indepen- 
dent trials. Ann. math. Statisties 27, 713—721 (1956). 

A sequence of independent trials being given, where the probability p; of the 
event A varies with the rang j of the trial, the author examines the problem of the 
maximum and the minimum of the mathematical expectation of a function of the 


n 
frequency S of this event, when p; verifies the conditions 0O<p,<1, % p, = np, 
je1 


p being given. The results are enunciated with very great precision in the geometrical 
language adopted by the author. In these enunciations the conditions of equality 
among all »; or of some of them, are playing an important roll. The theorems ob- 
tained, can be used in some estimation-problems. O. Onicescu. 


e Bose, R. C. and Shanti S. Gupta: Moments of order statisties from a normal 
population. (Mimeograph Series No. 154.) Chapel Hill: University of North Caro- 
lina 1956. 13 p. 

Bei einer nach Ranggrößen geordneten Stichprobe von n Elementen aus einer 
statistischen Gesamtheit ist dem k-ten Element x,., eine spezielle Verteilung @;(x) 
eigen, welche von der Verteilung F(x) der Elementengesamtheit abhängt. Betrachtet 
wird der Fall F(x) = N(0,1), d.h. Normalverteilung mit « =0 und o =1, und es 
werden die Momente von @,.(x) untersucht. Es zeigt sich, daß das t-te Moment u;(n, k) 
rekursiv dargestellt werden kann mittels Momenten niedrigerer Ordnung wi_2;, 


+0 
i=1,2,...,t/2, resp. ((—1)/2, sowie dem Integral [ P;+ı(@) e=t+D=2 de, 


wobei P,(x) ein Polynom (n —t)-ten Grades der Verteilungsfunktion ®(xz) von N(0,1) 
ist. Exakte Werte können errechnet werden für alle Momente ungerader Ordnung, 
wenn n < 5, und für solche gerader Ordnung, wenn n< 6. H. Jecklin. 


Savage, I. Richard: Contributions to the theory of rank order statisties — the 
two-sample ease. Ann. math. Statistics 27, 590—615 (1956). 

Examples are given in the two sample problem to show that the probabilities 
of the rank orders are not uniformly ordered under alternatives such as slippage. 
Lehman alternatives, in some cases, provide such an ordering. Power values for 
Lehman alternatives and the test statistice T are tabulated for small sample sizes. 
In the rank ordering of the two samples let v, be the aunnber. of rank positions 

MTN 5: 
occupied by the second sample through rank i. Then 7 = 2 =. 
= 

D. R. Whitney. 

Siotani, Minoru: Order statisties for diserete case with a numerical application 
to the binomial distribution. Ann. Inst. statist. Math. 8, 95—104 (1956). 

Let x be a random variable which may take the value ö with probability p(%) 
= 0,1,...,M). Suppose that k independent observations on x are made. Be 
x, the largest value among these k, and x, the smallest. Then the probability distri- 
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butions of x, &, & — %, = Ry (range of k observed values), and the mean and vari- 
ance of these distributions are computed, both for finite and infinite M. The methods 
of proof are closely similar to the case of continuously distributed x, but the algebra 
is necessarily more meticulous since the probability of more than one observation 
having for instance the maximum value is no longer negligible. The results are 
applied to the case that x is distributed according to the binomial distribution with 
parameters p and N. This is used as a model for the following situation in taste- 
testing. N (= 17) judges taste each of k (= 8) brands, of wine and decide for each 
brand whether or not it is first elass: x is the number of judges deciding it is; obviously 
x may, but need not, have different values for each brand. Now the range R; is 
used to test if the brands are equally good. The largest value x, is used to test against 
the alternative that one of the brands is substantially better. The discussion of 
examples of this situation seems to be somewhat unsatisfaetory. No mention is 
made of pitfalls like the possibility that the observed values of x might depend on 
the order in which the different brands are being tasted by the judges. It is not quite 
clear what is the point in stating that the observed value of the range exceeds its 
mean by 2.98 times the standard deviation, since therange is not normally distributed. 
If a group of k values of x is found to differ significantly (tail probability 2.83%) from 
the hypothesis of homogeneity, these x-values are divided by the author into 2 groups 
(“by simple inspection”), and these 2 groups, one of 6, the other of 2 values, are sub- 
sequently tested for homogeneity at the 5% level without adjustment for the previous 
grouping. The author replaces the parameter p of the binomial distribution of x by 
its estimate from the pooled k samples without change in the distribution theory. 
He acts thereby on the assumption “that we are in the situation that... Nkis 
large enough” so that this pooled estimate of p may “be taken for the true value 
under the hypothesis 7”, which hypothesis states that the parameter p of the bino- 
mial distribution assumed to underly the k distributions of x is the same for each of 
these distributions. It should be mentioned that the author announces the publica- 
tion of tables of the distributions of the range R, and of the largest value x,, and of 
the mean and variance of the range, all four tables in case the distribution of x is 
binomial. H. R. van der Vaart 
Bennett, B.M.: On the variance stabilizing properties of certain logarithmie 
transformations. Trabajos Estadist. 7, 295—297 u. spanische Zusammenf. 297 (1956). 
The author studies the effect of a logarithmic transformation to a variate x 
having respectively a rectangular, exponential or y? distribution. In the first two 
cases the cumulants of the distribution of logx are given. W. Gautschi. 
Dall’Aglio, Giorgio: Sugli estremi dei momenti delle funzioni di ripartizione 
doppia. Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., III. Ser. 10, 35—74 (1956). 
Für die von M. Fröchet (dies. Zbl. 45, 229) untersuchte Klasse I(®, Y) 
der zweidimensionalen Verteilungsfunktionen ®(z, y) mit vorgegebenen Randver- 
teilungen ®(x) und (y) behandelt Verf. die Extremwerte der Momente der Ordnung 


& bezüglich einer Geraden r: M&(®)= [f [|y— mx — p|* d®(z, y). Es soll gelten: 
lim [1 — ©(2)] #= lim [1 — 7(y)] y’= 0 und lim ©(x) «= lim Y(y) yP’= 0 mit 


Fa go) Yy io —o io —o 

y>«. Mit Hilfe von Integralumformungen und Abschätzungen werden 12 Sätze 
bewiesen. Der erste lautet: Gegeben seien zwei nicht abnehmende Funktionen 
D(x) und Y(y), die die obigen Bedingungen erfüllen. Dann existiert eine Klasse 
I,(®, 7) von Funktionen aus /'®, Y), für die das Moment M!(®) bezüglich der 


Geraden y= x sein Minimum annimmt, nämlich den Wert | D(z) — P(x)| de. Die 


Klasse T(®8, P) wird gebildet von den Funktionen aus /(®, W), die Ölg,z) = 
min [D(x), Y(x)] erfüllen. Es gibt in ihr eine maximale Funktion ®,(x, y) und eine 
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minimale D,,0(x, y); wenn sie nicht zusammenfallen, enthält T,(8, Y) unendlich 
viele Funktionen. Satz 2) ist das Analogon für das Maximum (Klasse /,(®, 7)), 3) für 
das Minimum bzgl. der Geraden y = m x + p mit m > 0, 4) für das Maximum bzgl. 
dieser Geraden, 5) für das Minimum bzgl. der Geraden y = — x, 6) für das Maximum 
bzgl. dieser Geraden, 7) für das Maximum bzgl. y= — mx + ?, 8) für das Minimum 
bzgl. dieser Geraden. Für die höheren Momente (x > 1) gibt es keine Klassen 7, 
bzw. /,, sondern jeweils nur eine einzige Funktion. Die Sätze 9) bis 12) beziehen 
sich auf diesen Fall für die Geraden y=x, y=mx+p, y=—x und y=—mxz-+ Pp. 
O. Ludwig. 
Pompilj, Giuseppe: Il piano degli esperimenti. Archimede 8, 241—253 ( 1956). 
Verf. erläutert am Beispiel eines Düngungsversuches für Obstbäume (3 Fak- 
toren in 2 Stufen) die Prinzipien bei der Planung von Versuchen mit mehreren 
Faktoren; z.B. Berechnung der Haupt- und Wechselwirkungen, Orthogonalität, 
Versuche in vollständigen Blöcken, lateinische Quadrate, Vermengen. Die Ergänzung 
durch die Erörterung der Versuchsauswertung soll folgen. O. Ludwig. 


Billeter, E.P.: Optimum design in mixed sampling plans. Revue Inst. inter- 
nat. Statist. 24, 73—76 (1956). 

A population of N elements is divided in two strata, stratum I with N, elements 
and stratum II with N — N, elements. A random sample of n elements is drawn 
from stratum I and complete enumeration is made of stratum II. The costs of ob- 
serving one element in stratum I and stratum II, respectively, are given. Further- 
more, the variance of the attribute in stratum I is specified as a function of N,. The 
weighted sum of the cost and the variance of the estimate of the mean attribute, is 
minimized with respect to n and N,. E. Sverdrup. 

Lindley, D. V.: On a measure of the information provided by an experiment. 
Ann. math. Statisties 27, 986—1005 (1956). 

Verf. führt ein Maß für die im Verlaufe eines Experiments gewonnene Informa- 
tion über eine bestimmte Naturerscheinung ein. Vorausgesetzt wird, daß eine a priori 
Wahrscheinlichkeitsverteilung über dem Parameterraum vor dem Experiment be- 
kannt ist. Dieses Informationsmaß wird benutzt, um zwei Versuche in ihrer Eigen- 
schaft, Information zu liefern, miteinander zu vergleichen. Solch ein Vergleich ist 
unabhängig von der vorliegenden a priori Verteilung. Diese Vergleichsmethode 
wird den von D. Black well (dies. Zbl. 44, 142; 50, 360) diskutierten Methoden gegen- 
übergestellt. Zum Schluß wird das Maß angewandt, um einige Probleme über die 
Anlage von Experimenten zu lösen, in denen es weniger um die Fällung von Ent- 
scheidungen geht, als vielmehr um die Gewinnung einer Erkenntnis über die uns 
umgebende Welt. W. Richter. 

Breakwell, John V.: Eeonomically optimum aeceptance tests. J. Amer. statist. 
Assoc. 5l, 243—256 (1956). 

An optimum acceptance test is defined as that test procedure out of a family 
which minimizes the maximum, with respect to an unknown fraction of defectives », 
ofthe risk. The latter equals the loss due to a wrong decision, multiplied by its pro- 
bability, plus the cost of the test. The author determines the test of optimum fixed 
size N and critical number of defectives in a sample F, when the probability of accep- 
tance is given by the sum of the first F + 1 Poisson terms, and also the optimum 
Wald-type sequential test for this case. The results are exhibited in charts. In the 
last chapter optimum tests for measurable articles are derived, based on normal 
approximations. S. Vajda. 

Neyman, Jerzy: Note on an artiele by Sir Ronald Fisher. J. roy. statist. Soc., 


Ser. B 18, 288—294 (1956). Br 
Answer to B. A. Fisher’s attack (this Zbl. 66, 380). Defence of A. Wald’s 


“Deeision Functions”. Examples for the usefulness of calculated probabilites of 
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errors of the second kind. — What Fisher calls Neyman’s doctrine “violating the 
principles of deductive logie” is nothing but the fact that in probability statements 
stochastic variables cannot be replaced by observed values. — The cost function for 
faulty judgements, though stigmatized by Fisher as symptom of a non scientific 
attitude, is already met with in Gauss’s work. H. Freudenthal. 


Kudö, Akio: On the invariant multiple deeision procedures. Bull. math. 
Statist. 6, 57—68 (1956). 

The author is concerned with statistical decision problems which are invariant 
under groups of transformations of the type 7 (2,2, ...,%) = (a + b,ax,+b, 
22,0%, + b), where a and b are subject to more or less restrictive assumptions. It 
is shown that a statistical procedure is invariant under a group of transformations 
where a and b are constants, if and only if the procedure is invariant under groups 
containing transformations where a and b depend upon (%,, %, . .. , 2). In the case 
of multiple decision problems, invariant under the above mentioned groups of trans- 
formations, a statistical procedure is given which minimizes a certain average risk 
function among all invariant procedures. The special cases of slippage tests for 
normal, exponential and Chi-square distributions are considered. E. Sverdrup. 

Karlin, Samuel: Deeision theory for Pölya type distributions. Case of two 
actions. I. Proc. 3! Berkeley Sympos. math. Statist. Probability 1, 115—128 (1956). 

The observed random’ variable X and the unknown parameter & range over 
subsets of the real line. It is assumed that the cumulative distribution function of X 


may be written P(x;@) = P(w) N p(x; @)du(x), where for any m, whenever 


<<< &<W<-""< wm, the determinant |p(x;, ©;)| > 0, and u 
is a o-finite measure. On the basis of X, the statistician has a choice between two 
decisions. The loss functions when taking actions 1 and 2 are denoted by Z,(w) and 
L,(w). It is required that L,— L, shall have n changes of signs, with n a fixed 
finite number. Thus with n =1 or 2 we have the case of one-sided or two-sided 
decision problems, respectively. A strategy in the class M is defined as follows: 
Let x, <x, s--- <sx, be n points defining n + 2 consecutive open intervals 
Iy:..,»Inıı.- Within the sets U J,;, and U J5;xı all points will result in the same 
action, the actions being different in the two sets. For the points x; the action is 
randomized. It is shown that for any a priori distribution of w either all strategies 
are Bayes or the Bayes strategy belongs to M whith &,,%,,..., x, unique. For any 
strategy in M the corresponding a priori distribution may always be chosen to be 
concentrated in n + 1 points in the range of w. It is shown that the class M con- 
stitutes a minimal complete class, in the sense of Wald, relatively to the risk 
function. Detailed proofs are presented only with p(z; ®) = e”®. For proofs in the 
general case the author refers to Part II [Ann. math. Statistics 28, 2831—308 (1957)]. 
E. Sverdrup. 
Bradt, R.N., S.M. Johnson and 8. Karlin: On sequential designs for maximi- 
zing the sum of n observations. Ann. math. Statistics 27, 1060—1074 (1956). 
Given two random variables X and Y which according to hypothesis H, have 
known cumulative distribution functions F,(x) and G,(y), respectively, and according 
to H, have known cumulative distribution functions F,(x) and G,(y). The probabili- 
ties of H, and H, are known to bel andl —£L, respectively. n observations are made. 
By each observation the statistician is free to decide whether to observe X or Y 
and the decision may be based on the results of those of the n observations which 
have already been made. What kind of rule (strategy) should the statistician follow 
in making his deeisions when he wants the sum of the observations as large as possible ? 
An intuitively attractive strategy is S,: at each stage choose that random variables 
which have the greater conditional expected value given the results of the previous 
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observations. Is is shown that under very specific conditions S, is optimal, but that 
it is not always the case. Special attention is paid to the binomial case where F,(«) 
— 1-9 G6=1—g Ra =1—g G&)=1-p f0<r<Iloand Fl) 
=R(l)=G(l)=G;(1) =1. This case is generalized so that V = Pr (2>=1)rand 
W=Pr(y=1) need not with probabilities & and 1— £ be (p,g) or (g, p) respecti- 
vely; but may follow a known a priori distribution of some other type. In particular, 
the case where V and W are independent is treated and properties about the optimal 
strategy are proved. It is shown that for some n, S, is not optimal. 8, is not optimal 
if n is sufficiently large. Furthermore, it is not optimal to stick to the choice of 
variable as long as it results in success (observation — 1). In the case where V is 
random and W sure variable the optimal strategy is given explicitly. This optimum 
has a very complex form. E. Sverdrup. 


Stein, Charles: The admissibility of Hotelling’s T?-test. Ann. math. Statisties 27, 
616—623 (1956). 

Es sei X ein reeller linearer Raum, u ein Maß auf der o-Algebra B aller Borel- 
schen Untermengen von X, © eine Untermenge des adjungierten Raumes X’ und es 
sei y(£) = f e&® du(x) <oo für alle &E aus ©. Dann ist P.(&) = 6 f ge? du(x) 

4 A 

eine Menge von Maßen auf B, eine sog. Exponentialfamilie. Es gilt hierzu folgender 
Satz: Es sei ©, eine nichtleere echte Untermenge von ©. Dazu sei A eine abgeschlos- 
sene konvexe Untermenge von X, so daß für jedes & aus X mit {#:& x >.c}nA 
= (creell) ein O,€ {E:ylE) < oo} existiert mit O, +)£e 0 — ©, für beliebig 
großes. Dann ist der Test @,, definiert durch @,(x) = 0 für ze A und 9,(2) = 1 für 
x& A, zulässig, um die Hypothese © € ©, gegen 9e @ — ©, zu prüfen. — Der 
Satz wird auf den T?-Test von Hotelling angewendet. F. Wever. 


Bahadur, R. R. and Leonhard J. Savage: The nonexistence of certain statistical 
procedures in nonparametrie problems. Ann. math. Statistics 27, 1115—1122 1956). 


Let X,,X,,... be a sequence of independent random variables each having 
distribution function F belonging to some class 9. For a sampling procedure with 
outcome V =V(X,,...,X,) and a real valued function D= D(V) denote the mean 


ofd, if F applies, by Er(®). Let 9, be the set of allFc 9 that have mean value 
Ur= m. The basic theorem states that for any D infpin SE r(D) (and the sup) is 


independent of m. The implications of this result are that tests on the mean, for 
example, Fe F,, or confidence intervals for the mean cannot be effective if the 
class 5 is at all large. D. R. Whitney. 


Ramachandran, K. V.: On the Tukey test for the equality of means and the 
Hartley test for the equality of variances. Ann. math. Statisties 27, 825—831 
(1956). } 

It is proved that the two mentioned tests are unbiased. H. Bergström. 


St-Pierre, J. and A. Zinger: The null distribution of the difference between 
the two largest sample values. Ann. math. Statisties 27, 8349—851 (1956). 
Die Verteilung der Differenz u zwischen den beiden größten Werten in einer 
Stichprobe vom Umfange n + 1 aus einer N(O,1)-Gesamtheit, die bei einem Ent- 
scheidungsverfahren zur Bestimmung der Gesamtheit mit dem größten Mittelwert 
von Bedeutung ist [R.C. Bose and J. St.-Pierre, Ann. math. Statistics, 25, 
813—814 (1954)], wird gegeben und für n= 2, 3,...,7; u=0,0 (0,2) 2,6 tabuliert. 
O. Ludwig. 
Wegner, L. H.: Properties of some two-sample tests based on a particular 
measure of diserepaney. Ann. math. Statisties 27, 1006—1016 (1956). 
Let X,)...,X,„ and Y,,..., Y„ be random samples from populations with 
cumulative distribution functions F and @ respectively. The results of E. L. Leh- 
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mann (this Zbl. 44, 149) on testing the hypothesis # = G are amplified. Let (2) bi Q 


be the number of quadruples (X, X, Y„ Yı), ©<j,k<[I, for which either 
max (X,, X,) < min (7, Y,) or max (Y,, Yı) < min (X, X,). Let further 


»- [e-aT); a= ((s- rar, 


where S and T are the sample cumulative distribution functions of the X’s and 
the Y’ s respectively. Tests based on Q, D and d are considered. It is shown that 
the test based on Q and the test based on D are identical ff m =n. Means and 
variances of Q, D and d are found. Asymptotie properties if m/n— casn— x, of 
the distributions of the three quantities and von Mises statistic are investigated and 
compared. It is shown that in addition to Q, also d and D provide consistent tests. 
Examples are produced ale that the three tests are not unbiased. 
E. Sverdrup. 

Petrov, A. A.: Verifieation of statistieal hypotheses on the type of a distribution 
based on small samples. Teor. Verojatn. Primen. 1, 248—270, engl. Zusammenfassg. 
270—271 (1956) [Russisch]. 


Let {X,,:i=1,..,8, 5 =1,...,n} be s independent samples of size n, each 
sample Kom a distribution of the same type, X, =1, n) have a common 
c.d.f. F(a,x+ b,), a; and b; unknown (i=]1,...,s). This paper considers the question 


of testing one given type against another with. specific reference to estimating the 
number of samples of a given size to achieve a fixed power. The author first deter- 
mines an asymptotic estimate of sample size for the general Neyman-Pearson pro- 
blem, then proceeds to set up the above problem, reducing the generality along the 
way so that he finishes with the approximation of s for the test of a normal distri- 
bution against one of a class whose densities are(2r) 12 e2 [1+«&H(x)+ R(x,&)], 
in which H(x) is a polynomial and | R(x,a)| <a? R(x), the letter being a positive 
definite polynomial. With these results he calculates approximate formulas for s in 
various examples. L. Cote. 


Severo, Norman C. and Edwin G. Olds: A comparison of tests on the mean of 
a logarithmico-normal distribution with known variance. Ann. math. Statisties 27, 
670—686 (1956). 

Es sei y nach N(u,; o y) verteilt und x durch y= In x definiert, #, und o,? Mittel 
und Streuung von x. 0,2 Sei bekannt. Es soll die Nullhypothese H,: u, = ou, gegen 
H,: Ur = 1 > ol, bei vorgegebenem Konfidenzmaß x geprüft werden. &,,...,%, 
en die Werte einer Stichprobe. Es werden drei verschiedene Tests angegeben und 
miteinander verglichen: Ihre kritischen Regionen sind durch 


T, = ji ee) & In zn —ouy ag ii 
ooylYn 
= 2) Fee" = (2) fe; u) 
1/Yn 


angegeben. f(x; 4,) bedeutet darin die Dichte der Verteilung von x bei festem o- = 1. 
Besonders untersucht werden noch die asymptotischen Eigenschaften bei sehr großem 
Wert für u,. Für die Tests 7, und T, gilt, daß ‚im n Pr; = Pr, worin 7 der Test mit 
kritischem Bereich 


T= a... 2) 


ar 


1/Yn 
unter der Annahme » nach N(u,, 1) verteilt, ist. ß bezeichnet dabei in üblicher Weise 
die Wahrscheinlichkeit für einen Fehler zweiter Art. F. Wever. 
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Watson, 6. S. and E. J. Williams: On the construetion of signifieance tests 
on the eirele and the sphere. Biometrika 43, 344—352 (1956). 

Die Wahrscheinlichkeitsdichte exp (k cos ö), wobei k ein Parameter und ö ein 
ebener oder räumlicher Polarwinkel ist, wird untersucht. Konfidenzintervalle für die 
aus einer Stichprobe geschätzte Richtung der Polarachse, ein Analogon zum t-Test 
und ein Test zur Überprüfung der Gleichheit von kin zwei verschiedenen Stichproben 
werden in guter Näherung abgeleitet. Die Verteilung tritt bei der Addition von will- 
kürlich gerichteten Einheitsvektoren (,‚random walk‘‘) und bei der Untersuchung des 
remanenten Magnetismus von Gesteinsproben auf. E. Breitenberger. 


Weiss, Lionel: A certain elass of tests of fit. Ann. math. Statistics 97, 1165— 
1170 (1956). 

Let Y,<Y,<--:<Y, be the ordering of n observations which are 
independently and identically distributed. Define W, =Y, W,=Y,—Y,,. 
W„=Y„—In-1 Wntı =1—Y, if all observations fall in [0, 1], and let 7, 2,,..:, 
Zun+ı be the ordering of W,, W,, ..., Wn+1. A test is wanted for the hypothesis 
that each observation is uniformly distributed over [0,1]. The test is to be based 
only on Z,,Z, -.., Znrı- Suppose that the alternative is that each observation is 
distributed over [0, 1] with density 1+ö(& — -). Then it is proved that the test 
which rejects the hypothesis if Z%? +» + Z„+1? is large, is that among unbiased 
tests which maximizes the second derivative of the power for ö = (0. It is also shown 
that the test which rejects the hypothesis if Z*”+ + Z„.1" islarge, wherevu>]1, 
is consistent for a wide class of alternatives. E. Sverdrup. 


eo, 


Shirafuji, Michie: Note on the determination of the replieation numbers for the 
slippage problem in r-way layout. Bull. math. Statist. 7, 46—51 (1956). 

In order to find that combination of levels which in an r-way classification 
design maximizes the expectation of &L,...,da;lis.-..,t,) [For notation and 
terminology see the reviewers “Analysis and design of experiments’” (this Zbl. 41, 258) 
Chapter V], the author proposes to choose that combination of levels which in 
one given experiment maximizes the value of this random variable. The problem 
then arises to choose the number of replications of an r-way design in such a way that 
the maximum risk is minimized. Under reasonable assumptions on the cost of an 
experiment and the loss resulting from a wrong decision the author finds the number 
of replications which will minimize the maximum risk. H. B. Mann. 


Kudo, A.: On the testing of outlying observations. Sankhyä 17, 67—76 (1956). 

Zur Prüfung von Ausreißern xy bei Stichproben aus Normalverteilungen un- 
bekannter Varianz o? benutzten E. S. Pearson und C. Chandrasekar (dies. Zbl. 15, 
262), N. V.Smirnoff[C.r. (Doklady) Acad. Sei. URSS, n. Ser. 33, 346— 350 (1940) ] 
und F. E. Grubbs (dies. Zbl. 36, 210) den Quotienten (27, — 2)/s, wo die Schätzung s 
für o aus der gleichen Stichprobe, bei K.R. Nair (dies. Zbl. 30, 309) hingegen aus 
einer von der ersten unabhängigen zweiten Stichprobe gewonnen ist. Verf. weist 
für das Pearson-Chandrasekar-Kriterium optimale Eigenschaften nach, indem er 
es als Spezialfall folgender umfassenderen Klasse von Entscheidungsverfahren 


darstellt. Folgen = = 1, ..., N,) den Normalverteilungen N (m;, 0°), seien 
Fe =1,r..,.N;) N(m®, 0?) - und zB (id = 1, EN) N (M9)}02) - verteilt, alle 
N, + N,-+ N, Variablen stochastisch unabhängig und älle Parameter m; m®, m®),o 
unbekannt; D; bedeute Annahme der Hypothese H,6=0,1,..., N,), wo 
H=H m =. =my,=m®), H,=H (m, a! 2 A=mp=::: 
= my, =m®9, A>0)=1,..., X). Optimal ist ein Entscheidungsverfahren, das 


bei wahrem H, mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit 1 — p zur Entscheidung DR 
führt. wenn es die Wahrscheinlichkeit für korrekte Entscheidung Di maximalisiert 
(und überdies einige aus der Fragestellung sich ergebende Invarianzeigenschaften 
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garantiert). Als optimal erweist sich die Regel, D, bzw. Dy zu wählen, je nach- 
dem (&y — %)]S <s bzw. > A,, wobei x 

2 N ii 1 N; 

z ER, wm. 


Zy = max (a), = 
Be 


= 
I 
- 
w 
= 


2 N; N; 
() ZENZ 3) —__ (8)\2 
ae DE: % HH. 
N Nı+N:+N3 at I et! j 


Bei bekanntem o wird analog mit N, = 0 die Optimalität der auf dem Kriterium 
(xy — &)/o beruhenden Entscheidungsfunktion bewiesen. M. P.Geppert. 


ı 
Gurland, John: On Wallis’ formula. Amer. math. Monthly 63, 643—645 (1956). 


Es sei X,,..., X, eine Stichprobe aus einer Grundgesamtheit mit Dichte- 


funktion p(x|O) und T(X,,..., X,) ein erwartungstreuer Schätzwert für den unbe- 


kannten Parameter ©. Dann gilt unter gewissen Regularitätsbedingungen für die 
9 log p(z| ©) |?\-1 


Streuung o, von T die Ungleichung 07? > (r E 59 


Grundgesamtheit eine Normalverteilung mit Mittel O0 und Streuung o gewählt, 


dann ist N 
Nee n + 1\]-1 RE 
? = re rl 23: 
ein erwartungstreuer Schätzwert für o. Die Anwendung der obigen Ungleichung 
führt dann zu einer Verschärfung der bekannten Wallisschen Formel: 
Ak +3 DAR jo 4 DAS Han: 
PER en 4621. base rorn 
F. Wever. 


Rosenblatt, Murray: Remarks on some nonparametric estimates of a density 
function. Ann. math. Statistics 27, 832—837 (1956). 

Let X,, ..., X, be n independent random variables each having distribution 
function F and continuous density function f(y). Let S(y; Y,,...,X,) >0O bean 
estimate of f(y). Then $ is a biassed estimate. Let w,(u) be a sequence such that 


2 
|<»< 


Fro,(u) du=1land f[ w,(u) du>1asn— x. Corresponding to w,(u) is an estimate 
—o lui<e 


S„(y) of f(y) given by S,(y) = — & w„(y — X;). The estimate is a density function 
j 
and the regularity of w,(u) is reflected in the regularity of S,(y). In particular if 


u„(uw) has the form - w (3) where h,—>0 as n> wo and if furthermore w(x) — + 


for «| <1l and =0 otherwise then S,(y) = 5 (Fnly + An) — Fa(y — hy)), the 


differential quotient of the sample distribution function F',(x). For this particular 
estimate the asymptotic mean square error, E |S,(y) — f(y)|, is no smaller than 
O(n”#P). Under assumptions of integrability on w(u) and existence of derivatives 
of f(y) similar asymptotie properties hold for estimates derived from other w(u). 

D. R. Whitney. 


Dvoretzky, A., J. Kiefer and J. Wolfowitz: Asymptotie minimax character 
of the sample distribution funetion and of the elassical multinomial estimator. 
Ann. math. Statistics 27, 642—669 (1956). 

Let the observations X,, X,, ..., X, be independently and identically distri- 
buted according to a cumulative distribution function F, which a priori is known to 
be continuous (or nothing may be known). Estimation of F by means of the cumu- 


. Wird speziell als | 
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lative sample distribution function 8, is considered. A priori the estimate g may be 
any function belonging to a space @ of real functions of one real variable, which con- 
tains all continuous F. Randomized procedures Ö,, depending on X, ..., X 
are admitted, therefore a Borel field in G is introduced. As a principle of notations 
Px denotes probability according to the probability measure (distribution) X. A 
function W(r), defined for r> 0, is non-negative, non-decreasing, not identically 


zero and such that [| W(r) re=?" dr < ©. It is proved that 
h) 


sup [ Wir) d, Pr [sup ISn(z) — F(x)| < rm 
F x 1 i 


lim = 
um J We) ar Pr,o, {sup I9(e) — F@)| < r/ m} 


thus S,(x) is asymptotic minimax. Let the risk function be defined as 
+0, _ 
r(F,®) = Er,o SW (Yn [gle) — F(a)], F(@)) dF(«), 


where W is non-negative, symmetrie in the first argument and non-decreasing when 
the first argument is non-negative. Under rather lenient restrietions on W it is proved 
that 
lim (g8P tl, Du supr„(F, Po) = 

where ©} denotes the procedure of using S, as estimate (with probability 1). 
Also other types of risk functions are considered, some remarks on the correspond- 
ing sequential problem are made. Finally, the closely related multinomial estima- 
tion problem is considered. E. Sverdrup. 


‚Kiefer, J. and J. Wolfowitz: Consisteney of the maximum likelihood estimator 
in the presence of infinitely many ineidental parameters. Ann. math. Statisties 27, 
887—906 (1956). 

Let © be an unknown ‘“structural’” parameter and a,, &, ... be an infinite 
sequence of unknown “incidental’”” parameters. For given a, &, ... the vector 
random variables x, &,... are independent and x; has a probability density 
f(&|0,&;), which is known except for the parameters O and «;. The incidental 
parameters a,, &, .... are independently and identically distributed with a common 
unknown cumulative distribution function G. Reasonable regularity conditions 
are imposed upon f(x|©,a;) and the ranges of (0,G@) and &,. The range of all 
a priori possible G isin general non-parametric. The authors are concerned with maxi- 
mum likelihood estimators of © and the distribution function @ on the basis of obser- 
vations of 2,,%, -. .%,. It is shown that as n goes to infinity, the estimate of © 
converges with probability 1 to ©, and the estimator of @ converges with probability 
1 to @ at all points of continuity of @. The authors consider the special case where 
the (conditional) distribution of x; is known except for a location and a scalar para- 
meter. If the location parameter is structural and the scalar parameter incidental, 
it is shown that the author’s assumptions will in general be fulfilled. That will also 
be the case if the location parameter is incidental and the scalar parameter struc- 
tural and if x; has more than one component. If x; is a scalar, however, the assump- 
tions are not fulfilled and no maximum likelihood estimator is consistent. The 
fitting of a straight line with both variables subject to errors is another special case 
considered. The variables (z;,, %;,) are written, = +w 2 = Tu + 
where «; is the incidental parameter with cumulative distribution function G. The 
range of @ is the totality of all non-normal distributions. All pairs (w,, v;) are 
independent and binormal and independent of «;. Consistent maximum likelihood 
estimators of O,, ©, and @ are shown to exist. Special attention is called to the fact 
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that the authors give an example of non-parametric estimation of the cumulative 
probability distribution with an estimator which is not an empirical distribution 
E. Sverdrup. 


function. 

Saitö, Kin-ichirö: Maximum-likelihood estimate of proportion using supple- 
mentary information. Bull. math. Statist. 7, 11—17 (1956). 

In einer Grundgesamtheit sei X die Menge der Elemente mit einer Eigenschaft 
E, Px das Verhältnis ihres Anteiles, X die Komplementärmenge und 9%, = 1 — Py. 
Es werde eine Stichprobe vom Umfang n entnommen, in der x Elemente die Eigen- 
schaft E haben. Dann ist bekanntlich p, = x/n die beste, erwartungstreue Schätz- 
funktion für Px. — Es sei A die Menge der Elemente aus der Grundgesamtheit mit 
einer „‚Hilfseigenschaft‘‘ H, P, das Verhältnis ihres Anteils, a die Zahl der Beobach- 
tungen in der Stichprobe, p, =a/n. (Q4, g4 entsprechend eingeführt.) Ist P, be- 
kannt, so kann diese zusätzliche Information über die Grundgesamtheit zu einer 
Verbesserung der Schätzfunktion für P, verwendet werden. Es sind die folgender 
Fälle zu unterscheidens: 1: A» X. Erwartungstreue Schätzfunktion für P, ist 


P,= - x. Die asymptotische Streuung von Py ist Var Py -—. p,(! >.) \ 


| 


Versteht man unter d den Zuwachsan Information entsprechend 1+d=Var p,/VarP, 


und unter A=Py,/P,, damn ist d= 2 Q4>0. Der Gewinn an Genauig- 
keit ist beträchtlich, wenn } groß und P, klein ist. 2: X >»A. In diesem Fall ist 


P, —1l— v. qx Schätzfunktion und d= Qx der Gewinn an Informa- 
A . 


1 
tion. 3: XNA=0. Schätzfunktion ist P, — er X und Informationsgewinn 
PAR: 
d= A > = Be 0. &: Von Aist nur P, bekannt, die Lage zu X ist unbekannt. 
ta Ex 


Es bedeute Y=XnA, Z= X —Y und P, den entsprechenden Anteil. In diesem 
Qua 

EN Pz» 
worin py und p, die relativen Häufigkeiten in der Stichprobe von Beobachtungen 


Fall werden P, und P, geschätzt mit den Funktionen Pr -—4 Py bzw. P a 
A 


aus Y bzw. Z bedeuten. P, = P; + 1 ist dann eine erwartungstreue Schätz- 
funktion für P,. Den Gewinn an Information erhält man auf dem Wege über eine 


(Pr YQul Pa — PzYPalQa)" 
) Informationsmatrix, es ist d = ee en a >0.d=0 


2,2 


tritt genau dann ein, wenn Py/Py = P,/Q, bzw. wenn Pr = P,Py, das heißt 
genau dann, wenn die Hilfseigenschaft 4 von der Eigenschaft E unabhängig ist. — 
Alle Betrachtungen gelten unter der Voraussetzung, daß bei endlicher Grundgesamt- 
heit die Stichprobe verhältnismäßig dazu klein ist, so daß nicht das Ziehen ohne 
Zurücklegen beachtet werden muß. F. Wever. 


Kraft, €. and L. LeCam: A remark on the roots of the maximum likelihood 
equation. Ann. math. Statistics 27, 1174—1177. 

An example of statistical estimation is given, having the following characteristies: 
(1) There exist consistent estimates. (2) Cramer’s conditions and the condition of 
identifiability are satisfied. (3) The likelihood equation has roots. (4) The M.L. 
estimates does not exist. Another example is given having properties (1), (2), (3) 
and: (4) With probability tending to unity, the maximum likelihood estimate 
exists, is unique, and is a root of the likelihood equation. (5) The M.L. estimate is 
not consistent. A third example is given where Wald’s conditions are satisfied with 
not identically distributed observations and no consistent estimate. 

E. Sverdrup. 
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Freund, John E.: Some methods of estimating the parameters of diserete 
heterogeneous populations. J. roy. statist. Soc., Ser. B 18, 222—226 (1956). 

Let fi, fa» --- , fs be the probabilities of a measurement having been drawn 
from subpopulation no. 1, 2, ..., & respectively. The measurement can assume 
values &,,%,, ...,%g. The conditional probability of the measurement assuming the 
value x; given that it is drawn from subpopulation no. 7 is fij, The f;, are known. 
On the basis of n independent measurements, estimates of f,, ... f, are wanted. Maxi- 
mum likelihood estimates are suggested. The author considers unbiased estimates 
depending linearly upon the number of measurements which equals x), 23, .... %g 
respectively. Among those, the estimates which minimize the maximum variance 
are suggested. Linear and unbiased estimates which minimize an upper bound to the 
variance are given. An empirical test (i.e. a ‘“Monte-Carlo’”-test) is presented. 

E. Sverdrup. 

Grundy, P.M.: Fidueial distributions and prior distributions: An example in 
which the former eannot be associated with the latter. J.roy. statist. Soc., Ser. B 18, 
217—221 (1956). 


Verf. entwickelt eine Klasse von Verteilungen mit der Eigenschaft, daß die sich 
ergebenden Fiducialverteilungen des (einzigen) Parameters, im Sinne von R. A. 
Fisher nicht zusammenfallen mit der a-posteriori-Verteilung, die nach dem Bayes- 
schen Theorem von einer gewählten a-priori-Verteilung hergeleitet ist. Als Ausgangs- 


beispiel benutzt er die Verteilung al [— + (90 — x)2], worin f(x) ein für 
ug 

alle reellen x nichtnegatives Polynom ist, und die Funktion g(©) aus der Bedingung 

bestimmt wird, daß das Integral über die Verteilung nach x von — oo bis oo gleich 1 


wird. P. Lorenz. 


Matusita, Kameo: Deeision rule, based on the distance, for the elassifieation 
problem. Ann. Inst. statist. Math. 8, 67—77 (1956). 

Let X, X;,(e =1,...,s) be random variables and let it be required to decide 
which ofthe X, has the same distribution as X. A decision rule is based on the distan- 
ce between the empirical distributions of X and the X, as defined in a preceding paper 
(this Zbl. 65, 121). The probability of a correct decision (called the success rate) is 
then evaluated for s=2 (i) when there are many observations on all variables, 
and (ii) when there is only one on X. Remarks are added concerning a similar 
problem about vector variables, when the decision is based on a linear combination 
of the observed components (the same combination for all vectors), and about the 
(parametric) case when the form of the distribution is known. S. Vajda. 


Fraser, D. A. $.: Suffieient statisties with nuisance parameters. Ann. math. 
Statistics 27, 838—842 (1956). 
An estimate i(x) of a parameter 6 is called sufficient relative to the nuisance 
parameter n if the marginal distribution of # is independent of 7 and the conditional 
distribution given £ is independent of 0. Or in terms of densities 
| p (8, 0,7) = ge, m) htt,0). 
Several theorems show that the properties of this definition of sufficiency are similar 
to those in the usual case. D. R. Whitney. 
Basu, D.: The concept of asymptotie effieieney. Sankhya 17, 193—196 (1956). 
Die mit dem Begriff der asymptotischen Wirksamkeit verknüpften Schwierig- 
keiten hat in neuerer Zeit insbesondere Le Cam (s. dies. Zbl. 52, 154) untersucht. _ 
Es sei x; eine Folge unabhängiger identisch verteilter zufälliger Variabler. Die Ver- 
teilungsfunktion (V£f.) F(x) gehöre einer Klasse V von Vfn. an. g(F) sei ein über V 
definiertes Funktional und t, (&, - - : , &,) eine Folge asymptotisch normaler kon- 
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sistenter Schätzfunktionen. Die Gesamtheit dieser Folgen sei T. Es existiert also ins- 


tn— g(F) 


le ne 
besondere eine Folge positiver Zahlen o,„(F), so daß w( =———Z ) er | e-#i2 di, 


n(F) 
für jedest,e Tund FeV. t„< T heiße wirksamer als t,e 7, wenn (1) lim o„(F)/o„(F)<1 
für alle Fe V und für mindestens ein F (2) lim o,(F)/o„(F) <1 gilt. — Es sei für 
e>0 P,&F)=W (lt„—g(F)|>e; F). Gelten bei Ersetzung von o„(F) bzw. 
o,(F) durch P,(&, F) bzw. P;(e, F) für alle e>0 die zu (1) und (2) analogen 
Ungleichungen, dann heiße t, konzentrierter als t,. Verf. konstruiert nun ein ein- 


faches Beispiel, welches zeigt, daß ti, wirksamer als t, sein kann und gleichzeitig nl 


konzentrierter als t,. L. Schmetterer. 


Raj, Des: Some estimators in sampling with varying probabilities without 
replacement. J. Amer. statist. Assoc. 51, 269—284 (1956). 


The author considers the problem of estimating the value of a parameter of a 


finite population from a sample when the units are selected with varying probabilities 


without replacement. He produces three sets of statistics such that any linear nor- 
malized combination of these is an unbiased estimate of the parameter, and deter- 


mines unbiased estimates of their variances. Those from the second and third set 


may be negative. The latter disadvantage affects also the variance estimate by 
Yates and Grundy (this Zbl. 52, 153), and this case is studied in some detail. The 
performance of various estimates is then compared. In Part II of the paper the 
results are extended to multi-stage designs. S. Vajda. 


Roy, S.N.: A note on “Some further results in simultaneous eonfidence interval 
estimation”. Ann. math. Statistics 27, 856—858 (1956). 

Die Note gibt einen expliziten Beweis eines Lemmas der Matrizentheorie, das 
Verf. wiederholt in früheren Arbeiten benutzt hat (vgl. insbes. dies. Zbl. 57, 354). Es 


ist zwar eine Folge anderer Ergebnisse des Verf., aber ein gesonderter Beweis ist 


nicht ohne Wert. Außerdem gibt die Note engere Vertrauensgrenzen für ein früheres 
Resultat. P. Lorenz. 


Konijn, H. $S.: Some estimates which minimize the least upper bound of a 
probability together with the cost of observation. Ann. Inst. statist. Math. 7, 143— 
158 (1956). 

X, %, ... areindependently and normally distributed with mean © and variancel. 
Sequential and non-sequential confidence intervals are desired. The choice among 
interval estimators are made on the basis of W° = probability of the interval cover- 
ing ©, W’ = probability of the absolute difference between the upper confidence 
limit and © being greater than a’, W’’ = probability of the absolute difference 
between the lower confidence limit and © being greater than «’’, and a cost function 
c(N) depending only on the number of observations N. It is shown that a minimax 
procedure relatively to the risk function 4° W0 +3 W’ +2” W’ -+c(N) [or alter- 
natively expected value of c(N)] exists, and that in this procedure N is in general 
non-random and the confidence limits symmetric, sure intervals about the arithmetie 
mean. Cases where the risk function depends linearly only on some of the W’s 
whereas the other ones are involved in side conditions, are also considered. With N 
fixed in advance estimates are given involving simple computations. An admissible 
minimax sequential point estimate is also found, the risk function being a sum of the 
cost c(N) and the probability of the absolute difference between the estimate and © 
being greater than a value a. The asymmetrical case where negative and positive 
deviations of the upper confidence limit (respectively lower confidence limit or 
point estimate) from © are evaluated differently, is also considered. 


E. Sverdrup. 
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Yoneda, Keizo and Moritune Uchiyama: Some estimations in the case of 
relatively large class intervals. Yokohama math. J. 4, 99—118 (1956). 

This paper discusses the errors in estimation of the parameters of a N(u, o) 
distribution caused by concentrating the frequencies at the centre of class intervals, 
whose width might exceed o. First approximations to u, o are obtained from the 
definition of order statistics, and these values are used to obtain approximations of 
the maximum likelihood estimates by an iterative procedure. Following Mosteller, 
the estimates are shown to be consistent, asymptotically normal, and their optimum 
efficiency is caleulated. Tables of the incomplete normal moment functions, which 
aid in the calceulations, are added. T. V. Narayana. 

Bennett, B. M.: On confidence limits for the ratio of regression coefficients. 
Ann. Inst. statist. Math. 8, 41-43 (1956). 

Seiens;@=1,...,n)undy,(j=1,...,n,>n,) gegenseitig unabhängige 
Stichproben von n, bzw. n, unabhängigen Beobachtungen aus den Normalverteilungen 
N (+ ßı &, 0,2) bzw. N (9 + ß, N, 09), Wo &;,, n; fixierte Werte bedeuten. Für das 
unbekannte Verhältnis A = ß,/ß, der beiden Regressionskoeffizienten konstruiert 
Verf. Confidenzgrenzen, die im Gegensatz zu der hierzu von D. J. Finney empfoh- 
lenen, anfechtbare ‚‚Fiducialschlüsse“ erfordernden Anwendung des Fieller-Theorems 
nur auf der gewöhnlichen Student-Verteilung beruhen; die Methode baut auf Ge- 
dankengang und Resultaten von E. W. Barankin (dies. Zbl. 39, 147) auf und be- 
nutzt wesentlich eine beste lineare Transformation nach voneinander unabhängigen 
= my ty du (k=l,..., m —]) mit Ei) =ß,—Aß,, varz, kon- 
stant und minimal. M. P. Geppert. 

Bennett, B. M.: On the use of preliminary tests in certain statistical procedures. 
Ann. Inst. statist. Math. 8, 45—52 (1956). 

Verf. untersucht die Auswirkung an der gleichen Stichprobe durchgeführter 
Präliminarteste auf die Zuverlässigkeit nachfolgender Confidenzschlüsse, indem er 
die Operationscharakteristik, d.h. die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Confidenz- 
intervall den zu schätzenden Parameter enthalte, berechnet. U.zw. bei 2 Stichproben 
aus Normalverteilungen N (1, 1), N(u,, 1): Schätzung von u, aus nur der ersten bzw. 
beiden vereinigten Stichproben, je nachdem %,,%, auf Grund von Student-Test mit 
Signifikanzniveau « differieren oder nicht; bei 2 Stichproben aus N (u, 072), N (Us, 05°) 
mit unbekannten o7?, 0,2: Schätzung von o,? ausnur derersten bzw. beiden vereinigten 
Stichproben, jenachdem s,?, s,? auf Grund von F-Test mit signifikant differieren oder 
nicht. Das Problem der Schätzung von o? aus n unabhängigen Proben 9%, . . - , %n 
aus n Verteilungen N (n,, 0?) nach sukzessiver Testung zunehmender Grade der Re- 
gressionspolynome „=, +01 &+ : - - (mit &;—= Orthogonalpolynom vom Grade j) 
an der gleichen Stichprobe behandelt Verf. analog für den Spezialfall nur linearer 
Regression. Die Rechnungen ergeben Integrale über Binormalverteilung mit Varian- 
zen = 1 und unvollständige Gamma- und Beta-Funktionen. M. P. Geppert. 

Kudö, Akio: On the eonfidence interval of the extreme value of a second sample 
irom a normal universe. Bull. math. Statist. 6, 51—56 (1956). 


Let &,, &, . - - , %, and Yı, Y2> - - - » Ym be two independent random samples from 
a normal distribution. The values of x,, &,, ... . , x, are observed. The problem is to 
predict Ymax = max (Y, Ya = - » Ym)- Let © and s? be the sample mean and sample 


variance. A statement of the type Ymax S® + ,(n, m) s is sought. The constant 
A,(n, m) is determined so that this statement is true with probability ?. Formulas 
for determination of },(n, m) are given together with a small table. Further tables 
are under preparation. E. Sverdrup. 

Kimball, Bradford F.: The bias in certain estimates of the parameters of the 
extreme-value distribution. Ann. math. Statistics 27, 758—767 (1956). 

Für die Extremwert-Verteilung vom TypI: ©(y) = exp (—e”),y=a(x — u) 
ist die Gleichung für den plausibelsten (maximum-likelihood) Schätzer von 1/a i.a. 
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schlecht lösbar. Betrachtet man den Schätzer (1/a), = +n"!Y x, log ®, = 
zn! Sa,e "° (Vorzeichenfehler in (2.2)), wobei auf der rechten Seite die wahren 
Populationsparameter stehen, und ersetzt log ®; durch H (log ®,), so resultiert ein 
systematischer Fehler (bias). Für den so gewonnenen Schätzer ß wird der Faktor b, 
berechnet, so daß 1/&x= b, E(ß) gilt. Unter Benutzung von vom National Bureau 
of Standards erstellten Tafeln für A’logl für? =1,...,111wirdd, fürn =2,..., | 
112 tabuliert. Es wird gezeigt, wie bei Extremwert-Verteilungen vom Typ IH zu 
verfahren ist, und ß wird für n—=6 mit dem von J. Lieblein (A new method 
of analyzing extrem-value data, Technical Note 3053, Nat. Advisory Commi- | 
tee Aeronaut. Washington 1954) gegebenen besten linearen erwartungstreuen \ 
Schätzer verglichen. Für den plausibelsten Schätzer für % bei bekanntem & 


n—1 
gilt: Z(iü — u) = = h +logn — 3 7] ‚ wobei y die Euler-Konstante ist, und 
h=1 
ri 
iu) z ad }|. Allgemeine Bemerkungen, die Anwendungen be- 
h=1 
treffend, bilden den Abschluß. O. Ludwig. 


Epstein, Benjamin: Simple estimators of the parameters of exponential distri- 
butions when samples are censored. Ann. Inst. statist. Math. 8, 15—26 (1956). 

Die Arbeit befaßt sich mit der Punkt- und Intervallschätzung der Parameter 
0 > 0 bzw. O0 > 0, A>0 der Exponentialverteilungen (1) f(x; ©) de = O1 e"*/9 dx 
(2 >0), bzw. (2) f(x; ©, A) de = O1e-@ Al de (x > A) auf Grund zensierter 
Stichproben, d.h. solcher, bei welchen von den nach Größe geordneten Beobachtun- 
gen 1, n < 2, n SZ ''" SI %,n eine bekannte Anzahl der größten bzw. der kleinsten 
Werte ausgeschaltet wird. A. E. Sarhan (dies. Zbl. 66, 384) und A.E. Sarhan 
und B.G. Greenberg (dies. Zbl. 71, 135) bestimmten bereits für (1) und (2) ein- 
deutig in der Klasse der linear systematischen, d. h. aus Stufwerten (order statistics) 
linear gebauten, Statisten erwartungstreue, minimal variable Schätzer für © bzw. © 
und A. Verf. findet bei (2) die gleichen Schätzer wieder, bei (1) ‚‚fast beste‘, d.h. 
hoch effiziente, erwartungstreue Schätzer für ©, untersucht Varianzen, genaue und 
approximierte Verteilungen aller betrachteten Schätzfunktionen und bestimmt 
entsprechende Confidenzbereiche. M. P. Geppert. 


Haldane, J. B. S.: Almost unbiassed estimates of funetions of frequeneies. 
Sankhyä 17, 201—208 (1956). 

Ist im Bernoulli-Schema unter n Versuchen mit oder ohne Zurücklegen a die 
absolute Häufigkeit des Ereignisses mit Wahrscheinlichkeit p, so zeigt Verf. mittels 
Reihenentwicklung von f(a, m) = [I(a + 1)/I(a — m + 1)]Y"® nach Potenzen von 
a, daß [f(a, m)/f(n, m)]” ein ‚fast erwartungstreuer‘‘ Schätzer für p” ist, d.h. daß 
|& { [f(a, m)” } — p” [f{n, m)®| für n— oo stärker abnimmt als jede negative 
Potenz von n; ebenso ist In f{a, 0)— In f(n, 0) fast erwartungstreu für In p in schwäche- 
rem Sinne, nämlich EZ [In f(a, 0)] — In [p f(n, 0)] = On“). M. P. Geppert. 


Sirazdinov, 8. Ch. (S. H.): Concerning estimations with minimum bias for a 


binomial distribution. Teor. Verojatn. Primen. 1, 168—174, engl. Zusammenfassg. 
174 (1956) [Russisch]. 


If x has a binomial (n, p) distribution, the only functions, f(p), having unbiased 
estimators are polynomials of degree < n. The author shows how to calculate esti- 


mators of minimum bias (4 = sup| EB F,— f(p)| or supp!|E F,— f(p)|\ when 
p 


. * P 
f(p) is a polynomial of degree n+ 1. He illustrates by finding such an estimator of 
the AOQ of a sampling plan and gives tables for some plans. L. Oote. 
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Moore, P.G.: The transformation of a truneated Poisson distribution. Skand. 
Aktuarietidskr. 1956, 19—25 (1956). 

Es sei x eine Poissonvariable mit zu schätzendem Parameter A. Die Verteilung 
sei abgeschnitten, Werte << k sollen nicht mehr vorkommen können. Dazu wird 


die Variable y = Vx + 3/8 gewählt, die mit praktisch ausreichender Genauigkeit 
normal verteilt ist, wenn A > 2. — Aus den Beobachtungen &,,... x, werden die 
Yı» = + » Yn berechnet und als %,,...,%, auf k als Ursprung bezogen. Nach Hald 
(dies. Zbl. 41, 465) ist & die Maximum-likelihood-Schätzfunktion für das Mittel der 
Verteilung der y, für die 


9= 54-2 ypiaHd +28 


1 i T 
ya) = zL eu | | mat) 
—o 


Zur Berechnung von & aus © sowie weiter von / aus & werden Tabellen mitgeteilt. — 
Das Problem wird in dem Sinne variiert, daß N Beobachtungen x; unterhalb von k 
vorliegen, deren Einzelwerte nicht bekannt sind. F. Wever. 

Kaiser, Henry F.: Note on Carrol’s analytie simple structure. Psychometrika 
21, 89—92 (1956). 

A method for computing the transformation matrix for Carroll’s analytic simple 
structure (this Zbl. 53, 276) is presented. The procedure involves successively finding 
the smallest latent root and associated vector of symmetric matrices. ö 

Zusammenfassg. des Autors. 

Rudra, A.: A method of diserimination in time series analysis II. Sankhyä 17, 
51—66 (1956). 

Bartholomew, D.J.: Tests for randomness’ in a series of events when the alter- 
native is a trend. J. roy. statist. Soc., Ser. B 18, 234—239 (1956). 

Es seien 7,,...,,mt0O<T, <T,<---<<1 Zeiten, an denen ‚Ereignisse‘ 
beobachtet werden, die einem Prozeß angehören, der durch p{Ereignis in 
(T, T+dT)}=AMT) + O(dT) definiert ist. Es soll Zufälligkeit, d.h. A(7) = const, 
gegen monotone Zunahme oder Abnahme von /(T') getestet werden. — Geprüft wird 


gilt, worin 


N 
die Stichprobenfunktion m = Re Y T,. Der Test wird auf einseitige bzw. zweiseitige 


® 
Abweichung eingerichtet und mit anderen Tests von Kolmogoroff und von 
Mises verglichen. F. Wever. 


Carlson, Phillip 6.: A least squares interpretation of the bivariate line of organie 
correlation. Skand. Aktuarietidskr. 1956, 7—10 (1956). 

It is shown that the bivariate line of organic correlation can be obtained by a 
least square procedure. H. Bergström. 

Hudimoto, Hirosi: Note on fitting a straight line when both variables are sub- 
jeet to error and some applications. Ann. Inst. statist. Math. 7, 159—167 (1956). 

Der Zweck des Aufsatzes ist, eine praktische Anleitung zu geben zu einem von 
Wald vorgeschlagenen und von Bartlett modifizierten Verfahren der Anpassung 
einer Geraden an eine Reihe von Punkten, deren beide Koordinaten mit Beobach- 
tungsfehlern behaftet sind. Man teilt die Reihe in zwei bzw. drei Teile, bestimmt 
dann für zwei Teile repräsentative Punkte und die Differenzen ihrer Ordinaten und 
Abszissen. Den Quotienten der Differenzen substituiert man für den Richtungs- 
koeffizienten der gesuchten Geraden. Verf. untersucht die Eigenschaften dieser 
Substitution und demonstriert das bzw. die Verfahren an Beispielen und vergleicht 
sie mit den Ergebnissen nach der Methode der kleinsten Quadratsumme. Die Bei- 
spiele stammen aus der Eisen- und Baustoffindustrie und haben auch sachliches 
Interesse. P. Lorenz. 
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Bejar, Juan: Regression auf der Basis des Medianwertes und lineare Pro- 
grammierung. Trabajos Estadist. 7, 141—158 u. engl. Zusammenfassg. 158 (1956). 
[Spanisch]. 

The author considers, first, the curve which passes through the medians of a 
distribution f(x, y) for given x, and of the straight line, and the parabola, which best 
approximate it, in the sense of making E|ly— a — «| or Ely—a—Px—ya?| 
smallest. — To find the straight line approximating observed pairs (x, y), he gives a 
procedure which he describes as similar to that of Linear Programming. 8. Vajda. 

Nordbotten, Svein: Allocation in stratified sampling by means of linear pro- 
gramming. Skand. Aktuarietidskr. 1956, 1—6 (1956). 

Let H be the number of strata, N; the number of elements and x;;, the value of 
the k-th feature of the j-th element in the i-th stratum of a finite population. 
The cost of sampling n; elements from the i-th stratum is supposed to be 


FE 
OG,+% = b,<0, and this is to be minimized, under the condition that the 
i=1 Wi 


Hu. 
variance of I ne %;# Should not exceed v,. Moreover, n,< N;. — By intro- 
i=1 tie 
ducingy; = n;!, the problem is transformed into one of Linear Programming. 
A numerical example is given. S. Vajda. 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Wirtschaftsmathematik: 


Huron, R.: Sur P’interpretation math&matique des groupages sanguins. Methode 
et tableaux d’utilisation. Ann. Fac. Sci. Univ. Toulouse, IV. Ser. 19 (69), 1—116 
(1956). 

The blood tests can be used not to verify parentage but only to exclude it. 
However, in case where the verification is impossible, it is still possible to extract 
certain information from the tests. Let the blood groups of a mother, her child and a 
putative father in disputed parentage be given compatibly. Against two primitive 
methods, the author proposes a method based on Bayes’ theorem on the probabilities 
of causes. The most part of the paper is devoted to the tables of formulas on ABO, 
Rh and MN systems which are available for computing the probabilities a posteriori 
that the actual father belongs to the same group as the putative father. Y. Komatu. 

Grenander, Ulf: On the theory of mortality measurement. Skand. Aktuarie- 
tidskr. 1956, 70—96 (1956). 

In diesem Bericht wird mit den modernen Methoden der mathematischen 
Statistik die Bestimmung von Parametern in Sterbetafeln, insbesondere der Werte «,ß 
und y einer Makehamschen Absterbeordnung diskutiert. Der Verf. prüft die Maxi- 
mum-likelihood-Schätzungen, die Methode der Momente und diejenige von King- 
Hardy und zeigt, daß die Maximum-likelihood-Methode die wirksamste von allen 
ist. Daneben wird die Prüfung der Frage, ob zwei Bevölkerungen die gleiche Mortali- 
tät besitzen, geschildert. W. Sazer. 

Lovera, Piera: Sopra aleune diseguaglianze che si presentano nella matematiea 
attuariale. Giorn. Ist. Ital. Attuari 19, 131—139 (1956). 

Verschärfung einiger Ungleichungen von G. Mantellino (Ist. Mat. finanz. Univ. 
Torino, 1953), die bei Rendite-Berechnungen nützlich sein können. 

n n N 2 
Beispiel: A, = 2% 2.8 2+s)9,—4 | 28 «) >0, wenn, >9> "MD. 
W. Sazer. 

Zwinggi, Ernst: Due procedimenti per determinare i premi addizionali per rischi 
aggravati. Giorn. Ist. Ital. Attuari 19, 16—21 (1956). 

Für die Übersterblichkeitszuschläge zur Prämie der gemischten Versicherung, 
die bei der multiplikativen Erhöhung der Sterblichkeit q, auf (1 + y) q, erforderlich 
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= Lil 
sind, leitet Verf. die Näherungsformel Ze —N = mit d,2] = > v[g,(t) — + 9,2(f)] 


zn| — 


ab. Als entsprechende Näherungsformel für die additive Erhöhung von gq, auf g, + y 


erhält 7) — Lem kb a be SS NEN 1 
alt er A mı Ten) D. [ z tn z (n ) en Seine 
en 


N Tr 


Untersuchungen über den Verlauf der 2 als Funktionen von y haben gezeigt, daß 
diese in dem für die Praxis wichtigen Bereich linear verlaufen, so daß sich die Zu- 
schläge durch einfache Interpolation zwischen einigen wenigen bekannten Werten 


mit ausreichender Genauigkeit sehr rasch erhalten lassen. @G. Friede. 


Fürst, Dario: La rovina dei giocatori nel caso di riserva limitata. Giorn. Ist. 
Ital. Attuari 19, 63—83 (1956). 

Behandlung des Ruinproblems (im wesentlichen mit elementaren Methoden) 
unter der Annahme, daß die Gewinne der Reserve, bis diese eine vorgegebene Grenze 
erreicht hat, hinzugefügt werden. W. Saxer. 


Tedeschi, Bruno: Sulla teoria dei capitali aceumulati. Giorn. Ist. Ital. Attuari 
19, 92—130 (1956). 

Verf. gibt eine ausführliche, im Wesentlichen der historischen Entwicklung 
folgende Darstellung der Reservedifferentialgleichung von Thiele, ihrer Verall- 
gemeinerungen und der damit zusammenhängenden ‚‚Kapitalisationstheorie‘‘ von 
F. P. Cantelli. Die Arbeit wird durch ein umfangreiches Literaturverzeichnis 


ergänzt. E. Zwinggi. 
Majumdar, Tapas: Choice and revealed preferenee. Econometrica 24, 71—73 
(1956). 


The author considers a group of seven voters, among whom there are two spon- 
sors, and constructs preference orderings between four policies which are such that, 
if one of the two sponsors suggests any policy, the other can defeat him by suggesting 
another policy which will obtain the majority of votes. S. Vajda. 

Castaneda, Jose: Lineare Programmierung und Volkswirtschaftslehre. Anwen- 
dungen der linearen Programmierung. Trabajos Estadist. 7, 97—122 (1956). 


[Spanisch]. 
Expository article, with particular stress on geometric representations. A simple 
numerical example is added. S. Vajda. 


San Juan Llosä, Ricardo: Die Simplex-Methode der linearen Programmierung. I. 
Trabajos Estadist. 7, 199—219 (1956). [Spanisch]. 

This is a copy of the paper reviewed in this Zbl. 57, 125 with the corrections see 
this Zbl. 66, 137. S. Vajda. 

Cansado, Enrique: Lineare Programmierung, ein mathematisches Instrument 
für den Gebrauch des Unternehmers. Trabajos Estadist. 7, 305—335 (1956). [Spa- 


nisch ]. 
Elementary exposition of the Simplex method of Linear Programming, and 
some examples culled from the literature. S. Vajda. 


Freund, Rudolf J.: The introduetion of risk into a programming model. Eco- 
nometrica 24, 253—263 (1956). er 

This paper considers a situation in which the expected value of the objective 
function is quadratie, and is to be maximized subject to linear constraints. A numeri- 
. cal example is introduced and the results of computations are quoted. 8. Vajda. 


Simon, Herbert A.: Dynamic programming under uncertainty with a quadratie 


eriterion funetion. Econometrica 24, 74—81 (1956). 
An inventory and production control problem of the following type is considered: 
determine, at the beginning of each month, the quantity of a commodity to be pro- 
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duced, when an estimate offuture sales is subject to errors with known joint probability 
distribution. Cost is a function of the inventory held, of the level of production, and 
of the change in this level. It is shown that, if this function is quadratic in the variab- 
les mentioned, then the problem can be solved by using, in the computation of the 
policy for the first period, the expected future values as if they were certain to 
hold. St. Vajda. 


Osborn, Howard: The problem of continuous programs. Pacific J. Math. 6, 
721—731 (1956). 

In a discrete programming problem one selects a policy (in the sense of this 
concept in dynamic programming) at specified times and maximizes a given func- 
tional. Here it is shown that under certain conditions the 1. u. b. of the functional 
for diserete problems, approximating a continuous one, converges to the l. u. b. of 
the corresponding functional of the latter. S. Vajda. 


Geometrie. 
Algebraische Geometrie: 


e Enriques, Federigo: Memorie scelte di geometria. Vol. I. 1893—1898. Bo- 
logna: Nicola Zanichelli 1956. XXII, 542 p. L. 8.000. 

L’ouvrage contient les travaux publies par Enriques en ordre principal sur la 
Geometrie algebrique de 1893 & 1898, notamment le m&moire fondamental: Intro- 
duzione alla Geometria sopra le superficie algebriche (1896), base necessaire & toute 
etude sur les surfaces algebriques et qui n’a rien perdu de son actualite. On y trouve 
aussi l’expose des resultats sur la theorie des surfaces algebriques obtenus en Italie, 
ecrit en collaboration avec G. Castelnuovo & la m&me Epoque. Les travaux qui 
ont preeede ’Introduzione, notamment les Ricerche di geometria sulle superficie 
algebriche (1893) montrent l’&volution de la pensee d’Enriques et sont tres instructifs. 
L’application de la theorie & la determination de categories de surfaces particulieres 
(systemes lineaires de surfaces & sections variables elliptiques ou hyperelliptiques, 
surfaces & courbes canoniques hyperelliptiques, plans doubles de genre un, surfaces 
de genre lineaire egal & 1, 2, 3) montre la fecondite des methodes algebrico-geometri- 
ques d’Enriques. Les premieres notes sur la reduction & des surfaces reglees des 
surfaces contenant un faisceau irrationnel de courbes rationnelles, un des beaux 
resultats d’Enriques, ont trouve place dans ce volume. La determination des groupes 
continus finis de transformations birationnelles du plan, obtenue par Enriques par 
application du procede d’adjonction, et de l’espace, obtenu avec Fano par des 
procedes tout-a-fait differents, se trouve egalement dans cet ouvrage. On y trouve 
aussi les me&moires relatifs & la determination des irrationnalites dont depend la 
resolution d’une &quation algebrique f(x, y, z2)= 0 au moyen de fonctions rationnelles 
de deux variables. En dehors de la geome6trie algebrique, l’ouvrage contient l’&tude 
sur les fondements de la g&ome6trie projective, aujourd’hui classique et la deter- 
mination des equations differentielles lineaires du 4° ordre qui deviennent integrables 
lorsque l’on en connait une integrale particuliere. Au debut du volume, on lira 
avec interet l’&mouvante notice necrologique consacree & Enriques par Castel- 
nuovo en 1947. L. Godeaux. 


Turri, Tullio: Trasformazioni involutorie con stella unita di rette in un S$,. 
Rend. Sem. Fac. Sci. Univ. Cagliari 26, 58—63 (1956). 

Etude des transformations birationnelles involutives de S, ayant une gerbe de 
droites unie. Sila transformation induite dans cette gerbe n’est pas une projectivite, 
il existe une autre gerbe unie dans laquelle la transformation induit une projectivite. 


L. Godeaux. 
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Turri, Tullio: Sulla celassifieazione delle-trasformazioni birazionali involutorie 
dello spazio. Rend. Sem. Fac. Sei. Univ. Cagliari 26, 129—141 (1956). 


Etant donnee une transformation birationnelle involutive de l’espace 8, on 
peut construire un systeme lineaire de surfaces unies pour la transformation. Si ces 
surfaces sont rationnelles, le systeme se ramene birationnellement au systeme des 
quadriques passant par six points. Si les surfaces ne sont pas rationnelles, done 
d’ordre > 4, on considere les adjoints successifs du systöme. On est ainsi ramen& & 
un systeme de surfaces rationnelles ou & un systeme de surfaces du quatrieme ordre, 
de dimension 3 et de degre 2. L. Godeaux. 


Turri, Tullio: Osservazioni a nota sulle trasformazioni piane eieliche di De 
Jonquieres. Rend. Sem. Fac. Sci. Univ. Cagliari 26, 142—146 (1956). 


Etdue critique d’un theor&me de Manara: Une transformation de Jonquieres 
cyclique de periode n d&terminant dans le faisceau invariant une projectivit& de 
meme p£riode, est birationnellement &quivalente & une transformation de Jonquieres 
ayant un faisceau de droites unies. L. Godeaux. 


Gröbner, W.: Über die idealtheoretische Grundlegung der algebraischen Geo- 
metrie. Proc. internat. Congr. Math. 1954 Amsterdam 3, 447—456 (1956). 


L’A. presente ici un rapport sur les aspects de pure theorie des id&aux de la 
geometrie algebrique abstraite et passe en revue les differents points de vue possibles. 
La notion de variete algebrique (sur un corps algebriquement clos, de caracteristique 
quelconque) est identifiee ä celle d’un ideal d’un anneau de polynömes. On est conduit 
& considerer avec Severi certaines classes d’id&eaux homogenes et ä regarder comme 
equivalents des id&aux premiers dont les corps residuels sont isomorphes. La consi- 
deration des hypersurfaces qui contiennent une variet& conduit & la notion d’anneau 
d’une variete, tandis que les operations sur les varietes sont par definition obtenues 
(avec la dualite latticielle habituelle) au moyen des op£erations sur les ideaux corre- 
spondants. La notion de multiplieite derive de celle de longueur d’un ideal primaire 
mais l’A. signale l’inconvenient d’une telle definition & cause de l’absence d’unicite 
de la d&composition primaire en un anneau noetherien. Il ne signale pas les r&cents 
developpements de l’Algebre homologigue sur ce dernier point et sur celui aussi des 
sysygies au sujet desquelles d’ailleurs il indique les resultats geometriques usuels: 


etude des ideaux dont le rang est &gal & la longueur de la chaine des sysygies. 
J. Guerindon. 


Kirby, David: Invarianti topologiei d’un insieme di elementi differenziali 
eurvilinei. I, II. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. 
Ser. 21, 66— 71, 189—193 (1956). 

I.— T bedeute eine analytische Transformation zwischen den algebraischen 
Mannigfaltigkeiten V, und V,,, die in den einander entsprechenden Punkten O, und 
O4 biregulär ist. Dann induziert 7 eine nicht ausgeartete Homographie © der Ge- 
radensterne in O, und O/, d.h. der Nachbarschaften 1. Ordnung 7, und /, von ©, 
und O/. Nun wird auf V,„ im Punkte O, eine Dilatation 7, auf V,„ im Punkte O} eine 
Dilatation 7’ angewendet. Die Homographie © ordne dem Punkte O, der Nachbar- 
schaft I, den Punkt O, aus I; zu. Dann induziert 7 eine in den sich entsprechenden 
Punkten O, und O5 bireguläre Transformation 7, der dilatierten Mannigfaltigkeiten. 
Dieser Satz wird nun angewendet, um die Transformationen und Dilatationen der 
durch O, gehenden Untermannigfaltigkeiten von V,, zu bestimmen. Ferner können 
bekanntlich durch sukzessive Dilatationen die aufeinanderfolgenden vielfachen 
Punkte eines Kurvenzweiges aufgelöst werden. Die Nachbarschaften werden durch 
T jeweils homographisch aufeinander abgebildet. Mit Hilfe der Resultate von 
B. Segre (dies. Zbl. 72, 159) folgt u.a., daß zwei verschiedenen, ein Element 
E,_ı enthaltenden Kurvenelementen der Ordnung h s—l komplexe Zahlen als 
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topologische Invarianten zugeordnet werden können, wobei s die Anzahl der dem 
letzten Punkt von E,_ı folgenden benachbarten Punkte bedeutet. II. — Die Dif- 
ferentialelemente EZ, einer auf einer (lokal nicht singulären) Fläche liegenden Kurve 
können durch Primärideale q des Polynomringes K[x, y], zum Primideal pi. (0) 
gehörend, dargestellt werden (Zariski, dies. Zbl.18, 201; Hoskin, dies. Zbl. 70, 164). 
Für höhere Dimensionen gibt es noch nichts Analoges; daher wird das folgende auf 
zweidimensionale V, beschränkt. Das Neue der vorliegenden Arbeit ist darin zu 
sehen, daß jedem Primärideal q mit prt!c q<p'+! ein linearer Raum S(q) zu- 
geordnet wird, dessen Dimension gleich der um 1 verminderten Länge von q ist; 
S(q) liegt in einem projektiven Raum der Dimension — m (m + 3), m > n,in welchem 
die Veronesesche Mannigfaltigkeit 7 eingebettet ist, deren Punkte den ebenen 
Kurven der Ordnung m entsprechen. ‚$(g) geht durch den Ursprung P des Koordi- 
natensystems und enthält im Falle 1 > 0 den I-fach oskulierenden Raum der V» 
in P. Dabei kann m beliebig groß gewählt werden. — Eine Kurve mit Parameter- 
darstellung & = Bı(t),-y = ®,(t) bewirkt bekanntlich eine Bewertung der Primär- 
ideale q, wobei besondere Bewertungsideale ausgezeichnet sind. Die vorliegende 
Arbeit gibt sehr interessante geometrische Interpretationen für die Folge der Be- 
wertungsideale und damit der auf dem Kurvenzweig liegenden vielfachen Punkte. 
W. Gröbner. 


Wallace, Andrew H.: -On the homology theory of algebraie varieties. I. Ann. 
of Math., II. Ser. 63, 248—271 (1956). 

The main result of this paper is a new proof of the following classical theorem 
of Lefschetz: Let V be an n-dimensional non-singular algebraic manifold in the 
complex projective space P®, and let V, be a non-singular hyperplane section of V. 
Then, using singular homology and arbitrary coefficient group, H,(V,V,) = 0 for 


qg=0,...,n—1. Also, a special generator system of H,„(V,V,) is described in 


detail (it is known that the groups H,„(V,V,) are very important in the homology 
theory of these manifolds). For the proof, following, closely Lefschetz’ original ideas, 
the author considers a linear pencil // of hyperplanes in P®, such that: 1) the axis of 
II meets V in a non-singular (n — 2)-dimensional manifold V,; 2) only a finite num- 
ber of hyperplanes of // meet V in a singular section; 3) each singular section has 
exactly one singular point on it. Then the complement of the finite number of sin- 
gular sections in V — V, is shown to have the same homology as a certain fiber space 
having V, as fiber and 0 — I’ as base space (J’is a finite set in the set ©’ of complex 
numbers). The main ideas are very clearly and well presented in the paper; the de- 
tails are cumbersome (and, in the reviewer’s opinion, unnecessarily complicated, 
because the author uses singular homology, which has no continuity property and 
barely satisfies the excision axiom). It seems to the present reviewer that insistence 
on having a fiber space also complicates matters. [For another proof of Lefschetz’ 
theorem and related questions, see Fary, Ann. of Math., II. Ser. 65, 21—73 (1957).] 
I. Fary. 


Levi, Beppo: Singuläre Punkte und Mannigfaltigkeiten auf algebraischen und 
analytischen Mannigfaltigkeiten. I, II. Math. Notae 15, 41—62, 73—129 (1955/56) 
[Spanisch]. 

Le probleme de la resolution des singularits d’une variete algebrique a dejä 
attire ’A.,il ya plus de 60 ans [B. Levi, Ann. Mat. pura appl., II. Ser. 26, 218—253 
(1897); III. Ser. 2, 127—138 (1899); Atti Accad. Sei. Torino, Cl. Sci. fis. mat. natur. 
34, 745—760 (1899); 35, 20—33 (1900)], mais comme le reconnait l’A. dans la post- 
face du present memoire, les resultats etaient „tuttavia alquanto oscuri“. Le present 
travail est donc une tentative de r6soudre ce probleme en partant du fait qu’en un 
point simple, le voisinage d’une vari6te peut se repr6senter par des developpements 
de Mac-Laurin bien determines. La methode demandant des calculs assez complexes 
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meriterait une etude critique complöte, car une lecture rapide comme celle qu’exige 
sa recension ne permet pas de juger de sa complete exactitude. Je me contenterais 
done d’un resume du memoire sans pr6juger de la valeur generale de la methode. — 
Une variete V de 8” est definie comme l’ensemble des points de ‚S” tels que la donnee 
de d coordonnees non homogenes determine la valeur des n—d autres, mais non 
necessairement de fagon univoque ($ 1); on peut definir les changements de variables 
comme des transformations de l’espace (82). L’A. se limite aux cas algebrique et 
analytique; pour ce dernier cas rappel des conditions de convergence de Cauchy- 
Hadamard ($ 3) qui sont &tendues aux cas de plusieurs variables. Un point singulier 
d’une V*-! sera defini comme un point oü s’annulent les derivees partielles jusqu’& 
un certain ordre ($ 4); pour une V*—% ce sera un point dont les coordonnees annulent 
tous les determinants d’ordre k extraits de la matrice jacobienne formee avec k 
combinaisons lineaires des k’> k equations qui definissent la V”—*, ce qui permet 
de faire coincider la multiplieite ainsi definie avec la multiplicit& d’intersections 
d’une droite quelconque issue de ce point, en ce point. La distinction la plus impor- 
tante entre points simple et singulier sera selon l’A., les possibilites de d&veloppement 
au voisinage du point consider6 ($ 6) et l’&tude de sa convergence, ce qui dans le cas 
d’un point simple permet le calcul pour une V*—1 algebrique ou analytique d’une 
coordonnee en fonction des autres par un proc&d& de derivations successives, proc6d6 
qui ne s’etend pas de suite au cas d’un point singulier. Rappel des möthodes de 
Newton et de Puiseux sin = 2 ($ 7 et 8) et des conclusions de Noether; mais pour des 
varietes de dimension r > 2 les points singuliers peuvent ne pas &tre isol6s et seröpartir 
sur des varietes de dimension <r—1 ($9) et le proced& de Noether bas& sur la d&com- 
position des transformations de Cremona en transformations quadratiques ne peut 
facilement s’e&tendre aux espaces superieurs ($ 10). Ce qui conduit PA. & preferer les 
transformations monoidales: definition du monoide, variete d’ordre m & point multiple 
d’ordre m —1 ($ 11). Toute variete V? est intersection de n — d monoides & sommet 
commun, demonstration geometrique et calcul analytique; cette representation n’est 
 d’ailleurs assur&e que pour les points generiques ($ 12). Exemples de cette represen- 
tation ($ 13). Une transformation monoidale associee & une V? d’ordre ms definie 


par le conoide de sommet 91% =%= "= %rHı = 0) Dyl&ı -.- , 2ar2) = 0 
eure 1% monordes: MO (a... 2, KaRarr) Ir Ma net 


(=d-1-r) sera une substitution y;= x; ® pouri=1,2,...,d+ 2; yar2ı = Parztr 
pourr=1,2,..., n— d—1, les Y representant les monoides pr&c&dents. Cette trans- 
formation est birationnelle ($ 16) sauf pour les points de la V@ et pour le point O 
(0,..., 0,1). Le cas des points de la V? est &tudie et & chacun d’eux x correspond un 
systöme oo®%-4—1 de points en correspondance biunivoque avec les S+! du faisceau 
qui a pour axe le 8@ tangent & V@ en x; ces varietes ayant en commun un Sr=4=2 
forment un conoide © (Y,, %5 - - - ; Ya+2) = 0; &tude par continuite du point O qui corre- 
spond & son homologue O’ de l’espace des y, en sorte que les droites qui en sont issues 
correspondent aux droites issues de O0’, avec sur ces droites une projectivite bien 
determinee (814, 15). Le cas oü d = 1 presente quelques particularites resolues en 
$17. Si l’on revient & la definition des singularites, on obtient ($ 18) que les points 
simples se transforment en points simples, les points multiples en multiples sauf les 
cas exceptionnels de points appartenant aux &l&ments fondamentaux de la trans- 
formation. Avant de passer & la th&orie generale de la decomposition des singularites, 
VA. traite de deux exemples, une courbe ($ 19) et une V$ de 8? ($ 20). Les procedes 
utilises font naitre des singularites ‚‚accidentelles‘‘, mais l’A. construit un modele ($ 21) 
pour lequel chaque transform6e successive est une projeetion d’ou resulte qu’un 
point simple de l’une d’elles l’tait de la projetante qui se trouvera aınsı variete 
dont tous les points sont simples. L’A. en deduit une classification des singularit6s 
accidentelles, V”-2 de points doubles, V*3 de points triples.... Dans le $ 22, 
d&monstration par recours aux polaires de l’impossibilite d’augmenter la multi- 
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plieit& d’une singularite sans qu’elle soit aceidentelle. La totale resolution des singu- 
laritös sera done possible si l’on peut par transformations successives en nombre 
fini, reduire la multiplieit6 de tous les points generiques d’une sous variete irreduc- 
tible de dimension comprise entre 0 et r — 2, en un systeme infini de points simples. 
Par projections ceci s’öntendra. ä des varietes de dimension quelconque. Le $23 
expose le proc6de de reduction d’une V@, de multiplicite s dans lecasd=n—J], 
done Vr,2 sur une V’;!; on choisit O en position generique et on prend pour 9, 
le cöne projetant la V’,? de O, et un monoide de sommet O d’ordre m + 1, coupant 
sur le cöne la V’;?; etude de la transformation ainsi definie; on obtient une V’’—? 
sur laquelle les points multiples d’ordre s verifient certaines relations, en sorte que 
par application successive du procede, la sous-vari6t6 de ces points aura une dimen- 
sion diminuse. Ceci devrait suffire & assurer la validite du procede, malgre les diffi- 


cultes croissantes du calcul soulignees dans $ 24. B. d’Orgeval. 


Severi, Franceseo: Fonetions et varietes quasi-abeliennes. Proc. internat. 
Congr. Math. 1954 Amsterdam 3, 521—528 (1956). 

Die Theorie der quasi-abelschen Funktionen, das sind eindeutige meromorphe 
Funktionen von p komplexen Variablen mit u < 2p simultanen Perioden, stammt 
in ihren Grundzügen vom Verf. (dies. Zbl. 41, 482); der Grenzfall u — 2p liefert 
abelsche Funktionen. Auch ein quasi-abelscher Funktionenkörper ist durch seine 
Periodenmatrix & charakterisiert, welche immer auf eine einfache Normalgestalt 
gebracht werden kann. Es sind aber hier keine Kriterien bekannt, mit deren Hilfe 
man so wie bei Riemannschen Matrizen entscheiden kann, ob eine vorgegebene 
(p, #)-Matrix eine mögliche Periodenmatrix eines quasi-abelschen Funktionenkörpers 
ist. Dafür hat F. Conforto in seiner posthumen Arbeit (dies. Zbl. 57, 370) wertvolle 
Ansätze gegeben; insbesondere werden dort (1,1)-Korrespondenzen auf quasi-abel- 
schen Mannigfaltigkeiten untersucht, für deren Existenz eine ‚Relation von Hur- 
witz-Conforto“‘: QM=AS charakteristisch ist. Jedoch ergeben sich bei allen 


diesen Untersuchungen gegenüber dem abelschen Fall unerwartete Schwierigkeiten. 
W. Gröbner. 


Roth, L.: Irregular threefolds which possess anticanonical systems. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 52, 617—622 (1956). 

Sempre ricollegandosi a ricerche di G. Castelnuovo, F. Enriques, G. Fano, 
F.Severi, O. Zariskied altri, fra i quali lo stesso A., si prosegue un precedente stu- 
dio (v. questo Zbl. 46, 147) dedicato alle varietä algebriche tridimensionali V, com- 
pletamente regolari, dotate di un sistema anticanonico| A| = |—K | effettivo d’ordine 
positivo. Tali varietä offrono interesse anche perche sopra di esse il processo di 
aggiunzione successiva (applicato ad un sistema lineare di superficie) ha termine. — 
Nel lavoro attuale si considerano in modo analogo le V irregolari e, richiamatene 
talune proprietä, si conseguono i seguentirisultati. Se una varietä tridimensionale 7 
contiene un sistema anticanonico | A| irriducibile, almeno #2, privo di punti base, 
la generica A & una superficie di Picard; la V contiene una congruenza razionale di 
curve ellittiche, con la quale | A| & composta, ed un fascio ellittico di superficie ra- 
zionali unisecate dalle curve della congruenza; il genere geometrico ed i plurigeneri 
di V sono tutti nulli, il genere aritmetico e la irregolaritä superficiale sono eguali 
all’unitä. Se poi il fascio ellittico & privo di curve fondamentali, V & una varietä 
tridimensionale ellittica con determinante unitario. V. E. Galafassi. 


Orgeval, B. d’: A propos du cöne de Veron®se. Bull. Soc. roy. Sci. Liege 25, 
369-370 (1956). | 
L’A. montre que les surfaces anticanoniques du cöne de S, projetant d’un point 


une surface de Veronese ne sont pas r&ductibles & des surfaces quartiques de Sr 
L. Godeaux. 
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Burniat, Pol: Superfieie algebriche di genere lineare grande. Boll. Un. mat. 
Ital., III. Ser. 11, 504—509 (1956). 

L’A. demontre que pour toute valeur du genre g&ometrique ?, et pour toute 
valeur de l’irregularit6, il existe des surfaces algebriques ayant un systeme canonique 
irreductible et dont le genre lineaire est &gal&8p,-+ 9, p, &tant le genre arithmötique. 
Il construit effeetivement des modeles projectifs de ces surfaces. L. Godeaux. 


Segre, Beniamino: Alcune applicazioni di una proprietä aritmetiea delle 

‘ quadriche. Revista Un. mat. Argentina 17, 231—250 (1956). 
In einem projektiven Raume S,, auf einem Körper I' mit einer Charakteristik 
p == 2, betrachtet Verf. zunächst. ein allgemeines Quadrikenbüschel f+ug 
= a, +uN b;;% &; —=0; die ebene Kurve 4. Ordnung v? = D(u)= a; +%b;;| 
ist dann die Jacobische Mannigfaltigkeit (Kurve) der Basisraumkurve f=g = 0 
des Büschels: in der Tat, wenn ein Wert von u gegeben ist, so wird dadurch eine 
Quadrik des Büschels bestimmt, und also zwei Linearscharen gl auf jener Raumkurve, 


die durch das Vorzeichen von v = YD(u) unterschieden werden können, und um- 
gekehrt, so daß die Punkte von v? = D(u) die oo! Linearscharen gl der Raumkurve 
eindeutig abbilden. Man bekommt so eine (1,4)-Korrespondenz zwischen beiden 
Kurven. Verf. gibt die Gleichungen der Korrespondenz an, sowohl im allgemeinen, 
als auch im Falle, daß f, g zu Quadratsummen reduziert sind. — Es folgen zwei Aus- 
dehnungen. Die erste betrifft die Schnittkurve C der Ordnung 16 und des Geschlechts 
17 von vier allgemeinen Quadriken eines Raumes S,; man erhält, ganz ähnlich wie 
oben, eine Hyperfläche v»® = — D der Ordnung 6 in einem Raume S$,, auf welcher 
eine mit CO im Körper /’ birational identische Kurve und eine mit der Tangenten- 
fläche von C in /’ birational identische Fläche existiert. — Die zweite Ausdeh- 
nung betrifft eine Kurve CO des Raumes S, der Ordnung n und Geschlechts q 
mit 4 <n<28undg=2n—.28. Eine solche Kurve ( liegt auf 0° Quadriken 
des Raumes S,; für ein solches 0% Quadrikensystem kann man im allgemeinen und. 
wie oben die Gleichung v® = D betrachten, welche jetzt eine Mannigfaltigkeit der 
Ordnung 8 in einem Raume S$, liefert, usw. — Als Anwendung betrachtet Verf. 
eine binäre biquadratische Form o(z) =a2? +4bz2? +2y2?+4dz+e auf T’; 
woy =3c falls p# 3 ist. Man kann dann die Gleichung w® = 9(z) durch Elimina- 
tion. von, aus. den Gleichungen 20 = 4,2%, u? = 022:+259%% +2y23% 
+2dx,%+e x, (wo z2= x&/2 x,, w = x,/x,) erhalten; alles obige ist somit anwendbar. 
Die entsprechende Gleichung v? = D liefert dann die Jacobische Kurve von w=o(2). 
Diese Betrachtungen können auch ohne Schwierigkeiten auf binäre Formen des 
Grades 2 9+ 2 ausgedehnt werden ; man sieht daraus, daß eine solche Form in endlich- 
vielen Arten auf eine Quadratsumme reduziert werden kann. E.@. Togliatti. 
Arregui Fernändez, Joaquin: Arithmetische Untersuehung der Geometrie auf 
‚ einer algebraischen Kurve. Revista Acad. Ci. Madrid 50, 11—17 (1956). [Spanisch] 
D’apres une communication de l’A. au rapporteur, la demonstration du theoreme 
de Riemann-Roch exposee est insuffisante. Dans l’ordre d’idees suivi il fallait Etablir 
Yunicit& de la serie canonique, dont seule l’existence est prouvee. G. Ancochea. 


Marchionna Tibiletti, Cesarina: Una rappresentazione topologica delle curve 
di una superfieie. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 26, 13—35 (1956). 

Eine algebraische Fläche ® mit der Gleichung ®(x, y, 2) = 0, die nicht durch 
den unendlich fernen Punkt Z, der z-Achse geht, und die dazu gehörige mehrfache 
Ebene z =z(x, y) sind topologisch definiert, wenn man zunächst die Riemannsche 
Mannigfaltigkeit m —p der projektiven komplexen Ebene (x, y) gibt, die entlang einer 
Kurve o(x, y) = 0 ausgebohrt ist. Diese Kurve ist eine Verzweigungskurve der mehr- 
fachen Ebene. Außerdem muß man das System der Blättervertauschungen der 
mehrfachen Ebene kennen, die mit der Poincaröschen Gruppe der Mannigfaltigkeit 
77 —p zusammenhängen. Es ist zu vermuten, daß man in diese Darstellung von ® 
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die einer zu ® gehörigen Kurve hineinstecken kann, wenn die Kurve durch ihre 
Projektion f(x, y)= 0 ausZ„ auf die Ebene r(z—= 0) gegeben ist. Aber man begegnet 
sofort Schwierigkeiten, wenn der Zylinder f(x, y) =0 die Fläche ® entlang einer 
Kurve f* schneidet, die im allgemeinen in irreduzible Komponenten zerfällt, deren 
jede als Projektion die Kurve f(x, y) =0 in der Ebene z=0 hat. Das Ziel der 
Arbeit ist eine Untersuchung einer solchen Darstellung der Kurven auf ®. 
J.C. H. Gerretsen. 

Vektor- und Tensorrechnung. Kinematik: 


e Lagally, Max: Vorlesungen über Vektorreehnung. (Mathematik u. ihre An- 
wendungen in Physik u. Technik. Reihe A Bd. 2.) 5. Aufl., neu bearbeitet von 
W. Franz. Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft Geest & Portig 1956. XX, 
462 S., 93 Fig. DM 22.—. 

Das seit drei Jahrzehnten bewährte Buch wurde in seiner vorliegenden 5. Auf- 
lage von dem theoretischen Physiker W. Franz neu bearbeitet und ergänzt. Die 
Vorzüge des „Lagally‘“ sind dabei erhalten geblieben: Anschaulichkeit und gut 
gewählte Beispiele aus wesentlichen Bereichen der Anwendungen, schrittweises 
Vordringen vom naiv-anschaulichen Vektorbegriff zur Graßmannschen Auffassung 
und zur Kennzeichnung der Vektoren durch Transformationseigenschaften, ebenso 
Fortschreiten von einfachen Vektoren zu Dyaden und Tensoren in einem Riemann- 
schen Raum, Aufsteigen von den Anschauungsräumen zu den abstrakten Räumen 
von mehreren Dimensionen und von der Vektoralgebra zur Vektoranalysis. Der 
Originaltext der ersten vier Auflagen ist bei der Neubearbeitung weithin im wesent- 
lichen unberührt geblieben. Die schon von Lagally angestrebte Zurückdrängung 
spezieller Koordinatensysteme wurde verstärkt. Ebenso wurde die von Franz Jung 
inaugurierte Grenzwertdeutung der Begriffsbildungen der Vektoranalysis stärker 
betont, die sich außer durch ihre Allgemeinheit vor allem durch Anschaulichkeit und 
ihre unmittelbare Bedeutung in den Anwendungen auszeichnet. Die so entstehenden 
invarianten Differentiationsprozesse gestatten vor allem, bei der Entwicklung der 
Vektoranalysis jede Bezugnahme auf spezielle Koordinaten zu vermeiden. Neu 
aufgenommen wurde eine kurze, von den Maxwellschen Gleichungen ausgehende 
Darstellung der dielektrischen bzw. magnetischen Dyade von kubischen, dielektrisch 
isotropen Substanzen und eine ausführliche Einführung in die Algebra der Clifford- 
schen Vektoren und Zahlen, die in der Diracschen Theorie des Elektrons eine so 
hervorragende Rolle spielen. Verschiedene kleinere Einfügungen betreffen die partielle 
Integration vektorieller Differentialausdrücke, vektorielle und quaternionische 
Kugelfunktionen, gewöhnliche Differentialgleichungen mit vektoriellen Variablen. 
An der von Lagally gewählten Gibbsschen Bezeichnungsweise der verschiedenen 
Vektorprodukte wurde festgehalten, auch an der Kreuzbezeichnung der Vektor- 
produkte, deren Nachteile gegenüber der Klammerschreibweise Grassmanns seiner- 
zeit Lagally selbst nicht entgangen sind. — Insgesamt hat das Werk von Lagally 
durch die neue Bearbeitung in der Ausführung der Leitgedanken an Einheitlichkeit 
gewonnen, ebenso auch an Reichtum des in Physik, Mechanik, Hydrodynamik und 
Elektrik unmittelbar Anwendungsfähigen. Dem bewährten Buche wird daher auch 
für die Zukunft seine alte Beliebtheit bei Studenten und Praktikern erhalten bleiben. 


K. Strubecker. 

Raseyskij, P. K.: Eine lineare halbeinfache Gruppe als Invarianzgruppe eines 
Tensors der Valenz Vier. Trudy Sem. vektor. tenzor. Analizu 10, 105—117 (1956). 
[Russisch]. , 

Seien Z,,... , Z, die Matrizen der infinitesimalen Transformationen einer halb- 
einfachen linearen Lieschen Gruppe G,, also Repräsentanten der Basiselemente ihrer 
Lieschen Algebra G,, und C,,..., ©, die entsprechenden Matrizen der adjungierten 
Gruppe. Die Tensoren /,; = Spur L, Z;,=Sp.L;L, und I = SP: 0,0, sind 
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symmetrisch und invariant bei den Transformationen der adjungierten Gruppe. Auf 
Grund der Halbeinfacheit ist |g,,| =0 und es wird gezeigt, daß auch Were > 
Im Falle einer einfachen Gruppe ist g*’l,, =x:ö5, wo z ein Zahlfaktor = 0 ist. 
Nun wird der Tensor a, — Liu LP, 1°® eingeführt. Dieser ist symmetrisch in den 
Indexpaaren (}), (#). Bildet man ferner den Tensor aj;? = a;,, a, und mit diesem 
Ban — @y1;, So erweist sich der letztere als schief-symmetrisch in den drei 
Indexpaaren (}), ($), (7), was auf Grund des Zusammenhangs mit dem Strukturtensor 
Be 2 1° 1P% bewiesen wird, wo L,L,— L,D;=c)gL,. Als Rang o des Ten- 


sors a;, vierter Stufe wird die kleinste Zahl von linear unabhängigen Tensoren 


di, ...,d; bezeichnet, derart daß a;? sich als Linearkombination von Zweierproduk- 
(di) 0) 
ten & . % darstellen läßt (einschl. 7, = r,). Alsdann stellt sich heraus, daß o auch 

7) (%) 

Rang des Tensors c}; = cjzı ist. Auch ist o=r. Die wichtigste Eigenschaft des 
Tensors a;r ist seine Invarianz bei den Transformationen von G,, sowie die Tatsache, 
daß es keine umfangreichere zusammenhängende lineare Gruppe gibt, welche dieser 
Tensor gestattet. Der Hauptsatz besagt, daß die für «a;7 hergeleiteten Eigenschaften 
nicht nur notwendige, sondern auch hinreichende Bedingungen dafür sind, daß ein 
symmetrischer Tensor a/? in der oben angegebenen Weise mit einer linearen halb- 
einfachen Gruppe zusammenhängt. H. Schwerdtfeger. 

Walker, Marshall J.: Quaternions as 4-vectors. Amer. J. Phys. 24, 515—522 
(1956). 

Nach allgemeinen Hinweisen auf die Wechselbeziehungen zwischen Mathematik 
und Physik und historischen Bemerkungen über die Entdeckung der Quaternionen 
gibt Verf. einen Überblick über deren algebraische Theorie und geometrische Deu- 
tung. Vorwiegend betrachtet er dabei, im Anschluß an F. Klein, die Quaternionen 
als vierdimensionale Vektoren und sucht die Dinge durch Heranziehung von Ana- 
logien aus dem R, anschaulich zu machen. — Etwas irreführend ist, daß Verf. den 
Satz von Cayley über die Darstellbarkeit der Drehstreckungen des R, durch die 
Quaternionenoperatoren po ( )og nur für die Drehstreckungen eines bestimmten 
4-Vektors ausspricht und so dazu gelangt, als Analogie dazu im R, die Vektoropera- 
toren dx ( )xXC heranzuziehen, die bekanntlich keine Drehstreckungen des R, 
bewirken und zudem nicht einmal eindeutig definiert sind. Auch zieht Verf. aus der 
Veranschaulichung der Produkte g>p und gep>og(Ng =1) in den Sonderfällen 
g=c0sO +psinO,p=i bzw. j für den allgemeinen Fall eine Folgerung frag- 
würdiger Natur. — Zum Schluß betont Verf., daß die Quaternionenalgebra gegen- 
wärtig bei Problemen der polarisierten Strahlung nutzbringend verwendet wird, und 
skizziert zwei Methoden ihrer Anwendung unter Bezugnahme auf eine eigene Arbeit 
. (dies. Zbl. 56, 212) und eine von R. Clark Jones (dies. Zbl. 26, 373). Auch die 
Lorentztransformation wird noch kurz hergeleitet. E. Schönhardt. 


Poßner, Lothar: Spitzenkreise. Eine Studie im Beschleunigungsfeld einer be- 
wegten Ebene. Wiss. Z. Hochschule Elektrotechn. Ilmenau 2, 27—32 (1956). 

Sind Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand einer Ebene, also auch der 
Beschleunigungspol J gegeben, so wird der durch zwei Punkte A und B und durch J 
gelegte Kreis als Punktkreis und der durch J und die Spitzen der Beschleunigungen 
b, und bz gelegte Kreis als Spitzenkreis bezeichnet. Beide Kreise schneiden sich 
außerdem noch im Punkt Z. Wählt man. nun einen beliebigen Punkt auf dem Punkt- 
kreis, so geht sein Beschleunigungsvektor durch E und liegt dessen Spitze auf dem 
Spitzenkreis. Es wird der Spitzenkreis zum Wende- und zum Gleichenkreis be- 
trachtet, die Entartung für H— » diskutiert, sowie die Abbildung der bewegten 
Ebene durch die Beschleunigungen auf die Spitzenebenen als konforme dargestellt. 

W. Meyer zur Capellen. 
LI2 
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Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Ostrowski, Alexander: Über die Verbindbarkeit von Linien- und Krümmungs- 
elementen dureh monoton gekrümmte Kurvenbogen. Enseignement math., II. Ser. 
2, 277—292 (1956). 

Wann können zwei gerichtete Linienelemente A und B in der Ebene durch 
einen gerichteten Bogen verbunden werden, der A zum Anfangselement und B zum 
Endelement hat und dessen Krümmungshalbmesser positiv und stetig ist, längs des 
Bogens bis auf endlich viele Konstanzintervalle abnimmt und nicht längs des ganzen 
Bogens konstant ist? W. Vogt [J. reine angew. Math. 144, 239—248 (1914)] stellte 


hierfür eine notwendige Bedingung auf. Für diese werden vier verschiedene Beweise 


gegeben. Dann wird gezeigt, daß die Bedingung auch hinreicht. Der Beweis führt 


über eine Verfeinerung des Vogtschen Kriteriums: es wird ermittelt, unter welchen ‚ 


Bedingungen es einen Bogen der gesuchten Art gibt, dessen Krümmung in A und 5 
gegebene Werte hat. Die Zusatzbedingung läßt sich an der Figur der Linienelemente 
und Krümmungsmittelpunkte elementar aussprechen. H. Kneser. 


Backes, F.: Sur les surfaces reglees. Mathesis 65, 177—185 (1956). 

L’A. determine les surfaces reglees, ayant une ligne de strietion donnee; il 
determine aussi le parametre de distribution. A l’aide des formules obtenues on 
considöre de nouveau certaines propietes des courbes Bertrand d&emontrees par 
Darboux, Demartres et Bianchi et on 6tablit quelques nouvelles proprietes 
de ces courbes. Gh. Th. Gheorghiu. 


Özkan, Asim: Les surfaces W (Weingarten) & lignes de courbure planes dans 
les deux systemes. Arch. der Math. 7, 386—390 (1956). 

Fußend auf der Darbouxschen Darstellung der Flächen mit ebenen Krüm- 
mungslinien hatten O.Rozet und H. Paquet (dies. Zbl. 38, 330) und OÖ. Rozet und 
N. Legrain-Pissard (dies. Zbl. 38, 329) Flächen betrachtet, die W-Flächen mit 
konstanter Summe der Hauptkrümmungsradien sind. Hiervon ausgehend behandelt 
Verf. nun zwei Klassen von W-Flächen mit nur ebenen Krümmungslinien, für die 
jedoch die Summe der Hauptkrümmungsradien nicht mehr konstant ist. Jede 
dieser beiden Klassen besteht selbst wiederum aus zwei Scharen von Parallelflächen, 
deren Parameterdarstellungen angegeben werden. Jeweils eine dieser Parallel- 
scharen enthält eine Minimalfläche. H. R. Müller. 


Bakel'man, I. Ja. (Bakelman, I. J.): Estimates of the deformations of regular 
convex surfaces as dependent on the variation of their inner metrie. Doklady Akad. 
Nauk SSSR 107, 358—361 (1956) [Russisch]. 

(Ergebnisübersicht.) Es seien ® und ®, zwei punktweise aufeinander bezogene, 
konvexe, geschlossene oder berandete Flächen des dreidimensionalen euklidischen 
Raumes mit überall positiver Gaußscher Krümmung, bei denen sich in entsprechen- 
den Punkten die Koeffizienten der ersten Grundform und die Gaußsche Krümmung 
sowie deren erste und zweite Ableitungen nur wenig unterscheiden. Anwendung 
zweier Nätze über Eigenschaften der Lösungen nichtlinearer Differentialgleichungen 
elliptischen Typs nach J. Schauder (dies. Zbl. 4, 350; 8, 255) auf die Darbouxschen 
Gleichungen der Fläche liefert Abschätzungen für die Abweichung der Ortsvektoren 
von ® und ®, und deren erste und zweite Ableitungen. M. Barner. 


Mishra, R.S.: Generalised Darboux eurves in a subspace of an Euclidean space. 
Revue Fae. Sci. Univ. Istanbul, Ser. A 21, 25—31 (1956). 

Given a n-dimensional variety V, and m —n congruences of curves in the m- 
dimensional euclidean space E,, a generalized Darboux curve on V„is defined as 
a curve the osculating hypersphere of which at all its points P is such that the radius 
O P is tangent to a curve of one of the given congruences (O= center of the osculat- 
ing hypersphere). The differential equations of these curves are given together 


165 


with some of their properties. If the congruences are those of the normals to V 
the analoguos problem was considered by Prvanovitch (this. Zbl. 56, 410). ö 
6 L. A. Santal6o. 
Ryzkov, V.V.: The metrical tangential deformation of surfaces. Doklady 
Akad. Nauk SSSR 111, 763—765 (1956) [Russisch]. 
Verf. betrachtet Paare x(u‘), y(u‘) von n-dimensionalen Flächen im euklidischen 
R”, die durch gleiche Parameter aufeinander bezogen sind und zwischen denen ein- 
schließlich ihrer Tangentialebenen ‚‚affine Beziehungen‘ bestehen: (1) Ax + b= y; 
Adx = dy + oFöyjour, A d(ox/au‘) = d(oy/ou) + k wi Ory/owi dw + Qidylaui, 
A= A(u‘); ®, 2 Differentialformen. Es interessiert zunächst besonders der Fall, daß 
A(u) eine orthogonale Transformation ist (‚‚metrische Zuordnung‘ zwischen den 
beiden Flächen); das verallgemeinert die Abbildung durch parallele Tangential- 
ebenen, die hier als Petersonsche Abbildung bezeichnet wird. Es wird angegeben, 
daß für N=3,r = 2 jede metrische Zuordnung bis auf eine Bewegung mit einer 
Petersonschen zusammenfällt. Sodann werden eine Reihe von Beispielen für Peter- 
sonsche Zuordnung zwischen Flächen im allgemeinen Fall angegeben, darunter die 
Paare x = [U(ul, ...,w) +V(o, ..., voll, ..., w) How, ..., v)] und 
y=4wWU —-oV)(e+y) +%X+c,r>1,s>1.(c,c,und c willkürliche Kon- 
stante.) Der andere besonders wichtige Spezialfall ist der der konform-tangentialen 
Beziehung zwischen zwei Flächen, in dem (1) sich reduziert auf (2) Adx=A.dy, 
Ad’x=4d?y + Qioy/öw. Auch hier folgen Beispiele. Die Note enthält keine 
Beweise. D. Laugwitz. 


Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Götz, H.: Zur konformen Kurventheorie. Monatsh. Math. 60, 205—211 (1956). 

Verf. leitet ‚‚Frenetsche Formeln‘ für die Möbius-Geometrie der Raumkurven 
her, wobei die Kurve auf den Liebmannschen Möbius-invarianten Parameter bezogen 
wird. Die aufgestellten Formeln enthalten die Ableitungsgleichungen bei W. van der 
Woude (dies. Zbl. 29, 164) im Falle von ebenen Kurven. Die Formeln werden nach 
der Methode von E. Cartan unter Verwendung des halbinvarianten Differentia- 
tionsverfahrens von G. Bol (dies. Zbl. 43, 94) gewonnen. Die hierbei notwendige 
Spezialisierung des bewegten Bezugssystems [insbesondere die Bedingung (3.5)] 
müßte entweder geometrisch oder aus dem Transformationsverhalten heraus be- 
gründet werden. In der Arbeit auftretende Vorzeichenfragen sind ungeklärt, da 
die Möbius-Gruppe im Raum keine sinntreue Untergruppe besitzt. W. Barner. 

Picasso, E.: Su particolari eorrelazioni definite dagli iperpiani euspidali di una 
superfieie non parabolica di $8,. Rend. Sem. Fac. Sci. Univ. Cagliari 26, 147—155 

1956). 

' AREER a surface of the projective space S, with a conjugate system (this is the 
general case) the hyperplanes joining at each point the tangent plane to the surface 
and the osculating planes to the curves of the system through that point are the 
cuspidal hyperplanes. Each of the two systems of such hyperplanes satisfies a system 
of partial differential equations (one of the 2 nd, two ofthe 3 rd order): the relations 
among the invariants of these equations are investigated. It is possible to define 
intrinsecally at each point a collineation, a correlation and a projective connection on 
the surface. E. Bompiani. 

Godeaux, Lucien: Remarque sur les couples de congruences W ayant une 
nappe focale commune. Bull. Soc. roy. Sei. Liege 25, 514—519 (1956). 

En continuant ses travaux anterieurs, ’A. expose une nouvelle methode pour 
l’etude des suites de Laplace associ6es & deux congruences W ayant une nappe focale 
commune: Soient S, l’espace des coordonnees X;,, Q@ U’hyperquadrique de Klein 
dans cet espace, dont les points representent des droites de S,, et $, un espace 
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linsaire contenant S,; la pyramide de reference de S, contient les sommets de celle 
de S, et a le möme point unitaire. Soient encore a) U et V les points de @ correspon- 
dants aux tangentes asymptotiques d’une surface (x) de S,, b) J et J ’ ceux corre- 
spondants aux droites (j) et (j’) de deux congruences W ayant (x) comme surface 
focale, satisfaisants aux relations J=AU—uV, JS’ =NU—uwV, 1,7, et u, w 
&tant norm6es d’apres Demoulin, c) U’ et V’ deux points de 8, ayant comme 
coordonn&es respectivement u, u’ et celles de U, A,7 et celles de V,d)... Ve AUR 
Va Vet UT, We Van, 2 lest suitessndenbaplaeegenrenz 
drees par U, V et U’, V’ respectivement, dans le sens des u,e) A, et B, les inter- 
sections des plans U, ,ı U, Un_ı et Varı In Vn—ı avec 8,, f) A, et A_„ les quadri- 
ques correspondant aux points d’intersection de Q avec A, An+ı An+2 et B, Ba+ı 
B,„.;.2 respectivement. Les generatrices d’un mode de A, correspondent aux points 
d’intersection de Q avec A, Anzı Anza- Les generatrices de l’autre mode de Q s’ob- 
tiennent par l’intersection avec le plan conjugue& au precedent. Ce dernier se deduit 
& l’aide de S, comme il suit: on considere les points U, V correspondant aux tangen- 
tes asymptotiques de la seconde nappe focale (&) de (5), & l’aide desquelsonaJ=7 U 
—u V, puis le point U’ ayant pour coordonnees celles de U, u et 0, le point analogue 
V', et:la.suitede Laplace ...,.0%. U Vi a. 2 Var an et la suite Or 
V',...,/,... eonstruite & partir de (j’). A l’aide de ces suites, ’A. d&montre 
que le plan V„+1 Yaxı Vn+ı est conjugue & A, A„+ı An+2 par rapport & Q et que 
Us Untı Un+ı est conjugu6 &.B, Barı Baxo- A. Haimowici. 

Backes, F.: Sur un couple de congruences W deduites d’un röseau conjugue 
speeial. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 42, 596—607 (1956). 

Es seien 2; (# = 1, 2,3, 4) Tetraederkoordinaten eines Punktes und m, ? =1, 2, 
3,4) die Koordinaten seiner Tangentialebene (= den Determinanten der Matrix 
2; 02,/0u 02,/@v||). Verf. betrachtet konjugierte Netze mit gleichen Punkt- und 
gleichen Ebeneninvarianten und äquivalenten Moutardschen Gleichungen: 2,,=Mz, 
m» = Mm; er zeigt, daß je vier unabhängige Lösungen der Differentialgleichungen 
Zuun— Zn = 292,2» = Mz, wo AM =0 und} = [ (M,dv — M, du), solche Netze 
liefern. Ist nun (O,)., ein solches Netz, sind O,, 0, die zweiten Brennpunkte der 
Tangenten an die Kurven (O,),, (O}),, ist d die Schnittlinie der Schmiegungsebenen 


dieser Kurven, so erzeugen die Gerade d und die Gerade O, O, eine doppelt stratifizier- 
bare W-Kongruenz. O. Volk. 


Grinceviöjus (Grintsevichus), K.I.: On the hypercomplex of straight lines in 
projeetive space P,. Doklady Akad. Nauk SSSR 107, 785—788 (1956) [Russisch] 

(Ergebnisübersicht.) Die Methode zur Kanonisierung des beweglichen Bezugs- 
systems (S. P. Finikov, Methode der äußeren Formen von Cartan in der Differen- 
tialgeometrie, dies. Zbl. 33, 60) wird auf die fünfparametrigen Geradengesamtheiten 
des vierdimensionalen projektiven Raumes angewendet, und es werden so die wich- 
tigsten differentialgeometrischen Eigenschaften dieser Figur und die invarianten 
Gebilde bis zur dritten Differentiationsordnung gefunden. M. Barner. 

Terraeini, Alessandro: I sistemi infiniti di piani nello spazio a einque dimensioni. 
Univ. Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 15, 75—104 (1956). 

Questo lavoro & dedicato ai sistemi / di piani cosi definiti. Se si considera nello 
S,; un sistema oo! di piani, dipendenti da un parametro t, la condizione d’incidenza 
fra il piano corrispondente al valore t e il piano corrispondente al valore t + h del 
parametro & del tipo: F,(t)h® + --- = 0 dove i termini omessi sono di ordine > 0. 
Ordinariamente risulta og = 3: sil chiamano sistemi A quelli per cui o>3. L’A. 
richiama proprietä di detti sistemi giä& considerate in suoi precedenti lavori (questo 
Zbl. 16, 75; 19, 181; 44, 364) e riferentisi all’ordine di approssimazione o =o —3, 
secondo il quale ha luogo l’incidenza di un piano col piano infinitamente vicino, 
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L’ordine o, se & finito, puö assumere solo i valori parida2a 16 e per ciascuno di essi 
i sistemi A possono essere interpretati sulla variet& di Grassmann di Sj9, Tappresen- 
tante i piani di 8,. L’A. considera poi vari argomenti geometrici che si possono 
collegare ai sistemi A. Tenuto presente che gli elementi superficiali del 2° ordine 
dello spazio ordinario si possono rappresentare con bifasei sulla quadrica di Klein [cfr. 
A.Terracini: Univ. nac. Tucumän, Revista, Ser. A 4, 259—316 (1944)] ai sistemi oo! 
di calotte corrispondono sistemi oo! di bifasei e di conseguenza sistemi &! di piani 
in S,: se si chiede che questi siano sistemi A, i corrispondenti sistemi di calotte 
risultano essere «specialiy o «fondamentali» e possono dar luogo a notevoli proprietä, 
della rigata-sostegno delle calotte (questo Zbl. 37, 244; 39, 384). L’A ricorda poi che 
le linee prineipali di una superficie di $, sono caratterizzate dal fatto che i piani 
tangenti alla superficie nei punti di una linea principale formano un sistema A con 
o=4: perciö varie questioni che si possono porre circa le linee principali (questo 
Zbl. 16, 75; 17, 226, 326; 19, 78; 21, 158; 48, 151, 395; 52, 174) si riflettono sui 
corrispondenti sistemi A. L’A. passa poi alla considerazione dei sistemi I), analoghi 
ai sisttemi A, ma aventi dimensione 2 e collegabili a congruenze-sostegno rettilinee 
(questo Zbl. 19, 182; 23, 375). L’A. ricorda infine come l’idea di considerare i vari 
ordini di approssimazione secondo i quali puö sussistere una proprietä sotto forma 
infinitesimale & utilizzabile anche in campi diversi: cosi essa & stata applicata dal 
Demaria a proposito della proprietä proiettiva di sistemi di curve o superficie 
(questo Zbl. 52, 174; 57, 72). P. Buzano. 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Vagner, V.V.: Algebraische Theorie der Tangentialräume höherer Ordnungen. 
Trudy Sem. vektor. tenzor. Analizu 10, 31—88 (1956) [Russisch]. 

Es soll eine neuartige algebraische Grundlage für die Behandlung differential- 
geometrischer Objekte in n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten 
(hier Veblen-Whitehead-Räume genannt) entwickelt werden. Dazu geht Verf. von 
der Bemerkung aus, daß differentialgeometrische Objekte erster Klasse (d.h. 
solche, in deren Transformationsgesetz nur die ersten Ableitungen der Koordinaten- 
transformation eingehen) sich deuten lassen als geometrische Objekte in einer al- 
gebraischen Struktur, dem Tangentialvektorraum. Allgemein soll nun für differen- 
tialgeometrische Objekte v-ter Klasse ein ‚‚Tangentialraum der Ordnung v“ bestimmt 
werden, in dem diese Objekte als geometrische Objekte aufgefaßt werden können. 
[T,,n kontravarianter, W..,,„, kovarianter Tangentialraum der Ordnung v]. — In der 
vorliegenden Arbeit werden nun zunächst neue algebraische Begriffsbildungen einge- 
führt, die zur algebraischen Behandlung der Räume W«,.„, (und damit auch T7',,„) 
hinführen sollen. Den Inhalt der drei ersten Abschnitte bildet ein Studium von 


kommutativen Algebren W«,„) der Dimension ie — 1 des Nilpotenzgrades 


v + 1 mit einer Pseudobasis aus n Vektoren (Pseudodimension n); d.h. die Basis 
von W«w,n, besteht aus den n Vektoren der Pseudobasis und deren kommutativen 
Produkten aus höchstens v Faktoren, während alle Produkte aus v + 1 Faktoren 
gleich Null gesetzt werden. Notwendig und hinreichend dafür, daß n Vektoren eine 
Pseudobasis bilden, ist ihre lineare Unabhängigkeit modulo W?. Ein Isomorphismus 
von Ww,n, auf die Polynomalgebra Q,[%;...,%,] (nach der Definition von Q, 
verschwinden alle Glieder vom Grade v) bedeutet Einführung eines Koordinaten- 
systems in W(«,n). Reguläre Subalgebren (d.h. solche des Nilpotenzgrades v + 1) 
gleicher Pseudodimension m <n lassen sich durch Automorphismen von W«,n) 
ineinander überführen. Ein reguläres Ideal vom Genus m ist definiert als Idealver- 
vollständigung einer regulären Subalgebra von der Pseudodimension m. Nach diesen 
regulären Idealen kann man Faktoralgebren W.,n—n) bilden. Bei einem Homo- 
morphismus Won W(,n, gehen Pseudobasen in Pseudobasen über, und 


168 


Wan ZWen| Men) Sei e* eine Pseudobasis von W«,,, und seien d’ 
n beliebige Vektoren; dann existiert genau ein Differentialoperator d» (d.h. ein line- 
arer Operator, der die Produktregel erfüllt), so daß Me*) = d*. — Der Abschnitt 4, 
„Verallgemeinerte Algebren‘, befaßt sich zunächst mit (additiv geschriebenen) 
kommutativen Halbgruppen 8. Sei S, die Unterhalbgruppe {s,:2 5, = 5, } der stabi- 
len Elemente. Da es zu se S höchstens ein s’ gibt mit 2s +3’ =s,2’ +s=s}, 
kann man schreiben s = — s. Diese (nicht notwendig immer ausführbare) Negation 
hat im übrigen die gewohnten Eigenschaften. Man kann eine mit der Halbgruppen- 
struktur verträgliche Teilordnung < einführen durch s, <s,& sS — = 8; + (— $ı). 
Ist in S zusätzlich eine (nicht notwendig assoziative oder kommutative) Multiplika- 
tion erklärt, so heißt S verallgemeinerte Algebra. Es bestehen Homomorphismen 
auf Gruppen, deren Kerne S, enthalten. Als ein Beispiel wird die Gesamtheit $(M x A) 
der Funktionen betrachtet, die Teilmengen einer Menge M in eine Menge A abbilden 
und deren Graphen f also Untermengen von M x A sind. Ist in A bereits eine 
algebraische Verknüpfung erklärt, so kann man die Verknüpfung von Funktionen 
durch die ihrer Werte erklären, soweit der Durchschnitt der Definitionsbereiche nicht 
leer ist. $(A x M) ist eine abelsche Halbgruppe, wenn A eine abelsche Gruppe ist; 
die stabilen Elemente von % sind die Funktionen mit konstantem Wert De A. Wenn 
der Graph von f, in dem von f, enthalten ist, gilt fi < f,. — Im Hinblick auf die 
differentialgeometrischen Anwendungen wird in $5 nachgewiesen, daß die Menge 
F(,, rn, s) aller in Umgebungen des Punktes & des n-dimensionalen Zahlenraumes R* 
erklärten, in & v-mal stetig differenzierbaren Funktionen eine verallgemeinerte Alge- 
bra ist. Der Kern des Homomorphismus von F(,, ar, e) auf die Algebra P,[x,, - - - , &n] 
der zugehörigen Differentialpolynome mit Grad < v ist die Menge aller in £ von der 
Ordnung v + 1 verschwindenden Funktionen. — In 86 schließlich werden die ent- 
wickelten Begriffe auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten 0” der Differenzierbarkeits- 
klasse r angewendet. F(,„cr,.) ist eine invariante Bildung. Ferner hat man als 
kovariante Tangentialräume der Ordnung » die lokalen Algebren W«.,n) (Co) 
—= F\\,, on, c,, 0) 1(v, 0*, c,); dabei bedeuten F(,, cm, .,o) die verallgemeinerte Subalgebra 
von F(,,cr,.) der in c, verschwindenden Funktionen und n ein Normalideal. Die 
zugehörigen kontravarianten Tangentialräume T7,,„ bestehen aus den Homo- 
morphismen Wan Q,[®]-. Die in den vorhergehenden Abschnitten bewiesenen 
Sätze lassen sich hier anwenden; insbesondere läßt sich die Berührungsordnung von 
Unterräumen mittels Enthaltenseinseigenschaften von Idealen algebraisch erfassen. 
D. Laugwitz. 

Chaki, M.C.: On a type of tensor in a Riemannian space. Proc. nat. Inst. Sci. 
India, Part A 22, 89—97 (1956). 

In this paper it is assumed that there exists in a Riemannian space V,„, 
with metrie tensor g;,, a tensor F‘;,,, satisfying the identities F,;4 + Fir = 0, 
F;;rı —Fru; = 0 and the properties of such a tensor are studied in a V,, V, and V,. 
Defining a space V,„ to be homogeneous with respect to a symmetrie tensor a;; if the 
metric tensor satisfies a;;—= 0 g;;, where o is a function of the coordinates, it is shown 
that every V, is homogeneous with respect to the tensor F;,; where F;,; = gm Kerns 
and conditions both necessary and sufficient for a V, and V, to be homogeneous 
with respect to F;, are obtained. Further, building a tensor of the type F; jr, out 
of an arbitrary affine connection I, some theorems involving F;jrı and I}, are 
established for a V, and V,. Wrona. 

Singh, Kamla Devi: On generalised Riemann spaces. Rivista Mat. Univ. 
Parma 7, 125—138 (1956). 

Some theorems are derived concerning a manifold with a fundamental tensor 
9:; which is not symmetric. Among them are the Bianchi identities and some pro- 
perties on geodesics and Lie derivatives. The exposition is based on L. P. Eisen- 
hart (see this Zbl. 43, 373; 47, 153). D.J. Struik. 
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Blum, Richard: The Bianchi identities for the eonformal eurvature tensor. 
Trans. roy. Soc. Canada, Sect. III, III. Ser. 50, 13—16 (1956). 

Der Weylsche Konformkrümmungstensor Br » verschwindet im Falle zwei- oder 
dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten identisch. Für n > 4 gewinnt Verf. eine ‚‚kon- 
forme“ Analogie zum Verschwinden des aus der Riemannschen Geometrie bekannten 
Bianchischen Tensors B*,; Ww= R",; %ı + RR, An Tor, 1;,» (rechts stehen die kovari- 
anten Ableitungen des Riemann-Christoffelschen Krümmungstensors in Dal 
zyklisch summiert). Es gilt: | 


h _ ph h 
Kr On + = in; + za — m — 3 2119, ee 
ER Iaı C I) ie (n se 3). g"L(g;; GO rLy Sr Gik Gen 3 Gi On) U 
oder auch rein kovariant 


Kaszeı = ps an Oel; =F Opiljk — a —3)71 (In; O’rrıp+ Ink Cr SF 


+ 9p1ı On) + — 31 (; Orr + 9 Oro + Hı rin) Ed. 
Solcher konformer Bianchischer Komponentenidentitäten gibt es = [n(n? — 1) (n-+ 2) 
(n—4)]. Das bedeutet: das Ergebnis wird für n> 5 nicht trivial. M. Pinl: 
Geheniau, J. et R. Debever: Les invariants de courbure de Pespace de Riemann 
ä quatre dimensions. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 42, 114—123 (1956). 
Es werden explizite Ausdrücke für die 14 unabhängigen Differentialinvarianten 
I(921, 99.1/9%”, 9°9,/0%” 0x”) der Ordnung 2 eines 4-dimensionalen Riemannschen 
Raumes angegeben. Vier von ihnen ergeben sich aus den Eigenwerten des Ricei- 
Tensors R‘,, die übrigen aus entsprechenden Größen für den Weylschen Tensor der 
Projektivkrümmung und für gewisse Produkttensoren. D. Laugwitz. 
Geheniau, J.: Les invariants de courbure des espaces riemanniens de la rela- 
tivite. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 42, 252—255 (1956). 
Vereinfachungen zur vorstehend referierten Arbeit, die darin bestehen, daß 
gewisse Invarianten durch Spuren geeigneter Tensoren ausgedrückt werden können. 
D. Laugwiltz. 


Laugwitz, Detlef and Edgar R. Lorch: Riemann metries associated with 
convex bodies and normed spaces. Amer. J. Math. 78, 889—894 (1956). 
© sei ein beschränkter konvexer Körper in dem Hilbertraum 9, der den Null- 
punkt als inneren Punkt enthält. © bestimmt dann eine Minkowskische Norm F. 
Wenn man von C noch fordert, daß g(x) = F?(x) Fröchetsche Differentiale ge- 
nügend hoher Ordnung besitzt und daß die Differentiale zweiter Ordnung die Un- 
gleichung 9;,(x) y’y’ > m||y|? für y=+0 mit m(«) >0 erfüllen, so definiert C 
außerhalb des Nullpunktes auch eine Riemannsche Metrik in ®. Verff. untersuchen 
die Eigenschaften dieser Metrik und zeigen, daß der Krümmungstensor im Fall eines 
zweidimensionalen Raumes $ identisch verschwindet. Allgemein folgt aus der Kon- 
.stanz der Krümmung X, daß K = 0 gilt. Dieses Ergebnis wird in der Cartanschen 
Theorie der Finslerräume gedeutet. Weiter wird ein Zusammenhang mit Ergebnissen 
von O. Varga hergestellt. Den Abschluß bildet ein Satz über die Geodätischen. 
H.-J. Kowalsky. 

Blanusa, Danilo: C*-isometrie imbeddings of eylinders with hyperbolie metric 

in Euclidean 7-space. Periodieum math.-phys. astron., II. Ser. 11, 243—246 (1956). 
‚Aus einem Resultat von J. Nash (dies. Zbl. 70, 386) folgt, daß eine hyperbolische 
Ebene bzw. ein hyperbolischer Zylinder eine C'*-isometrische Einbettung in einen 
euklidischen Raum von 5l Dimensionen zuläßt. Für eine hyperbolische Ebene kon- 
struierte Verf. in expliziter Weise die C”-isometrische Einbettung in einen 6- 
dimensionalen euklidischen Raum. In dieser Arbeit wird für beide Typen von hyper- 
bolischen Zylinderflächen eine C'*-isometrische Einbettung konstruiert und zwar 
in einen 7-dimensionalen Raum. Für die erste Zylinderfläche mit dem Linienelement 
ds? — du? — cosh? u dv? wird die Parameterdarstellung x; = f(wv)@=1,...,”) 
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explizit angegeben, wo x; die kartesischen Koordinaten des Umraumes sind. Die 


Funktionen f; sind von der Klasse CO” und die Einbettung läßt keine Durchkreuzun- 


gen zu. Ein analoges Resultat kommt auch für die hyperbolische Zylinderfläche 


zweiter Art [mit dem Linienelement ds? = (du? + dv?)/u?] vor. S. Gotab. 
Kostant, Bertram: On invariant skew-tensors. Proc. nat. Acad. Sei. USA 42, 
148—151 (1956). 


(o,£, V) designe une repr6sentation lin&aire de l’algebre de Lie £ d’un groupe 
de Lie compact K par des endomorphismes antisymetriques d’un espace vectoriel | 


euclidien reel V, d, est la dimension de l’espace des invariants de la representation 
induite dans la öm® puissance exterieure A! V de V, et P,(t)= % d;t'. La represen- 


tation est dite symötrique si elle s’identifie & la repr6sentation lineaire infinitesimale | 
d’isotropie d’un espace riemannien syme6trique compact @/K. Theoreme 1: Suppo- 


sons (o,f, V) irreductible dans le reel. Alors d, =0 si et seulement si (o,f, V) 


est symötrique et f est simple. Le point principal de la demonstration consiste & | 


faire voir que sid, —=0, alors (o,f, V) est symötrique. Pour cela, I’A. construit a 


priori un crochet sur g=f+ V prolongeant celui de £, tel que [, VIC V, IV, VI<E 


et montre qu’il verifie l’identit& de Jacobi si et seulement si un certain invariant 
de A*V est nul. Il prouve ensuite (Theoreme 2) que si P,t)=1-+1"(n=dimV), 
alors (o, £, V) correspond & la representation lineaire d’isotropie de SO(n + 1)/SO(n) 
ou eneore, pour n—=5, & celle de SU (3)/80 (3). L’A. donne ensuite quelques applica- 
tions de ces rösultats au cas oü (o, f, V) est l’algebre de Lie du groupe d’holonomie 
homogene d’une variet& riemannienne simplement connexe M, qui reposent sur le 
fait que les invariants dans A?V correspondent alors aux formes differentielles ex- 
terieures de degre ö & derivee covariante nulle. En particulier le Theoreme 2 et le 
theoreme de Hodge entrainent le theoreme d’Iwamoto: si M est la sphere & n 
dimensions, alors le groupe d’holonomie est le groupe orthogonal SO(r) ou, &ventuel- 
lement, pour n = 5, s’identifie au groupe d’isotropie de SU(3)/S0(3). 
A. Borel. 

Singh, Kamla Devi and R. S. Mishra: Subspaces of semisimple group spaces. 
Tensor, n. Ser. 6, 115—124 (1956). 

Für die Unterräume eines kompakten halbeinfachen Gruppenraumes V,, (wegen 
der Definition vgl. S. Bochner-K. Yano, Curvature and Betti Numbers, dies. Zbl. 
51, 394) werden die Fundamentalformeln abgeleitet. Sodann wird eine hinreichende 
Bedingung angegeben dafür, daß die in V,„ eingebettete V,, totalgeodätisch ist, und 
daß eine Kurve eine Geodätische ist. Weiter wird eine notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Orthogonalität einer Kurvenkongruenz angeführt. In der letzten 
Formel hat sich ein Druckfehler eingeschlichen. S. Gotab. 

Cernysenko, V.M.: Tensorielle Charakterisierung einiger Typen von Paaren von 
Flächenkongruenzen eines Riemannschen Raumes. Trudy Sem. vektor. tenzor. 
Analizu 10, 279—283 (1956). [Russisch]. 

In einem Riemannschen Raum betrachtet Verf. ein Paar von Flächenkongruen- 
zen, deren Elemente p- bzw. g-dimensionale Flächen von allgemeiner Lage sind. 
Das (p, q)-Paar heißt holonom, falls es ein Koordinatensystem gibt, bezüglich dessen 
die Flächen der ersten Kongruenz mittels der Gleichungen w = cont. (=p-+1, 

., n), die der anderen durch die Gleichungen # = const., upta+1 — const., ..., 
ur — const.,  =1, ...., p) angegeben werden können. Man betrachtet nun ein 
p-dimensionales Gebiet @ auf einer Fläche F der ersten Kongruenz. Die durch die 
Grenzpunktevon @ hindurchgehenden g-dimensionalen Flächen der zweiten Kongruenz 
schneiden aus den zu F hinreichend nahe liegenden Flächen der ersten Kongruenz je 
ein p-dimensionales Gebiet aus. Es kann vorkommen, daß die so entstandenen Ge- 
biete für beliebiges @ gleiche p-dimensionale Inhalte haben. In diesem Falle heißt die 
erste Kongruenz eine Tschebyscheffsche. Falls beide Kongruenzen eines (p, g)-Paares 
Tschebyscheffsche sind, dann wird das Paar ein metrisch-Tschebyscheffsches genannt. 
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Für die Komponenten der die Flächen definierenden Multivektorfelder gibt Verf. 


notwendige und hinreichende Bedingungen, dafür daß das Paar ein metrisch-Tscheby- 
scheffsches ist. @. Soös. 


Solodovnikov, A. 8.: The geodesie classes of V(K) spaces. Doklady Akad. 
Nauk SSSR 111, 33—36 (1956) [Russisch]. 

The author continues the studies on which he reported in this Zbl. 65, 
375; 70, 170. Here he introduced certain Riemannian spaces (A) with ds? = 


\ t 

dsg, + 0ds}? +: + 0 ds? which he called V(K), K representing the constant curva- 

ture of an adjoint ds*?. Among the different K-mappings of a ds? he also has intro- 

duced a so-called maximal one. Two theorems are now derived: 1) If (A) isa maximal 

mapping, then every ds? with the same geodesics as ds? necessarily has the form 

1 t 

(B) d?= ds, +0ds]? ++: + 0ds/2, thatis, differs from ds? with respect to dsg2, 6, .., 6 

1 t 


(the new dsg2, 0, ...., o however depend on the same variables x" as ds,2, a RR: 
- This new representation (B) is in turn a maximal X-mapping. 2) Ifthe metries ds? 


and ds? (K = K) possess the same geodesics, then ds? results from ds? by a transfor- 
mation of x". These results lead to the explicit expressions for the group of projective 
transformations in the V(K) for the different canonical forms, and to the enumeration 
of the geodesic classes among the V(K), given by their maximal K-mappings. 
D.J. Struik. 

Egorov, I. P.: Riemannian spaces of second lacunarity. Doklady Akad. 
Nauk SSSR 111, 276—279 (1956) [Russisch]. 

Riemannian spaces V,„, allowing complete groups of motions G,, providing that 
r admits permissible values separating the second lacune from the first, are named 
spaces of second lacunarity. The author proves for V,„ the existence of the second 
lacune and resolves the problem of the determination of spaces of second lacunarity 
without assuming, that the fundamental metric form is positive definite. W. Wrona. 

Kuiper, N. H. and K. Yano: Two algebraie theorems with applications. 
Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 59, 319—328 (1956). 

Let O(n) be the proper orthogonal group of all linear transformations wich leave 
invariant a positive definite symmetric tensor g;, and the orientation. In the first 
theorem the authors describe all tensors of kinds (I) v,, h;,, Tji Rn Re 
wich are invariant under O(n). They also give some applications of these theorems 
with respect to the group of motions of a Riemann space and ofa space with asymme- 
tric linear connection. In the theorem 5 they determine all tensors (I) which are invar- 
iant under O (n— 1) (n > 2), the group of proper orthogonal transformations which 
leave invariant a positive definite symmetric tensor G,, and a unit vector u". 

V. Dumitras. 

Kuiper, Nieolaas H.: Groups of motions of order n (n — 1) + 1 in Rieman- 
nian n-spaces. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 59, 313—318 (1956). 

Basing on the algebraic theorems proved by Kuiper and Yano (see the review 
mentioned above), a simple demonstration is given for Yano’s theorem (this Zbl. 51, 
393) presented under a global form. V. Dumitras. 

Singh, Kamla Devi and R.$. Mishra: Infinitesimal deformations of a Riemannian 
space. Rivista Mat. Univ. Parma 7, 79—88 (156). 

A Riemannian V,, is subjected to an infinitesimal deformation «' = x + &/(®). 
The deformed coefficients of rotation are derived, as well as the condition that a 
curve C' may be deformed into another curve 0’. Then forms are presented for trans- 
formations under which the tangents to a curve may be displaced parallelly. Re- 
ference is made to T. Suguri (this Zbl. 52, 177) and K. Yano and S. Sasaki (this 
Zbl. 40, 246). D.J. Struik. 


” 
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Sumitomo, Takeshi: On some transformations of Riemannian spaces. Tensor, | 

n. Ser. 6, 136—140 (1956). 
Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine infinitesimale Transformation 
v heißt pseudo-homothetisch (p.-h.), wenn v konform ist (d.h. Mv)gir —= 09%, für I 
den Fundamentaltensor g;,; ®(v) bezeichnet die Lie-Ableitung bezüglich v und den 
Krümmungstensor R;;;) invariant läßt [d.h. 9v) Rijı= 0]. Es werden Eigen- 
schaften solcher Transformationen untersucht, insbesondere unter der Annahme, 
daß M kompakt ist. Grundlage ist ein Satz von Hopf und Bochner (vgl. 
Yano-Bochner, Curvature and Betti numbers, this Zbl. 51, 394), wonach für M 
kompakt und orientierbar eine p.-h. Transformation eine Isometrie ist. Wir er- 
wähnen folgendes Resultat: Falls M kompakt und die skalare Krümmung negativ 
konstant ist, dann ist eine p.-h. Transformation isometrisch. Eine Reihe von Sätzen 
über p.-h. Transformationen in 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten schließen sich an. 

W. Klingenberg. 


Yano, Kentaro: On pseudo-Hermitian and pseudo-Kählerian manifolds. Proc. 
internat. Congr. Math. 1954 Amsterdam 3, 190—197 (1956). 


A survey of the theory of pseudo-Kähler structures with a bibliography of 
30 titles. H. Guggenheimer. 


Guggenheimer, Heinrieh: Sur la definition des genres d’une variet& complexe 
non kählerienne. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 11, 328—331 (1956). 

On &tablit l’invariance, dans toute modification faite sur une sous-variete 
analytique complexe, de certains caracteres des vari6tes complexes, qui se reduisent 
aux genres geometriques pour les varietes algebriques. P. Lelong. 


Ichijo, Yoshihiro: On the space with dominant affine connection. J. Gakugei 
Tokushima Univ., natur. Sci. Math. 7, 37—46 (1956). 

Verf. konstruiert aus gewissen Größen eines m-dimensionalen affinen Rau- 
mes die Übertragungsparameter eines n(< m)-dimensionalen affinen Raumes V,. 
Dann werden für V, Bedingungen bestimmt, die dafür notwendig und hinreichend 
sind, daß V,„ eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit des m-dimensionalen affinen 
Raumes sei. Zuletzt werden die Bahnen und die projektive Veränderung der Über- 
tragung untersucht, und es wird der Weylsche projektive Krümmungstensor be- 
stimmt. A. Moor. 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgeometrie: 


Segre, Beniamino: Sur l’algebrieit6 des courbes ayant un ordre relatif r6el 
convenable. J. Math. pur. appl., IX. Ser. 35, 43—54 (1956). 

In Verallgemeinerung der Begriffsbildungen der Juelschen Geometrie (Geo- 
metrie endlicher Ordnung) werden Punktmengen der projektiven Ebene in ihrer 
Beziehung zu der Gesamtheit der algebraischen Kurven der Ordnung n untersucht. 
]’seieine unendliche Punktmenge der projektiven Ebene. I’ heiße von der relativen 
Ordnung k,, falls es eine algebraische Kurve der Ordnung n gibt, die k, (reelle) 
Punkte mit "gemein hat, J'aber nicht ganz enthält und wenn ferner jede algebraische 
Kurve der Ordnung n, die mehr als k, Punkte mit 7’ gemein hat, I’ ganz enthält. — 
In der vorliegenden Arbeit werden die Fälle mit k, <3n diskutiert. Ist nZS2n, 
so ist entweder k, — n und J’ besteht aus Punkten einer Geraden, oder es ist Kan 
und J'liegt auf einer nichtzerfallenden Kurve zweiter Ordnung. Bei 2n < kn 3 
und n > 3 folgt k, =3n — 1 oder k, =3n und J' ist ein Teil einer nichtreduziblen 
Kurve dritter Ordnung. Dagegen gibt es Punktmengen I’mitk, <3 (es folgt k, = 3) 
bzw. k, <6 (es folgt k, = 6), die nicht einer algebraischen Kurve dritter Ordnung 
angehören. Für k, <8 folgt sofort, daß I’ auf einer algebraischen Kurve dritter 
Ordnung liegt. Der Fall k, = 9 wird ausführlich untersucht unter der Voraussetzung, 
daß J'eine geschlossene Kurve (mit einem oder mehreren Zweigen) der projektiven 


Ben _ 
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Ebene ist: /’ besteht dann aus den reellen Punkten einer Kurve dritter Ordnung, 
oder /' ist der unpaare Zug einer solchen Kurve, oder /' entsteht aus einer Kurve 
dritter Ordnung mit Doppelpunkt durch Weglassung der Schleife. M. Barner. 


Lane, N.D.: Characteristie and order of a differentiable point in eonformal 
n-space. Trans. roy. Soc. Canada, Sect. III, III Ser. 50, 47—52 (1956). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 70, 391) wurde unter anderem gezeigt, daß 
in der konformen Ebene die zyklische Ordnung eines Punktes im Innern eines Bogens 


2 
nicht kleiner ist als 3 a;, wenn der Punkt differenzierbar ist mit der ‚‚Charakteristik“ 
0 


(a;). Das Entsprechende gilt auch, wie jetzt bewiesen wird, für differenzierbare 
Bogen im n-dimensionalen konformen Raum (Anmerkung: In Zbl. 70, 392, Zeile 14, 
muß es heißen: > p, u> p,v—> p statt: t>p,1> ut»). Otto Haunt. 


BlanuSa, Danilo: A note on Kurepa’s paper „‚On the symmetry“. Periodicum 
math.-phys. astron., 1I. Ser. 11, 247—248 (1956). 

Using the fact that a non-constant polynomial cannot be periodic, the author 
simplifies the proofs of two theorems by D. Kurepa (ef. this Zbl. 66, 404). 

F. A. Behrend. 

Fenchel, W.: Sur les varietes localement convexes des espaces projeetifs. 
Centre Belge Rech. math., Colloque Questions Realite en Geometrie, Liege du 23 
au 26 mai 1955, 95—104 (1956). 

Es handelt sich um eine Verallgemeinerung des bekannten Möbiusschen Satzes, 
demzufolge jede ebene, geschlossene, einfache lokal konvexe Kurve global konvex 
ist. Und zwar werden betrachtet topologische, (n — 1)-dimensionale Mannigfaltig- 
keiten V”—1 und eine lokal topologische Abbildung f von V”! in den projektiven 
n-dimensionalen Raum P*, also &E= f(x) mit ze Vr—1,&e Pr. Es heißt dann f(V"-1) 
lokal konvex, wenn jedes xe V*—1 eine Umgebung U (in V”1) besitzt derart, daß f 
in U eineindeutig ist und daß f(U) mit jeder Geraden des P” höchstens zwei Punkte 
gemeinsam hat. Es wird gezeigt: F(V"1) ist global konvex (d. h. Begrenzung eines 
konvexen Körpers) und V*1 ist homöomorph zu einer Sphäre. — Verf. gibt zwei Be- 
weise. Beim ersten ist n>2, aber f( V”!) wird als einfach vorausgesetzt; er beruht auf 
einer Reduktion vom projektiven auf den sphärischen Raum. Der zweite Beweis gilt 
für n>3, aber ohne die Voraussetzung der Einfachheit von f(V”—1). Otto Haupt. 

Hadwiger, Hugo: Über eine vollständige Schar extremaler konvexer Rotations- 
körper. J. Ber. Deutsch. Math.-Verein. 59, 7—12 (1956). 

Betrachtet wird die Klasse V der konvexen Rotationskörper A des euklidischen 
R,, welche den festen Äquatorradius a haben. W,(A), W (A) Wsv<u<k] seien 
Minkowskische Quermaßintegrale. Ein System © von Ungleichungen @(W,W )> 0 
heißt bei festen Zahlen », u vollständig, wenn es zu nichtnegativen W,, W, dann 


. und nur dann einen Körper A e A gibt, für den W,, W die entsprechenden Quermaß- 


integrale sind, wenn die Ungleichungen für alle @e © gelten. Einem vollständigen 
System © entspricht eine vollständige Schar von Extremalkörpern; das sind die- 
jenigen Körper A, für die in wenigstens einer der Ungleichungen © das Gleichheits- 
zeichen gilt. Es gelingt dem Verf., die bisher bekannten Ungleichungen zu einem voll- 
ständigen System © zu ergänzen, die Extremalkörper aufzustellen (Kugel, Zylinder, 
Zylinder mit angesetzten Halbkugeln, einseitiger Kegel, symmetrische Kugellinse) 
und in einem Blaschke-Diagramm einen Überblick über die Lösung des gestellten 
Problems zu geben. W. Süss. 

Hadwiger, H.: Konkave Eikörperfunktionale und höhere Trägheitsmomente. 
Commentarii math. Helvet. 30, 235—296 (1956). 

Ein über einer konvexen Klasse f? von Eikörpern P, Q, ... des euklidischen X. 
definiertes Funktional o(P) heißt konkav, wenn für P, Q € KR stetso(aP x PQ) 
>aolP) +ßp(Q) I, P> 0, + = 1]ist. Bekanntes Beispiel: 9(P) = W;(P)UR9, 
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wobei W; das i-te Minkowskische Quermaßintegral ist. V = W, ist das Volumen und 


N=kW,_ı die Norm eines Eikörpers. Verf. hat schon früher [Monatsh. Math. 59, 
230—237 (1955)] auf die Tatsache aufmerksam gemacht, daß jedes bewegungs- | 
invariante konkave Funktional unter allen Eiköpern fester Norm den maximalen 


Wert für die Kugel annimmt. Hier zeigt Verf., daß das aus dem polaren Trägheits- 
moment I(P) = [ |s, p|’dp [s Schwerpunkt, p variabler Punkt in BR: dp Punkt- 
dichte] gebildete Funktional 9(P) = I(P)\/%+2 konkav ist, und erweitert die Unter- 
suchung auf die höheren Trägheitsmomente 


IE) eK x -[|s, Pi» +» P„ dpı dp; - . . dp Nenshl, I,(P)= iD; 


k | 
8» 21 .- -» ?22| ist das Volumen des Simplex mit den angegebenen Ecken, Se | n!ke. \ 


Sind K° bzw. K Kugeln, welche dasselbe Volumen bzw. dieselbe Norm haben 
wie P, so wird bewiesen: (*) I(K)>L(P) zI,(P)? =... > 1,(P)Y* = I(K®), 
(**) 7,(P)P— I Py— IP) > z1[0<a<b<c<k]. Weitere höhere Trägheits- 


momente, welche sich von den /„(P) dadurch unterscheiden, daß der Schwerpunkt s | 


durch einen in P variierenden Punkt ersetzt wird, über den mitintegriert wird, sind 
den Z,„(P) proportional mit dem Faktor (n +1) V(P). W. Süss. 
Florian, A.: Eine Ungleichung über konvexe Polyeder. Monatsh. Math. 60, 
130—156 (1956). 
Ist P bzw. P’ ein die Einheitskugel X unterdeckendes (PC .K) bzw. überdecken- 
des (K< P) konvexes Polyeder mit e Ecken, k Kanten und f Seitenflächen vom Volu- 
men V bzw. V’, so besteht die Ungleichung 


(1) Vi = (eo 2.) («8 31) k — (et? 2:) (te =] 


bzw. 

(1) Be (sn :) (18° ll I 1 ’ 

wobei das Gleichheitszeichen für die regulären Polyeder gilt. — Beide Ungleichungen 
wurden von L. Fejes Töth in seinem bekannten Buch (dies. Zbl. 52, 184) ange- 
geben. Jedoch figuriert dort (1) lediglich als wohlbegründete Vermutung; die nicht 
überwundene Schwierigkeit bei einer Beweisskizze bestand darin, die Konkavität 
einer elementaren Funktion von zwei Veränderlichen sicherzustellen. Ein ähnliches 
Hindernis bestand auch bei einem analogen Beweisversuch für (1’), jedoch wurde 
diese Ungleichung von L. Fejes Töth auch auf anderem Wege begründet. — Es 
gelang nun dem Verf. im Anschluß an eine etwas allgemeiner angesetzte Studie über 
konkave (konvexe) Funktionen zweier Veränderlicher und Anwendung auf zwei 
spezielle elementare Funktionen ihre Konkavität (Konvexität) in vorgeschriebenen 
Bereichen zu verifizieren. So vermochte er für die beiden bemerkenswerten Un- 
gleichungen (1) und (1’) zwei methodisch ähnlich verlaufende Beweise zu geben. 

H. Hadwiger. 

Florian, A.: Ungleiehungen über konvexe Polyeder. Monatsh. Math. 60, 
288—297 (1956). 

Verf. vereinfacht den Beweis der Ungleichung (1) [vgl. das vorstehende Referat]. 
Weiter untersucht er, ob sich für die Kantenkrümmung M (Integral der mittleren 
Krümmung) auch Ungleichungen ergeben, die zu (1) und (1’) analog sind. Unter der 
Voraussetzung, daß der Mittelpunkt Z von K dem Polyeder angehört, was keine 
wesentliche Beschränkung bedeutet, daß aber weiter die Fußpunkte der von Z 
aus auf die Trägerebenen und Trägergeraden der Seitenflächen und Kanten 
gefällten Lote diesen Elementen selbst angehören, zeigt er, daß die Ungleichung 


Be / ; 1/2 N 
(Zr k(sin 2.) " is 7) (ee =] arc cos [eo 21) [soseo 2) 


RB 


| 
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'f 


1 
IF 


REINER 


bzw. 


{2 2 . TU 1/2 7 
re) M'>22% (sin 2) (te 24) (te® >) u 1 arc cos [eos 24) (eoseo 7) 
besteht, wobei Gleichheit im Falle regulärer Polyeder besteht. Er vermutet, daß 
diese beiden Ungleichungen allgemein richtig sind. H. Hadwiger. 
Fejes Töth, L.: Triangles inserits et eirconserits A une eourbe convexe spherique. 
Acta math. Acad. Sci. Hungar. 7, 163—167, russ. Zusammenfassg. 167 (1956). 
Es sei C eine konvexe Kurve auf der Einheitskugel, und es bedeute T ein Ring- 
gebiet, dessenRandauszweiineinandergeschachtelten (sphärischen) Dreiecken besteht. 


Bedeutet dann J(T) den Inhalt von 7, so gilt sup J(T) < 6 farc cos rn (y21 ep) 


— arc sin ya (y2ı =) \ . Dabei soll das Supremum über alle 7 genommen 
werden, die C’ enthalten. Das Gleichheitszeichen tritt für den Kreis mit dem Radius 


R= are cos Vya— 3) ein. A. Dinghas. 


Pleijel, Arne: Zwei kurze Beweise der isoperimetrischen Ungleichung. Arch. 
der Math. 7, 317—319 (1956). 

Mit Hilfe einer bekannten, durch integralgeometrische Mittel leicht zu begrün- 
denden Darstellung des Flächeninhalts eines Ovals werden unter Heranziehung der 
klassischen Schwarzschen Ungleichung zwei kurze Beweise der isoperimetrischen 
Eigenschaft des Kreises in der Ebene gegeben. In etwas veränderter Form findet 
sich der erste dieser Beweise in einer früheren Note des Verf. (dies. Zbl. 40, 383), 
der zweite (wie Verf. selbst bemerkt) verwendet ähnliche Hilfsmittel wie Knothe in 
seinem jetzt klassischen Beweis [Man vgl. Blaschke, Einführung in die Differential- 
geometrie (dies. Zbl. 41, 288), S. 33]. A. Dinghas. 


Lenz, Hanfried: Über die Bedeckung ebener Punktmengen durch solche klei- 
neren Durchmessers. Arch. der Math. 7, 34—40 (1956). 

Es sei d, = d,.(M) bzw. d;. = d,(M) die kleinste reelle Zahl mit der Eigenschaft, 
daß die beschränkte und abgeschlossene Punktmenge M in der Ebene durch % ab- 
geschlossene konvexe Bereiche vom Durchmesser < d, bzw. mit k abgeschlossenen 
Kreisbereichen vom Durchmesser < d;, überdeckt werden kann. Die Existenz dieser 
Zahlen ergibt sich mit den üblichen Überlegungen und aus logischen Gründen gilt 
d.(M)< d,(M). Nach einigen für beliebige k > 2 gültigen Abschätzungen, in die 
auch Flächeninhalt und Umfang von M eingehen, behandelt Verf. insbesondere die 
Fällek=3undk =4. Ist M ein konvexer Bereich vom Durchmesser 1, so bestehen 
die Ungleichungen d,(M) < d/(M)< +y3 und d,(M) <d;(M)<+y2. Ein Gleich- 
heitszeichen im rechtsseitigen Teil einer Doppelungleichung zieht auch dasjenige 
im linksseitigen Teil nach sich, und dies trifft dann und nur dann zu, wenn M 


‚ein Kreisbereich ist. Hier kann man — wie dies Verf. tut — auch fragen, ob diese 


für k =3 und k = 4 nachgewiesene Extremaleigenschaft des Kreises auch noch für 
andere Werte von k besteht. — Es wird noch gezeigt, daß für einen Bereich M von 
konstanter Breite l:die Abschätzung d,(M) > 3 — 1 gilt, wobei das Gleichheits- 
zeichen nur von einem Reuleaux-Dreieck beansprucht wird. H. Hadwiger. 

Lenz, Hanfried: Zerlegung ebener Bereiche in konvexe Zellen von möglichst 
kleinem Durchmesser. J.-Ber. Deutsch. Math.-Verein. 58, 87—97 (1956). 

Unter einer Zelleneinteilung eines ebenen konvexen Bereichs B versteht Verf. 
eine Darstellung von B als Vereinigungsmenge von endlich vielen konvexen nicht- 
übereinandergreifenden Bereichen (Zellen) B,(@ =1,..., k), so daß also die Durch- 
schnitte B;,N B; (6 # j) keine inneren Punkte aufweisen und demnach Punkte oder 
Strecken sein müssen. Ist e, =e;,(B) die kleinste reelle Zahl, für die eine Zellen- 
einteilung eines solchen Bereiches B vom Durchmesser 1 in höchstens k Zellen vom 
Durchmesser < e; existiert, so kann die Ermittlung von e,(B) als ein gewöhnliches 
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Minimumproblem mit endlich vielen unabhängigen Variablen interpretiert werden. || 
Diese Aufgabe ist nur scheinbar spezieller, als die Bestimmung der Zahlen d.(B) I 
[vgl. vorstehendes Referat], die sich auf Überdeckungen von B durch beliebige N 
abgeschlossene Punktmengen beziehen, indem Verf. den Nachweis führt, daß |! 
e,(B)=d,(B) gilt. Für diese Zahlen werden die asymptotischen Abschätzungen | 
lim sup kl? e,(B)< 271% (8| B|)}H2 1,24 | B|V2, vn inf kU2 e,(B)>(| Bla)? >1,19| BY? F 
hetgelöttet, wobei |B| den Flächeninhalt von B bezeichnet und & durch | 
x= Max {F,,+(F, + F,)} definiert ist, wo F„ den größtmöglichen Flächeninhalt 'f 
eines n-Ecks vom Durchmesser 1 bedeutet. Wie Verf. vermerkt, ist anzunehmen, |! 
daß beide Grenzwerte übereinstimmen. Eine Verbesserung der Abschätzung nach | 
unten könnte vielleicht durch bessere Kenntnis des Wertes F, erzielt werden; | 
während die F,, für ungerade n durch reguläre Vielecke realisiert werden, ist dies | 


für gerade n nicht der Fall. H. Hadwiger. 


Topologie: 


Papic, Pavle: Sur une elasse d’ensembles ordonnes et les espaces pseudo- 
distaneies. Periodieum math.-phys. astron., II. Ser. 11, 161—168 (1956). 

Etant donn& le nombre ordinal initial w,, et un ordinal y < w,, ensemble Z 
[ou y(w,), dans la notation de !’A.] de toutes les suites de type w, composees de 
nombres ordinaux < y, peut &tre muni d’une structure topologique dans deux ma- 
nieres; en utilisant la structure d’ordre dans cet ensemble, l’ordre &tant d’apres le 
principe de premieres differences, la topologie &tant definie par une base des voisinages 
formes par les intervalles ouvertes; et alternativement par moyen d’une pseudo- 
distance ö definie comme suit: pour = (x,), et y=(y,) de L, ö(z, yJ)=ß, siß estle | 
premier indice tel que 25  Yg. d(x, x) = w,, quelque soit x dans Z. Nous designons 
ces espaces respectivement par O(L) et B(L) [au lieu des designations O,(w,) et B,(w;) 
de l’A.]. Les resultats principaux sont alors: Th. 1: Tout espace B(L) est complet; 
Th. 2: L dans son ordre est partout lacunaire si y est de deuxieme espece; Th. 3: 
O(L) est hom&omorphe a un espace pseudo-distancie (ou distancie) si, et seulement 
si, w, — wg; Th. 4: O(L) contient une partie partout dense qui est un espace pseudo- 
distancie. Th. 5: O(L) est un image continue de B(L); Th. 6: Tout espace pseudo- 
distancie detype D,, et w,-söparable est hom&omorphe ä une sous-espace de B,(w,). 
Th. 7: Tout espace pseudo-distancie de type D,(& > 0) est hom&morphe & un sous- 
espace d’un espace B,(w,), pour un nombre ordinal initiale w’. 


V. S. Krishnan. 


Terechova, N. P.: Über die Vollständigkeit des Raumes der Teilmengen. Trudy 
Sem. funkcional. Analizu 56, Nr. 1, 73—75 (1956) [Russisch]. 

Beweis des bekannten Satzes über die Vollständigkeit des Raumes der abge- 
schlossenen beschränkten Mengen eines vollständigen metrischen Raumes [s. z.B. 
H. Hahn, Reelle Funktionen (dies. Zbl. 5, 389), S. 124]. F. Albrecht. 


Smith, D. Hammond: A note on complete hyperspace. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 52, 602—604 (1956). 

Given a space the author refers to a space whose elements are nonnull closed 
sets and whose topology is derivable from that of the original space as to a hyper- 
space. For the hyperspace of closed subsets of a metrie space a natural metric has 
been defined by Hausdorff. For a complete metric space the hyperspace of bounded 
closed subsets is known to be metric and complete; the generalisation of this result 
that is established here is that the hyperspace of non-empty compact subsets of a 
complete uniform space is a complete uniform space, when the uniform structure 
for the hyperspace is defined by associating to each entourage U of the original space 
an entourage U’ of the hyperspace by setting (A, B) isin U’, for A, B of the hyper- 
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space, ifand only if Ais contained in U(B) and Bis contained in U(A). Asa corollary 
it is shown that the quotient of a complete topological group by a compact normal 
subgroup is also a complete topological group. V. 8. Krishnan. 

Groot, J. de: On some problems of Borsuk concerning a hyperspace of compaet 
sets. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 59, 95—103 (1956). 

Es sei M ein beliebiger metrischer Raum, 2” der Raum aller nichtleeren kom- 
pakten Teilmengen von M, 24 der Raum aller kompakten ANR-Mengen, die in M 
Jiegen; diese Räume werden nach Borsuk (dies. Zbl. 65, 381) mit der Stetigkeits- 
metrik, bzw. Homotopiemetrik versehen. Verf. beweist: 1) 22: ist separabel, während 


2en und 2’ für n > 2 nicht separabel sind (hier ist Z, der n-dimensionale Euklidische 


Raum und Q, der n-dimensionale Würfel); 2) 2 ist separabel falls M separabel ist. 
Damit werden zwei Probleme von Borsuk (l. c.) gelöst. T.Ganea. 


Michael, Ernest: Continuous seleetions. II. Ann. of Math., II. Ser. 64, 562—580 
(1956). 

(Part I, this Zbl. 71, 159.) This is the second in a sequence of the author’s papers 
dealing with continuous selections. Let X, Y be topological spaces and 2° the 
family of non-empty subsets of Y. A function 9:X— 2Y is called a carrier and a 
continuous mapping f:X— Y is called a selection for @ if f(x) € p(x) for everyxe X. 
A carrier 9:X— 2° is called lower semi-continuous (=1.s. c.) if, whenever VC Y 
is open in Y,{xeX o(«) n V=+0}isopenin X. A family ©c 27 is called equi- 
LO” if, for every ye Se © and every neighborhood U of yin Y, there exists a 
neighborhood V of yin Y such that, for every Se ©, every continuous image of an 
m-sphere (m <n) in S NV is contractible in S NU. (Every 8 is equi-LC-!.) In 
case ACX is closed, we write dimy (X — A) sn if dmC <n for every closed 
set C’ contained in X — A. The main theorem of this paper reads as follows: Let X 
be a paracompact space, AC X closed with dimy (X — A) <n +1, Y a complete 
metric space, © a family of non-empty closed subsets of Y which is equi-LC”, and 
9:X—>©l.s.c. Then every selection for 9|A can be extended to a selection for g|U 
for some open UDA. Ifalso every Se © is 0”, then one can take U= X. The proof 
of this theorem takes up most of the paper and is accomplished by successive reduc- 
tions to other assertions. Several interesting corollaries are obtained. K. Morita. 


Bauer, Heinz: Kennzeiehnende Eigenschaften der Alexandroffischen Erwei- 
terung &E eines topologischen Raumes. Bull. Soc. math. Grece 30, 47—53, griech. 
Zusammenfassg. 53 (1956). 

Charakterisierung der Alexandroffschen Erweiterung «E eines regulären T)- 
Raumes E durch: 1. &E ist Hausdorff-Raum, 2. jede in aE abgeschlossene Menge ist 
Durchschnitt von Hüllen abgeschlossener Teilmengen von E, 3. jedes peaE hat 
beliebig kleine in «E abgeschlossene Umgebungen, 4. zu jedem regulären Raster R 
in existiert ein pe «E, so daß jedes Ge R Durchschnitt einer «E-Umgebung von 
p mit E ist. H. Freudenthal. 


Behrend, F. A.: Note on the compactification of separated uniform spaces. 
Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 59, 269—270 (1956). 

To imbed a uniform space in a compact space, the method is suggested here 
of first replacing the given uniform structure by a totally bounded uniform structure 
compatible with the topology of the space, and then of completing the space relative 
to this uniform structure. The main result of the paper is to show that such a totally 
bounded uniform structure exists compatible with the topology defined by any 
uniform structure. This uniform structure is defined by means of a basis of entourages 
(of the diagonal in the squared space) consisting of sets ofthe form U;(E(X,)x E(X,)), 
where the union is over the X, forming any finite partition of the space and # is 
any entourage from a base of symmetric entourages of the original uniform structure. 

V. 8. Krishnan. 
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Kodama, Yukihiro: Note on an absolute neighborhood extensor for metrie | 
spaces. J. math. Soc. Japan 8, 206—215 (1956). f 


Let X be a topological space. X is said to be an absolute extensor (= AE) | 
(resp. absolute neighbourhood extensor (= ANE)) for metric spaces if, whenever | 
Y is a metric space and B is a closed subset of Y, any continuous mapping from B | 
to X can be extended to a continuous mapping from Y (resp. from some neighbour- 
hood of Bin Y) into X. (Cf. E. Michael, this Zbl. 52, 115). X is said to have the | 


weak topology with respect to a closed covering {A,} of X if the union of any sub- 
collection {As} of {A,} is closed in X and any subset of V A, whose intersection | 


with each A, is closed is necessarily closed in X (cf. K. Morita, this Zbl. 53, 124). | 
The main theorem of this paper asserts that if X is a topological space having the '! 
weak topology with respect to a closed covering {A,} and each non-empty inter- 
section of a finite number of sets in {A,} is an ANE for metrie spaces, then X is | 
itself an ANE for metric spaces. The theorems proved by K. Borsuk (this Zbl. 5, | 
265) and by O. Hanner (this Zbl. 48, 410) are immediate corollaries of the author’s 
theorem. K. Morita. 


Hanai, Sitiro: On closed mappings. I, II. Proc. Japan Acad. 30, 285—288 | 
(1954); 32, 338—391 (1956). | 

Es wird zuerst untersucht, wann bei einer stetigen abgeschlossenen Abbildung 
eines topologischen Raumes S der Bildraum E metrisierbar ist. Über die Abbildung | 
muß noch vorausgesetzt werden, daß die Urbildmengen der Punkte von E kompakt 
sind. Dann gilt: (1) Ist 8 ein Hausdorff-Raum mit abzählbarer Basis, und ist E 
kompakt, so ist E metrisch separabel. (2) Ist S metrisch, so ist auch E metrisch. 
(3) Bei metrischen Räumen übertragen sich Separabilität und lokale Kompaktheit von 
S auf E. [Bem. des Ref.: Beim Beweis der Aussage (2) setzt Verf. nicht voraus, daß 
die Urbilder der Punkte kompakt sind, aber ohne diese Voraussetzung ist sein Beweis 
falsch.] In Teil II untersucht Verf., inwieweit sich Parakompaktheit bei einer stetigen 
abgeschlossenen Abbildung eines normalen Raumes S auf einen topologischen [nach 
Whyburn (vgl. dies. Zbl. 36, 124) dann von selbst normalen] Raum E überträgt 
unter der zusätzlichen Voraussetzung, daß die Urbildmengen der Punkte von E 
kompakt sind. Er beweist: (1) Ist 5 abzählbar-parakompakt, so ist es auch E. 
(Hierbei ist die Zusatzvoraussetzung überflüssig.) (2) Ist $S lokal kompakt und hypo- 
kompakt, so ist es auch E. (Ein Raum wird hypokompakt oder stark parakompakt 
genannt, wenn jede offene Überdeckung eine offene sternendliche Verfeinerung 
besitzt.) (3) Ist Z abzählbar-parakompakt oder parakompakt oder metakompakt 
(= schwach parakompakt = punktweise parakompakt) oder hypokompakt, dann 
hat S entsprechend dieselbe Eigenschaft. Bem. des Ref.: Nach E. Michael [Bull. 
Amer. math. Soc. 62, 414 (1956)] ist das Bild eines parakompakten Raumes bei 
jeder stetigen abgeschlossenen Abbildung parakompakt. H. Salzmann. 


Morita, Kiiti and Sitiro Hanai: Closed mappings and metrie spaces. Proc. 
Japan. Acad. 32, 10—14 (1956). 
Under a closed continuous mapping the image of a metric space is metrizable 
if and only if the boundary of the inverse image of every point is compact — and 
consequences of this theorem. H. Freudenthal. 


Morita, Kiiti: On images of an open interval under elosed eontinuous mappings. 
Proc. Japan Acad. 32, 15—19 (1956). 

The image of an open interval under a closed continuous mapping is charac- 
terized by the property of being separable, locally compact, connected, locally 
connected and having at most two endpoints. — An analogous theorem for m end- 
points. — A closed continuous mapping of a semicompact metric space onto a semi- 
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compact metric space can be extended to a continuous mapping of the Freudenthal 
compactifications; the number of endpoints cannot be increased by such a mapping. 
H. Freudenthal. 


Williams, R. F.: Reduction of open mappings. Proc. Amer. math. Soc. 7, 
312—318 (1956). 


X and Y are compact metric spaces and f is an open mapping of X onto Y. X 
being perfectly separable, N,? =1,2,3,...denotes a countable basis of neighbour- 
hoods for X such that the diameter of N; tends to zero as i tends to infinity. Then the 
following are the theorems proved: Th. 1: If R is a non-empty open subset of Y such 
that, for each yin R, f!(y)is a decomposable continuum, then there exists a closed 
proper subset X’ of X such that /|X’ is monotone onto Y and such that X’ contaıns 
X—— MR). Th. 2: If f is light, Y is connected, Y is semi-locally connected at a 
point y, in Y, and f*!(y,) is nondegenerate, then there exists a proper subcontinuum 
X’ of X such that /(X’) is Y. Th. 3: If Y is perfect and, for each yin Y,f!(y) is con- 
nected and locally connected, then there exists a closed subset X’ of X such that 
f|X’ is monotone onto Y and such that if X’’ is a proper closed subset of X’, then 
f|X’” is not onto Y. As corollaries to theorems 1 and 3 are deduced: If Y is a con- 
tinuum and for each yin Y f*!(y) is a decomposable continuum then X isirreducible; 
and, if in addition to the hypotheses of theorem 3, Y is a continuum irreducible be- 
tween two of its points A, B, then there exists asubeontinuum X’ of X such that f| X’ 
is monotone, ontoY, and such that X’ isirreducible between f}(A)- X’ and F!(B)-X. 

V. 8. Krishnan. 


Neugebauer, Christoph J.: A cyelie additivity theorem of a funetional. 1. 
Rivista Mat. Univ. Parma 7, 33—49 (1956). 

Let ® be a collection of Peano spaces lying in a metric space M, let U, be the 
class of all subsets of M which are the union of a finite number of disjoint Peano 
spaces in ® and let A consist of all subsets A of M which are either in U, or satisfy 
the condition that there is a sequence Q, € Wo. 9, < 4° (the interior of A), n =1,2, 

., such that for any compact set X < AP there is an integer n, such that X < Q% 
c 4° forn>n,. For a second metrie space P* let (T,X) be the class of all con- 
tinuous mappings (7, A) from a set AeW into P*. An unrestrieted factorization 
of (T, A) consists of a Peano space M, a subset M* of and two continuous mapp- 
ings, f from A into M* and s from M* into P* such that T=s7. Wewrite T=sf, 
:A>M*, s: M*— P*,M*CM. For a proper cyclic element C of M let r. be the 
unique continuous monotone retraction of M onto ©. Let &(T, A) be a functional 
defined for each (T, A)e (T, X) and satisfying the following conditions: (x) D(T, A) 
is real-valued and non-negative (possibly oo). (ß) If A is a finite union of disjoint 
Peano spaces P,,..., P„in Band (7, A)e (, X) then @(T,A)=P(T,P,))+--- 
0, P,.. Y)yEAEC-U u r = 2, ..., 18 the sequence of Peano spaces 
in ® defined above and (T, A) e (T,X) then O@(T, A) = lim OT, Q,) for n> m. 
(6) For two sets A’, A’ in with 4’ CA’ and (T), AN. rein (2, Y) we have 
Ö(T, A)<Ö(T, 4A’). (e) For Pe®, (T, P)e(Z,U) and an unrestricted factori- 
zation T=sf,f: Po M, s: M— P*, wehave @(T, P) — By Dis roh P) for © EM. 
The main result of this paper is the following theorem which is a generalization of a 
result of Mickle and Rado (this Zbl. 36, 387). Lt 7T=sf, :A>M*, s:M*+>P*, 
= CM, be an unrestricted factorization of (T, A) € R& U) and let P(T, A) be a 
functional defined for each (T, A) e (T, U) and satisfying the above conditions (a), 

., (e). Then S(T, A)= 3 (sro f,@0), C ER, where Sl is the class of proper 
cyclic elements © of M for which there is at least one component G of A such that 
rc H<M* and ENnALG if AeEdN— X, and for each Ce ß, Go is the union of 
all components @ of A for which r, KG) <M* anda n A ZOWAEN—N,. 

. E. Mickle. 
12* 
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Nagata, Jun-iti: Note on dimension theory. Proc. Japan Acad. 32, 568—573 
(1956). er 

Let R be a metrizable space and dim R the covering dimension of R. The 
author defines that a real-valued function o defined on Rx Risa non-Archimedean 
parametrie if i) e(&,y) 2 0, ii) o(&, y) = o(y, x), lü) {ylolz.y) <e} is open for 
every e>0 and every ze R, iv)o(@,y) < max [o(, 2), oly. 2)]- The results 
obtained in this paper are as follows. (1) In order that dim R <n it is necessary and 
sufficient that one can assign to R a metric o(x, y) agreeing with the topology such 
that le, y) = inf {@o(®, 2) + @ol&ı, 2) 4° + Oolep YlmE R}, 00, y) — min 
fa, y)l®=1,...,n +1] for some n+1 non-Archimedean parametrics 0:(® y), 
i=1,...,n +1. (2) In order that a T,-space X be a metrizable space with dim 
X<n it is necessary and sufficient that there exist asequence, >{">t, = I >.m 
of open coverings with order <n +1 (resp. multiplicative coverings with length 
<n+1) such that {S(p,v;) | =1,...} is a basis of neighbourhoods at every 
point p of X. (As for-the definitions of multiplicative coverings and their lengths, 
cf. P. Alexandroff and A. Kolmogoroff, this Zbl. 14, 136). (3) Every 
metric space R with dim R <n can be imbedded topologically in a Cartesian pro- 
duct of n + 1 1-dimensional metric spaces. K. Morita. 

Wilder, R.L.: Coneerning a problem of Alexandroff. Michigan math. J. 3, 
181—185 (1956). 

In his paper “Onlocal properties of closed sets” (this Zbl. 11, 39), P.Alexandroff 
introduced the notion of r-dimensional condensation and employed it to establish 
the invariance of the property of regular (n— r — 1)-accessibility of a closed set in 
Euclidean n-space and in the final section he raised the problem: “What relations 
are there between the absence of condensation (in all dimensions) and local connected- 
ness (also in all dimensions) ®°” Concerning this problem, the author proves in this 
paper the following results: (1) Ifa locally compact Hausdorff space 8 is lc”, then $ 
has no n-dimensional condensation at any point; and ifin addition 8 is semi-(n + 1)- 
connected at some point x, then S has no (n + 1)-dimensional condensation at x. (2) 
If a locally compact, separable, metric space $ is of finite dimension and has no 
r-dimensional condensation at any point (for all r), then 8 is locally connected. 
(1) is a direct consequence of the theorems in the author’s book (Topology of mani- 
folds, this Zbl. 39, 396), while the proof of (2) depends on the theorem (3) below 
which was announced by R.L. Wilder (this Zbl. 14, 417): (3) Let M be a closed 
connected subset of Euclidean »-space such that (a) the diameters of the domains 
complementary to M form a null sequence and (b) if Bis the boundary ofa domain D 
complementary to M then B is regularly s-accessible from Dfors=0, 1,...,n—2; 
then M is locally connected. K. Morita. 

Tanaka, Tadashi: On locally connected continua which are not separated by 
anyarc. J. Sci. Hiroshima Univ., Ser. A 20, 61—63 (1956). 

Let M be a locally connected continuum. Let P, be the property: If p is any 
point in M and L is any arc of M, then there is a simple closed curve in M containing 
Land p. If P, holds for every arc in the interior of L, then M will be said to possess the 
property P,. The author shows that P, is a necessary condition and P, is a sufficient 
condition for M to have no cut are. In case every arc of M can be extended in both 
directions, both P, and P, are necessary and suffieient conditions for M to haveno cut 
arc. Let now M be a locally connected, locally compact and connected closed subset 
of E, and suppose that M hasno cutarc. The author proves that M is a simple closed 
curve, if M is compact, and that M = E,, if M isnot compact. ©. J. Neugebauer. 

Tominaga, Akira: m-conneetedness and polyhedral inner approximations of 
plane peano continua. J. Sci. Hiroshima Univ., Ser. A 20, 65—77 (1956). 

The letter M will denote a Peano continuum in an Euclidean plane x. In terms 
of the proper cyclic elements of M, the author introduces the notion of m-connected- 
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ness, with “l-connected” being equivalent with “simply connected”. The author 
proves that M is simply connected if and only if M has a convex metric such that 
each pair of points can be joined by a unique geodesic segment. Other properties 
as unicoherence, fixed point property, shrinkability, as well as the Brouwer and the 
Phragmen-Brouwer property are equivalent with M being simply connected. The 
main part of the paper consists in showing that Misapolyhedralinnerapproxi- 
mation, i.e., M is homeomorphic with a Peano continuum M* in z so that the 
boundary (relative to z) of each complementary domain of any proper cyclic element 
of M is a simple closed polygonal line, and each dendrite of M* complementary to 
each proper cyclie element of M* is composed of straight line segments. 
C©. J. Neugebauer. 

Fox, William C.: The eritieal points of Peano-interior funetions defined on 
2-manifolds. Trans. Amer. math. Soc. 83, 3383—370 (1956). 

Une ‚‚Peano-interior function“ (P. I. F.) est une fonction reelle, definie et con- 
tinue sur une variete bi-dimensionnelle M [ouverte, ou compacte avec ou sans 

",‚bords“] qui: a) est une representation ouverte de l’int6rieur de M sur la droite, et 
b) est telle que tous les ensembles de niveau sont localement connexes. En &gard & 
la caracterisation des fonctions pseudo-harmoniques par Töki (ce Zbl. 42, 335) les 
P. I. F sont des gen£ralisations naturelles de ces dernieres. — Le principal theoreme 
de l’A., le ‚„‚spoke theorem‘‘, affirme que les lignes de niveau de P. I. F se comportent 
au voisinage d’un point critique, topologiquement, comme celles des fonctions har- 
moniques. Une &tude approfondie des domaines de M delimites par des lignes de ni- 
veau, faite & l’aide de la th&orie des elements eycliques de G. T. Whyburn, conduit 
ensuite ä des conditions suffisantes pour que le nombre des points critiques soit 
fini. Dans le cas ou chaque bord de M est une composante de ligne de niveau, ce 
nombre est 29 +n— 2; ou g est le genre et n le nombre de bords de M. — Le 
Rapporteur fait remarquer que, pour le cas des fonctions pseudo-harmoniques, son 
ouvrage: Principes topologiques de la theorie des fonctions analytiques (ce Zbl. 17. 
378; 72, 76), donne au chap. VI des formules anologues valables dans des conditions 
plus generales concernant le comportement de la fonction au voisinage de la frontiere 
de la variete consid£r£ee. S. Stovlow. 

Wintner, Aurel: Sur le dernier th&or&me de g&om6trie de Poineare. ©.r. Acad. 
Sci., Paris 243, 835—836 (1956). 

It is observed that the well-known fixed point theorem of Poincare and 
Birkhoff can be generalized as follows. Let 8 be a continuously differentiable 
homeomorphism of an annulus X onto itself such that 8 moves points on one 
boundary cirele in a clockwise direction and on the other boundary circle in a counter- 
clockwise direction. Let j(x) denote the Jacobian of ß, m(ß) = min |B(x) — x| and 


d(ß) = min |j(x) — 1|. Then there exists a relationship between d and m such that 
: weX 


m—>0asd—0. W. R. Utz. 
Nagami, Keiö: On some types of polyhedra. Proc. Japan Acad. 32, 245—247 
(1956). | 


Es sei P ein beliebiger unendlicher Eckpunktbereich und n 2 1; mit K(n, P) 
wird der simpliziale Komplex bezeichnet, der aus allen höchstens n-dimensionalen 
Simplexen besteht, deren Ecken zu P gehören. K(n, P) wird mit der Whitehead- 
schen Topologie versehen. Sind nun X ein beliebiger metrischer Raum, € eine ab- 
geschlossene Teilmenge von X, f eine stetige Abbildung von C in K(n, P) und exi- 
stieren beliebig kleine offene Teilmengen G von X derart, daß G > C und dim (X — G) 
<n gilt, so gibt es eine stetige Erweiterung von fauf X. Ferner wird bewiesen, daß 
ein n-dimensionaler simplizialer Komplex Z mit der Whiteheadschen Topologie 
dieselbe Erweiterungseigenschaft dann und nur dann besitzt, wenn er ein Retrakt von 
K(n, P(L)) ist, wo P(L) den von Lerzeugten Eckpunktbereich bedeutet. T.Ganea. 
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Soglio, Letizia Dal: Grado topologico e teoremi di esistenza di punti uniti per 
trasformazioni plurivalenti di 3-celle. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 25, 386—405 


(1956). 
Anexistence theorem on thefix-points of a multivalued mapping of the three-cell 
into itself. I. Fary. 


Fet, A. I.: Involutorische Abbildungen und Überdeckungen der Sphäre. Trudy 
Sem. funkcional. Analizu 56, Nr. 1, 55—71 (1956) [Russisch]. 

Die Arbeit ist eine ausführliche Darstellung der in diesem Zbl. 55, 416 angezeigten 
Ergebnisse. Der Hauptsatz lautet: Ist 9 eine involutorische (#2—= Indentität), stetige 
Abbildung von S” auf sich und F},...., F„ı1 eine abgeschlossene Überdeckung von 
Sr, so gibt es ein F, und ein ae F,, so daß auch d(a) € F; ist. Im Beweis wird eine 
Mannigfaltigkeit //® betrachtet, die aus S” entsteht, indem man die Punkte a und 
d(a) für alle a € S” identifiziert. Da für /7* die Triangulierbarkeit nicht nachgewiesen 
werden kann, betrachtet man hier wahre (Vietorissche) Zyklen mod 2. Es wird für 
eine beliebige topologische Mannigfaltigkeit M* mit involutorischer Abbildung ® 
ein wahrer Basiszyklus c” mit 9 (c*) = c* konstruiert. Folgende weitere Sätze 
werden angegeben: (1) Sei auf der (n +1)-Zelle X mit Rand $ ein stetiges Vektor- 
feld ® gegeben, welches auf S keine Nullstelle hat und der Bedingung genügt, daß 
für ein gewisses # die Vektoren in @e S und in 9a) nicht die gleiche Richtung haben. 
Es hat ® sodann mindestens eine Nullstelle. (2) Sei f eine stetige Abbildung der 
S” in den R*. Es gibt (für vorgegebenes involutorisches 9) mindestens ein a € 8” 
mit f(a) = f(V(a)). F. W. Bauer. 


Weier, Josef: Über Zerlegung eindimensionaler Nullstellengebilde. Math. Z. 64, 
115—122 (1956). 

Ein Fixpunkt « vom Index £ einer Selbstabbildung f eines Raumes läßt sich 
bekanntlich unter geeigneten Voraussetzungen in endlich viele Fixpunkte der Indizes 
;mitY&,;=L(ie=]1,...,m) auflösen, indem man fin der Umgebung von a modi- 
fiziert. In Analogie hierzu wird ein naheliegender Satz über eine stetige Schar 
F(0<r<<l) stetiger Selbstabbildungen einer endlichen r-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit mit dem in 7 stetigen, bei festem 7 isolierten Fixpunkt a” von konstantem 
Index ö bewiesen, der im wesentlichen folgendes aussagt: Zu f" läßt sich eine Schar g? 
finden, die außerhalb einer Umgebung der a” mit f” übereinstimmt und die als Fix- 
punkte innerhalb dieser Umgebung genau m stetig von r abhängende Punkte a; 
hat, und zwar solche vom Index £, mit NL; =£. Es ist a =aP, al = al, aber für 


e<r<l sind die a; voneinander verschieden. W. Franz. 


Weier, Josef: Lokale Wesentlichkeit von Abbildungen und eindimensionaler 
Zusammenhang von Polyedern. Arch. der Math. 7, 201—203 (1956). 

Die bekannten Sätze über Fixpunktindizes bei Polyedern K müssen, wie man 
weiß, den zweidimensionalen Zusammenhang [vom Verf. eindimensionaler Zusammen- 
hang genannt; siehe etwa K. Reidemeister, Topologie der Polyeder (dies. Zbl. 19, 
186), 5.45] von K voraussetzen. Dies wird an zwei Beispielen dargetan, an der 
Gleichwertigkeit der lokalen Wesentlichkeit eines Fixpunktes mit dem Verschwinden 
seines Indexes, ferner an der Auflösbarkeit eines Fixpunktes in endlich viele Fix- 
punkte mit derselben Indexsumme. W. Franz. 


Weier, Josef: Über die Ausnahmepunkte von Abbildungen zweidimensionaler 
Mannigfaltigkeiten in die Kugelfläche. Arch. der Math. 7, 374-376 (1956). 

Es wird bewiesen: Ist f eine stetige Abbildung von beliebigem Grade einer end- 
lichen zweidimensionalen Mannigfaltigkeit A in die zweidimensionale Sphäre B, so 
gibt es eine zu / homotope Abbildung f! derart, daß die Gleichung f!(p) = c bei vor- 
gegebenem Punkt c auf B höchstens einen Lösungspunkt p in A hat. 


W. Franz. 
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Whitehead, George W.: Homotopy groups of joins and unions. Trans. Amer. 
math. Soc. 83, 55—69 (1956). 

Let X be a (m— 1)-connected space, and Ya (n— l)-connected CW-complex 
(m,n > 2). By suitably filtrating the homotopy groups of the join space A*Y 
relative to the subspace X* y,,y,€Y, it is shown (Theorem 5.5) that the graded 
group n(X *Y) of 3,n,(X *Y) is the limit E° of a certain spectral sequence {Er} 


for which E&,2 Hnıp (Y;rm+4(X)) for g<m—2 (H denotes the homology 
deduced from the augmented singular complex). Taking in particular the Eilen- 
berg-Maclane complexes K(G, m) and K(r, n) with m, n > s as the spaces X and Y 
respectively, the author deduces the Cartan’s symmetry relation A,(n, G) x A, (G,r) 
between the „stable“ Eilenberg-MacLane groups A,(n,@) = H„..[2, n; G), n suffi- 
ciently large (Corollary 6.2). As a second application of the general theorem, con- 
sider the union X v Y of two spaces X, Y as a subspace of X xY. As MIA<E, 
XvY)xn,+1(X *Y) for r sufficiently small, some informations about the homotopy 
groups of (X xY, XvY) or X vY may be obtained, showing that in general 
they are not generated by “generalized Whitehead products” of the homotopy 
groups of X and Y, even in low dimensions. Wu Wen-tsun. 


Iwata, Köichi: Note on Postnikov invariants of a loop space. Töhoku math. J., 
II. Ser. 8, 329—332 (1956). 

Sei X ein Raum mit (X) —0. Es gibt einen Faseraum (E(X), p, X) mit Ge- 
samtraum E(X), Basis X und Projektion p: E(X)— X und einer Faser, die isomorph 
zu (X) ist. Dabei ist E(X) =E(X,x,) der Raum aller von x,€ X ausgehenden 
Wege, genommen mit der ‚„‚compact-open-topology‘. Verf. beweist den folgenden 
Satz: Die Postnikov-Invarianten von Q(X) (= Schlingenraum von X) sind die 
Bilder der Postnikov-Invarianten von E(X) unter der Kohomologieeinhängung 2% 
in (E(X), p, X). Dieser Satz verallgemeinert einen Satz von H. Suzuki über Eilen- 
berg-MacLane Invarianten eines Raumes X mit z,(X) = 0 für 0 <ı<n,n<ı<gq 
(l<n<<g), der besagt: Es ist kA] (Q (X)) = 2 k2+1(X), wobei 2: He+!(n,,n,7,)> 
H“(z,,n — 1,7,) die Kohomologieeinhängung ist. F. W. Bauer. 


Toda, Hirosi: On the double suspension Z?. J. Inst. Polytechn., Osaka City 
Univ., Ser. A, 7, 103—145 (1956). 

The author investigates the double suspension E?: m;_1(S"—1) — m; 1(5”*1), 
n even. Thisisequivalent to the injection homomorphism 9; ("1 >r;_ı (228773), 
where Sr-1c Q(Sr)c Q2 (Sr+!) by the usual embeddings; thus the failure of #? 
to be isomorphic is measured by the groups r, (Q?($”+1), 8"=2). Let 8% be the 
reduced product, in the sense of James (this Zbl. 64, 415), of k copies of S”, relative 
to a given base point. Then there are embeddings 8” < 8? < Q(S”+!) and the in- 
jection homomorphism 7,(8%) > r,(2(8"”+!)) is isomorphie for r<(k+1)n—1. 
The exact homotopy sequence of the triple (22(8”+1), Q(87?), S=1) may be written as 
(8)... rirı(2Sr+t), 8b) > u (AS), 8°) > m lH), N) .... 
Let C, be the class of finite abelian groups of order prime to p, where p is 
prime. The author proves, by the methods of spectral cohomology theory, that 
 r1(lQ(S®+t), SZ 1) and ;.45 ($?”+!) are O,-isomorphic and that ;_ı (Os) 
and 7,($P"—!) are O,-isomorphic. By these theorems the p-primary component of 
the sequence (8) may’ be translated as (8”)...— mi+2(SP”+1; p) An, (SP"Tt;p) 
— 15 1(Q(8"+1), 61:9) ...,fori> pn— 1, wheren(; ») indicates the p-pri- 
mary component of the given homotopy group. Moreover, for odd p, A is such 
that AB2: n, (SP; 9) n,(SP®—1;p) is induced by a map f: SP"! Sol 
degree p, and ($’) is, in a certain sense, natural with respect to maps Sn—1— Sm, 
From this the author deduces that 32 (n;_1(8”-'); p)) > pP? i+1(8"*'; p) and that 
p" 7. 1(8%+1; 9) =0 for odd p. [For an approach to the study of E* by looking at 
the Pontryagin ring of 22 (S"+1), see J.C. Moore (this Zbl. 71, 387); both Moore 
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and Toda conclude by listing caleuiations of the p-components (odd p) of homotopy | 


groups of spheres which flow from the results of their papers together with certain 


unpublished but current results in the stable case. The reviewer warns that some of | 


these results are under grave suspieion, to say the least, in view of recent work of 


Borel, Bott and others. ] P.J. Hilton. 
Hilton, P. J.: Note on the higher Hopf invariants. Proc. Cambridge philos. 


Soc. 52, 750—752 (1956). 
Soient i,, i, les applications identiques de 8” dans la reunion 87 v 85; soit « un 


el&ment de ,(8”). On a alors l’identite: (i, +%)oa=hoa +%oa+ 2 Pg+3 ° Hl) 
q | 


oü les p, sont des ‚produits basiques“ dela fome: p,; = Bee) Di ai alR 
et oü les H, sont les invariants de Hopf correspondants. Repondant & une question 


de Massey, l’A. montre que ces invariants de Hopf ne sont pas nuls dans le cas 


suivant: n pair, a= 04 ol oe Ntg„_1(S*) est d’invariant de Hopf k,2 en, (S?”1), | 


r<6n—5. Alors, dans la formule pr&cedente, ona H,(&) =H,(a) =0, Hy,(a&) =H,(a) 
— H,(a) = k?.H,(). R. Thom. 

Paechter, 6. F.: The groups z,(V,,m). I. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 7, 
249—268 (1956). 

Let V,„,m be the Stiefel manifold of ordered sets of m mutually orthogonal unit 
vectors in euclidean n-space R”. Then the homotopy groups p „, — 7% +p(Vr+m,m) 
are tabulated in the cases 0 <p<ö5,alk;p=6,k=1,2;andp=17,k=1. The 
determination of these groups are based on the homotopy sequence of a fiber space 
applied to canonical fibrations of Stiefel manifolds. The present paper gives the 
details of a part of these determinations. Wu Wen-tsun. 

Inoue, Yoshiro: On a condition of the extendability of a cross seetion. Math. 
Japonicae 4, 1—4 (1956). 

Let X be a fiber bundle with fiber F over the CW-complex X; L stands for a 
fixed sub-complex of K. A crosssection y,,_ı over Mm-1— Km-1\,L can be extended 
to M®, if and only if the boundary homomorphism r,(M”, MP) — sum_ı(F) is 
trivial; this condition depends on y»—ı only. A new proof of a theorem of Hilton 
follows from this result. I. Fary. 

Hermann, Robert: Compaet homogeneous almost complex spaces of positive 
characteristie. Trans. Amer. math. Soc. 83, 471—481 (1956). 

Determination des quotients @/L, ou G est un groupe de Lie compact connexe, 
L un sous-groupe connexe de rang maximum, qui admettent une structure presque 
complexe invariante. Ce sont des produits directs d’espaces de m&me nature pour 
lesquels @ est simple. En dehors du cas homogene complexe, dejä traite par H. C. 
Wang (ce Zbl. 55, 166), ou L est le centralisateur d’un tore de G, on trouve, pour 
G simple, douze espaces. La representation lineaire d’isotropie est irröductible dans 
le reel lorsque L est le centralisateur d’un el&ment d’ordre 3 de @. Cette determina- 
tion repose notamment sur celle des sous-groupes de rang maximum des groupes de 
Lie compacts, faite par J. de Siebenthal et le rapp. (ce Zbl. 34, 307). 

A. Borel. 

Vesentini, Edoardo: Campi di elementi lineari complessi sopra una varietä 
complessa compatta. Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 42, 325—379 (1956). 

This paper contains a detailed exposition of results earlier announced (this Zbl. 
72, 182). Let V be a compact, complex analytic manifold of complex dimension d. 
Let f,,...,/7,(1<<r<<d) be r meromorphie functions on V, satisfying the following 
conditions of regularity:: 1) the locus of indetermination of f; is a non singular (d — 2)- 
dimensional complex analytic subvariety F, of V; in a suitable neighbourhood of 


every point of F; f; is representable in local coordinates by =; 2) all level hypersur- 


2 
faces of f,i=1,..., r, are irreducible and possess at most one ordinary double 
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point, not lying on F;; 3) forr > 2 every h-tuple (2 <h<r) of varieties Ds LE 
intersect along a compact complex analytic variety of dimension d—.h, regularly 
embedded in V; the locus of points peV, such that the tangent spaces to the level 
hypersurfaces off}, ..... , f, passing through p intersect along a linear space of dimen- 
sion at least d—h +1 consists of F,,...., F, and a compact analytie subset 
Jh» --., }n) of V; 4) for every h-tuple f,, ..., f, all irredueible components of 
Js... , f„) have dimension A — 1. These conditions are fulfilled for example in 
the case ofr “general pencils in general position” on an algebraic variety. The purpose 
of the paper is to express the homology class of J(f,, ..... , f,) (the “locus of contact” 
of the pencils determined by fı, . . . ‚ f,) in terms of the homology classes of F\,..., F, 
and the Chern classes of Y. In the case r =1 the number of level hypersurfaces 
containing a double point is obtained. In cohomological language the result is as 
follows. Let c,€ H?‘(V,Z) be the i-th Chern class of V, s,;e H2(V,Z) dual to the 
homology class of F, and j(f}, - . . , f,) € H?2"+2(V,Z) dual to the homology class 
022) (17,9%.0% 7.) Then 


d 

ee DD MtdD.. (+ lam...s6 
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The method of proof in the general case is essentially the same as in the caser = 1, 
which is described in the review referred to above. The case r =d can be treated 
by simple direct arguments. In the case 1 < r <.d, let © be the bundle of covariant 
tangent vectors to V, and let ©’ be the associated bundle with fibre L(d, r), the mani- 
fold of independant r-tuples of 1-dimensional subspaces of a d-dimensional complex 
vector space. A special section in ©’ is constructed, which is defined everywhere 
but on J(f,...,f,) and F\,...,f,. In a conveniently chosen neighbourhood of 


2% 

UF, this section can be deformed in such a way that after the deformation the singu- 
i=1 
lar locus consists of J(f, ... , f,) and of an algebraic cycle © of dimension r— 1, where 
C is the sum of eycles on F,, ..., F,, singular for a special section in the bundle 
with fibre L(d — 1, r), associated with the bundle of covariant tangent vectors to 
F,,..., F, respectively. Application of the second Hauptformel of Kundert now 
gives (*). The main difficulty lies of course in the deformation process, this being 
complicated by the fact that J(f,..., /,) and F},..., F, intersect. (*) was found for 
the algebraic case by Eger and Todd; it was a starting point for one of their defini- 
tions of the canonical classes on an algebraic variety. 4A.J.H. M.van de Ven. 

Sehwartz, Marie-Helene: Classes de Chern des quadriques complexes. Bull. 

Sei. math., II. Ser. 80, 144—155 (1956). 


Let Q* be the quadrie 29%? +: + +1? = 0 in the complex projective space 
Pr+1, Elie Cartan gave the following homology basis for Q":P, Oo <k<,n, 


Q,4n<Iisn, and two Pr ifn=2m. Let y,(P*, P*) = i& N ') be the value 
of the r-th Chern class of P* on the cycle P® < Pr. The author computes the value 


c,(n, p) of the r-th Chern class of Q* on the cycle Q; by Cartan’s result this gives the 
complete determination of the Chern classes of Q*. She proves that c,(n, p) 


+ c,(n SE 1,P—]1) =2 % 5 r by computing the indices of a special r vector field 
defined in Prt! near Pr. I. Fary. 
Guggenheimer, H.: Modifications of a manifold in one point. Math. Japonicae 
4, 5—11 (1956). 4 { 
Soit M, V une modification de M en un point 9 (i.e. M — V est hom&omorphe 


i R i a, 
& M—p). En se restreignant au cas ou V est connexe sans singularites, I’A. 
montre que la cohomologie de V est une algebre de polynomes & un generateur (sur 


186 


Z, ou &ventuellement sur Z); outre les cas classiques ou V est un espace projectif 
reel ou complexe, il est difficile de dire si les autres possibilites ont lieu effectivement. 


De plus, P’A. calcule 7 *(M), isomorphe additivement a H*(M) ®H *(P), et deter- 
mine les classes caracteristiques de M en fonction de celles de M. R. Thom. 


Guggenheimer, H.: Modifications in real and complex eurves. Math. Japonicae 
4, 33—47 (1956). 

Etant donnde une variet® M contenant une sous-variete V, ’A. appelle modi- 
fication de M le long de V tout couple M, V (V sous-variste de M) tel que les comple- 
mentaires M — V, M — V soient homeomorphes. Par comparaison des voisinages 
tubulaires de V dans M, resp. V dans M, I’A. usant de la suite exacte de Gysin, 
est capable de donner de nombreuses relations entre les cohomologies de V, V ainsi 


que M, M. Cesresultats, trop nombreux pour &tre cites ici, contiennent bien entendus 

les cas classiques de l’&clatement des sous-varietes complexes; mais les resultats 

prevoient bien d’autres cas, correspondant & des eclatements quaternioniens ... etc, 

dont il n’existe d’exemple concret que dans peu de cas; l!’A. n’aborde pas le probleme 
2 

de savoir si ces cas se prösentent effectivement. R. Thom. 


Ford, 6. W., R. Z. Norman and G. E. Uhlenbeek: Combinatorial problems in 
the theory of graphs. II. Proc. nat. Acad. Sci. USA 42, 203—208 (1956). 

Hier werden im wesentlichen dieselben Fragen behandelt wie in dem von G. W. 
Ford und G. E. Uhlenbeck verfaßten Teil I (dies. Zbl. 71, 391) mit dem Unter- 
schied, daß die Punkte der Graphen nicht bezeichnet sind. Bei den beiden in dem 
Referat zu I unter (3) genannten Problemen tritt jedoch an die Stelle der Anzahl der 
Sterne mit p Punkten und % Kanten, die bisher noch nicht untersucht ist, die ent- 
sprechende Anzahl r(p, k) der Graphen. Der zusammenfassenden Darstellung liegen 
die schon bei I zitierten Arbeiten verschiedener Verfasser zugrunde. Tabellen für 
rı(p, k) und für die Anzahl y(p, k) der Sternbäume bis p = 7 finden sich in der Disser- 
tation von R. J. Riddell, für z(p, k) auch in der Arbeit von F. Harary. 

E. Schönhardt. 

Ford, 6.W. and 6. E. Uhlenbeek: Combinatorial problems in the theory of 
graphs. III, IV. Proc.nat. Acad. Sci. USA 42, 529—535 (1956) ; 43, 163—167 (1957). 

III. [Teil II s. vorstehendes Referat.] — Gegenstand dieser dritten Note ist das 
Studium des asymptotischen Verhaltens der in den beiden ersten gefundenen Lösun- 
gen, wenn die Anzahl p der Punkte groß wird. Im Fall, daß eine der dort eingeführten 
abzählenden Reihen in einer Umgebung des Ursprungs konvergiert, wird die Kenntnis 
des analytischen Verhaltens der durch sie dargestellten Funktion dazu benützt, das 
asymptotische Verhalten ihrer Koeffizienten zu bestimmen. Die verwendete Methode 
ist eine Verallgemeinerung der vonR. Otter (dies. Zbl. 32, 126) für Cayleysche Bäume 
benutzten. Es sei z.B. T(p) die Anzahl der Wurzelsternbäume mit p bezeichneten 
Punkten, deren Sterne einer gegebenen Menge M von Sterntypen (co) mit den Punkt- 
bzw. Symmetriezahlen q, bzw. s, angehören, und d sei der größte gemeinsame Teiler 
der Zahlen q, — 1. Für einen Graph dieser Art ist dann p = 1 (mod d). Ist M end- 


lich, so hat die Reihe 7(x) = > en einen positiven Konvergenzradius z,. 
=1 
Aus den Entwicklungen von I folgt dann 7(x) = T, — b(x, — x)? +... , wo beine 
angebbare en von dw = Tao), %, und den “Zaun Io, $, ist. Daraus folgt 
schließlich 7’(p) = —-bdn 112 x, P+UDp—-12 (p— 1)! Der asymptotische Wert für 
die entsprechende Anzahl t(p) der Sternbäume ist p-mal kleiner. Für reine Husimi- 
Bäume, deren Sterne sämtlich m-Ecke sind, ist exakt 7(p) = pr—-1/2rn! mit 
n = (p — 1)/(m — 1) ganz. Obwohl M für gemischte Husimi-Bäume nicht mehr end- 
lich ist, läßt sich die Methode auch auf diese anwenden. Verff. finden in diesem Fall 
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x, = 0,23874, b = 0,87170 und stellen fürp =1,2,...,6den asymptotischen Werten 
von £(p) die exakten gegenüber, z.B. t(6) 5297, exakt = 5676. — In ähnlicher Weise 
lassen sich die entsprechenden Probleme bei Graphen lösen, deren Punkte nicht 
bezeichnet sind. Wegen Kompliziertheit der allgemeinen Formeln beschränken sich 
die Verff. dabei auf Husimi-Bäume und -Wurzelbäume, wobei sich Formeln der 
gleichen Bauart ergeben. — Für die durch {(p) abgezählten Graphen wird auch noch 
die Frage beantwortet, welchen Bruchteil der Gesamtpunktezahl aller abgezählten 
Graphen diejenigen Punkte derselben ausmachen, welche einem bestimmten Stern- 
typus angehören. — IV. Beider Herleitung der asymptotischen Ausdrücke in Teil III 
dieser Publikationsreihe war eine wesentliche Voraussetzung die Endlichkeit der 
Menge I der benutzten Sterntypen, wodurch die Konvergenz der abzählenden Reihe 
gesichert wurde. An Hand von Ergebnissen von R. J. Riddell und G. Polya (loc. 
eit. in I; dies Zbl. 71, 391) wird hier zunächst gezeigt, daß die abzählenden Reihen für 
Sternbäume mit p Punkten (bezeichnet oder nicht) divergieren, wenn über dieMengeM 
gar keine Voraussetzung gemacht wird. Dann wird bewiesen, daß Konvergenz auch 
bei unendlichem It sicher dann eintritt, wenn dieZusammenhangszahl u der benutzten 
Sterne beschränkt wird. Dies hat nämlich zur Folge, daß die benutzten Sterne nur 
endlich vielen Typen homöomorpher Sterne angehören; für Sterne eines solchen Typs 


Io 
ist aber die Reihe $(z) = 6>: - konvergent mit Radius 1, woraus die Behauptung 
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folgt. Die Beschränktheit von u ist jedoch keineswegs notwendig. Ob überhaupt 
in diesem Sinne notwendige Bedingungen aufgestellt werden können, bleibt offen. — 


Den Schluß bildet eine Betrachtung über den Durchschnittswert (1/s) der reziproken 
Symmetriezahlen aller Sternbäume mit p unbezeichneten Punkten, für den sich der 
asymptotische Ausdruck A gP—U2 ergibt. g ist für u < c kleiner als 1, nähert sich 
aber mit wachsendem c der 1, z.B. ist für Cayley-Bäume (c = 0) g = 0,9196, für ge- 
mischte Husimi-Bäume (c=]1) g = 0,9303. E. Schönhardt. 


Borovikov, V. A.: Eine mit Fragen der Quantenelektrodynamik zusammen- 
hängende topologische Aufgabe. Uspechi mat. Nauk 11, Nr. 3 (69), 113—118 (1956) 
[Russisch]. 

Verf. beschäftigt sich mit einer Vereinfachung der von R.P.Feynman zum 
Studium der Quantenelektrodynamik eingeführten Schemata, die er als endliche, 
nichtgerichtete, zusammenhängende, reguläre Graphen vom dritten Grade ohne 
Brücken (und Schlingen) auffaßt. Unter einem Knotenpunkte bzw. einer Kante ver- 
steht Verf. eine Ecke bzw. eine Linie in der Ebene, wobei zwei Ecken durch mehr 
als eine einzige Linie verbunden werden können. Ist ein Teilgraph eines solchen 
Graphen mit seinem komplementären Teilgraphen gerade durch zwei bzw. drei 
Linien verbunden, so heißt er $S- bzw. V-Schema. Eine $S-Reduktion des gegebenen 
Graphen besteht darin, daß ein S-Schema (samt den beiden verbindenden Linien — 
Bem. des Ref.) weggelassen wird und dann die übriggebliebenen Ecken-Endpunkte der 
beiden verbindenden Linien mit einer Linie verbunden werden. Eine V-Reduktion 
besteht darin, daß ein V-Schema weggelassen wird und dann die Endpunkte der 
verbindenden Linien identifiziert werden. Durch eine 8- bzw. V-Reduktion eines 
gegebenen Graphen bekommt man einen sog. äquivalenten Graphen. Führen wir 
eine solche Reduktion auf diesem äquivalenten Graphen aus, bekommen wir wieder 
einen äquivalenten Graphen usw. Nach einer endlichen Anzahl von Schritten er- 
halten wir einen äquivalenten Graphen, der kein S- oder V-Schema enthält, den 
sog. irreduziblen Graphen. Verf. zeigt, daß ein zum gegebenen Graphen äquiva- 
lenter irreduzibler Graph durch eine endliche Menge von paarweise disjunkten 
S- und V-Schemata, die noch einige weitere Nebenbedingungen erfüllen müssen, 
bestimmt wird. Einige Definitionen, Behauptungen und auch Beweise sind unvoll- 
ständig und darum in gewissem Maße unklar. K. Culik. 
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e Temperley, H.N. V.: Changes of state. A mathematical physical assessment. | 
London: Cleaver-Hume Press 1956. XI, 324 o. 50s. 

This is a broad review of a variety of phase transitions, described by a still 
greater variety of models. After a short historical introduction follows & thermo- 'B 
dynamical classification of possible types of transitions, based on a generalization l. 
of Ehrenfest’s higher order transitions by Tisza. The considerations on general | 
features, such as cooperative processes, long and short range interaction, irreversible 
effects, metastable states and fluctuations give a clear survey of the field, but the | 
discussions on the fundamental aspects and the statistical mechanical foundations Re 
(in particular of irreversible processes and metastable phases) appear somewhat 
superficial and disappointing. The remaining part of the book is devoted to a critical | 
discussion of the special models, which have been used for all kinds of special phase |; 
transitions like those between vapour, liquid and solid state, between order and | 
disorder in alloys, processes of solution and absorption, phenomena of ferromagnetism | 
antiferromagnetism and ferroelectrieity, lambda-point anomalies in solids and finally | 
the phase transitions of superconductors and of liquid helium. The merits and | 
deficiencies of models for the same type of transition are weighed against each other. | 
Models for different kinds of transitions are related to each other and special atten- | 
tion is paid to the appropriate transcription of the variables. It is unavoidable that 
the assessments of the author (which occur to the reviewer as being more physical | 
than mathematical) are sometimes subjective. The author has succeeded in bringing | 
some order in this disordered field. The representation is not always perfectly ba- 
lanced. It has mainly the character of a review, referring to textbooks for fundamen- | 
tal principles and to special articles for details, but sometimes it gives a quite detailed | 
elementary treatment, e. g. of the symmetry character of the quantum state vector 
for identical particles. The reviewer has not succeeded in finding in the fairly exten- 
sive bibliographies at the end of the chapters all the references quoted in the text. 
The book has been well got up. H.J. Groenewold. 


Elastizität. Plastizität: 


Hanin, Meir and Markus Reiner: On isotropie tensorfunetions and the mea- 
sure of deformation. Z. angew. Math. Phys. 7, 377—393 (1956). 

Grundsätzliche Untersuchung über die isotropen Beziehungen, die zwischen 
zwei symmetrischen Tensoren zweiten Ranges bestehen können. Sind x7 und y,, 
diese Tensoren, so sind also Relationen y, = F(x’) Gegenstand der Untersuchung. 
Gezeigt wird, daß die allgemeinste Relation dieser Art vom zweiten (und nicht höhe- 
rem) Grade in den Tensoren ist entsprechend y=FP,&%+Mh&+ Rx 2%. Die 
Skalaren F,, F,, F, sind im allgemeinen Potenzreihen in den Hauptinvarianten NER 
I;, I; der x,. Insofern ist die gefundene Beziehung von beliebig hohem Grade in 
den Tensorkomponenten. Die Relation wird näher untersucht, die Koeffizienten 
werden bestimmt. Als Beispiel für die Darstellung einer physikalischen Größe durch 
einen Tensor wird die in der Elastizitätstheorie auftretende , ‚Verrückung‘‘ genommen. 
Das Maß der ‚‚Verrückung“ ist Definitionssache, es gibt verschiedene Verrückungs- 
maße (Cauchy, Green-St. Venant, Hencky, Almansi-Hamel). Die (tensoriellen) Be- 
ziehungen unter ihnen werden untersucht. Auf die Rolle der Erfahrung bei der 
Herstellung der Tensorrelationen wird hingewiesen. E. Hardtwig. 


Falk, Sigurd: Biegen, Knieken und Schwingen des mehrieldrigen geraden 
Balkens. Abh. Braunschweig. wiss. Ges. 7, 74—92 (1955). 

In Statik und Dynamik der Stabwerke hat die Matrizenmethode neuerdings 

Eingang gefunden. Verf. gibt einen Überblick über die allgemeine Theorie der Über- 
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tragungsmatrizen (er nennt sie Leitmatrizen) für die Differentialgleichung n-ter Ord- 
nung und wendet sie dann an auf Biegung, Knickung und Schwingung des geraden 
Balkens: Beim Problem 4. Ordnung existieren für jedes Feld 4 Int.-Konst., von 
denen im ersten Feld zwei durch die Randbedingungen festgelegt sind, die beiden 
anderen erhält man aus den Randbedingungen für das letzte Feld, indem man mit 
Hilfe der Matrizen die Übergangsbedingungen zwischen den Feldern ‚‚automatisch“ 
erfüllt. Bei homogenen Problemen ergibt sich insbesondere der Eigenwert aus 
der Nullforderung für eine Determinante zweiter Ordnung (unabh. von der Zahl 
der Felder). — Drei Beispiele. K. Marguerre. 


Falk, S.: Die Kniekformeln für den Stab mit n Teilstücken konstanter Biege- 
steiligkeit. Ingenieur-Archiv 24, 85—91 (1956). 

Die im vorstehenden Referat kurz geschilderte Methode der Übertragungs- 
matrizen wird auf den n-feldrigen Knickstab ohne Zwischen-Stützen, aber mit be- 
liebiger Lagerung an den Enden angewandt; mit Hilfe einer Art von verallgemeiner- 
tem Additionstheorem für die trigonometrischen Elementarlösungen gelingt es dabei, 
zu geschlossenen Knickformeln für den Stab mit 1,2, 3,..., n Feldern zu kommen. — 
Diese Formeln werden besonders übersichtlich wenn die Stabenden ‚‚statisch be- 
stimmt‘“ gelagert sind (dann kann man sie — Anm. des Ref. — auch aus einer 
Matrizen zweiter Ordnung benützenden Theorie gewinnen); von diesem Typ sind 
die beiden Beispiele. K. Marguerre. 


Falk, S.: Die Berechnung des beliebig gestützten Durchlaufträgers nach dem 
Reduktionsverfahren. Ingenieur-Archiv 24, 216—232 (1956). 

Dieselben Übertragungsmatrizen, die der Verf. an früherer Stelle (s. vorstehende 
Referate) zur Lösung von Eigenwertproblemen des Balkens benutzt hat, wendet er 
hier auf die Balkenstatik an. Die Last wird als eine fünfte Spalte in die Matrix ge- 
schleust, der Vektor w, o, M, @ durch eine 1 auf die fünfte Ordnung gebracht. Drei 
Beispiele erläutern den Rechnungsgang mit allen die numerische Arbeit erleichtern- 
den Kniffen; ein Vergleich des Rechenaufwandes mit dem beim üblichen Elimina- 
tionsverfahren notwendigen zeigt die Konkurrenzfähigkeit der Übertragungsmatrizen 
auch im Felde der reinen Statik. K. Marguerre. 

e EI-Hashimy, Mohamed M.: Ausgewählte Plattenprobleme (Exzentrische Kreis- 
ringplatte; Einflußflächen der Kreisplatte; Rechteckplatten mit Aussparungen). (Mit- 
. teilungen aus dem Inst. f. Bautechnik, Nr. 29.) Zürich: Verlag Leemann 1956, 96 S., 
36 Fig. Fr. 10.40. 

Die Arbeit untersucht einzelne der exakten Berechnung zugängliche, bisher 
aber noch nicht explizit behandelte Plattenprobleme. Zunächst, die Untersuchung 
Flügges von 1928 fortsetzend, die exzentrische Kreisringplatte mit Hilfe von 
Bipolar-Koordinaten, dann (mit derselben Mathematik) die durch eine exzentrische 
- Einzellast beanspruchte Kreisplatte (ausgewertet bis hin zu den Einflußfeldern der 
Stütz-Größen). Schließlich die Rechteckplatte mit kreisförmiger Aussparung, wobei 
sich zeigt, daß die punktweise Erfassung der Randbedingungen (an den geraden 
Außenrändern) mit wesentlich weniger Rechenaufwand zu Ergebnissen führt, die 


ebenso genau sind wie die mit Hilfe der kleinsten Fehlerquadrate gewonnenen. 
K. Marguerre. 


Paria, Gunadhar: Stress distribution in a thin parabolie plate due to a concen- 
trated force at the focus. Bull. Caleutta math. Soc. 48, 181—190 (1956). 

Elastic stress components in a plate with a parabolic boundary under the in- 
fluence of a concentrated force acting along the parabola axis in its focus, can be 
found by superposing the solution for the force in an infinite plate with a second 
solution where the external forces are acting on the parabolic boundary and are 
equal and of opposite direction as the stress components for the first case. Stresses 
for the second force system are determined if three harmonic functions are known; 
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taking one of them in the form of an integral transform, the two other conjugated l 
functions can be determined. The displacement components can be derived from fi 
two further conjugate functions. A comparison of stresses in the parabolic plate with \ 
those in a plate bounded by a straight line is also being made. A. Kuhel). 


Supino, Giulio: Calcolo approssimato delle piastre elastiehe. Atti V. Congr. 'f 
Un. Mat. Ital. 154—188 (1956). | 
L’A. passe en revue les differentes approximations dues aux hypotheses utilisees 
dans la theorie classigue des plaques planes &lastiques et les approximations faites | 
dans la solution des &quations de ces plaques. L’article est bas6 sur une bibliographie 
tres 6tendue (quoiqu’il manque beaucoup de travaux importants, par exemple les 
travaux soviötiques) et les principales methodes de calcul y sont indiquees. 
P. P. Teodoresceu. 

Rao, C. V. Joga: Long reetangular plates subjeeted to line loads. Proc. Ist 
Congr. theor. appl. Mech., Nov. 1—2, 1955, 65—86 (1956). 
Die lange Rechteckplatte, welche längs einer Linie parallel zu den langen Recht- | 
eckseiten belastet wird, längs deren die Platte unterstützt ist, wird für den Fall ein- | 
facher Auflagerung und den Fall fester Randeinspannung auf ihr elastisches Verhalten } 
(Biegemomente, Auslenkung) untersucht. J. Pretsch. 


Seth, B.R.: Bending of T-plate. Proc. st Congr. theor. appl. Mech., Nov. 1—2, \ 
1955; 87—90 (1956). | 
Es wird das Biegungsproblem einer gleichmäßig belasteten und allseitig frei | 
drehbar gelagerten Platte von T-förmigem Grundriß untersucht. Um die Lösung ! 
dieses Problems zu finden, denkt man sich die Platte in zwei Rechteckteile getrennt. 
Für jeden Plattenteil wird die Lösung w in Form w = w, + w, angegeben, wobei w, |! 
eine Partikularlösung der Differentialgleichung der Plattenbiegung und w, eine har- 
monische Funktion bedeuten. Aus Rand- und Übergangsbedingungen längs der | 
Berührungslinie der beiden Teilplatten erhält man die Bestimmungsgleichungen für |} 
die Konstanten der Funktion w, und somit die Lösung des Problems. 
V. Bogunovic. 
e Menn, Christian: Kreisringträger und Wendelfläche. (Mitteil. Inst. Bau- 
statik E.T.H. Zürich Nr. 30). Zürich: Verlag Leemann 1956. 1248. Fr.13.45. 
Die Arbeit, hervorgegangen aus dem Kreis der bautechnischen Untersuchungen 
von Stüssi und Lardy, behandelt eine technisch wichtige und mathematisch noch 
erreichbare Schale, die Wendelfläche. Als Vorbereitung den gekrümmten Stab und 
die Kreisringplatte, wobei die ausführliche Diskussion auch der eingespannten 
Platte besonders wertvoll ist. — Die Schalengleichungen werden in einem Anhang mit 
Hilfe des Tensorkalküls hergeleitet, im Hauptteil diskutiert und durch Reduktion 
auf die wesentlichen Gliedernäherungsweise gelöst. Behandelt wird im einzelnen: 
die unendlich lange Wendelfläche (drehsymmetrisch), die endlich lange (Fourier- 
entwicklung für den Winkel), beide an den Rändern r = const gelagert, schließlich ' 
die freitragende, deren Verhalten sich von dem der Kreisring-Platte natürlich | 
wesentlich unterscheidet. — Ausführliches Literatur-Verzeichnis. | 
K. Marguerre. | 
Chatterjee, B. B.: Stresses] in certain thin blades rotating about an axis lying | 
in their middle plane. Z. angew. Math. Mech. 36, 231—233 (1956) | 


Der Verf. berechnet die Komponenten des Spannungstensors von rotierenden 
dünnen elastischen Schaufeln, die von Parabeln oder Lemniskaten berandet werden. 
Nach der Methode von Stevenson [Philos. Mag., VII. Ser. 34, 766—793 (1943)] 
werden die Spannungen durch zwei komplexe Potentiale dargestellt. Die Lösung 
der Aufgabe mit den Randbedingungen läuft dann auf die Bestimmung von Kon- 
stanten hinaus bei geeignetem Ansatz für die komplexen Potentiale. 


E. Meister. 
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Adkins, J. E.: Assoeiated problems in two-dimensional elastieity. J. Mech. 
Phys. Solids 4, 199—205 (1956). 


Bei der üblichen Behandlung elastizitätstheoretischer Probleme erscheinen erste 
und zweite Randwertaufgabe als von einander unabhängige Probleme: bei der ersten 
Randwertaufgabe sind am Rande die Spannungen, bei der zweiten Randwertaufgabe 
die Deformationen gegeben — in beiden Fällen ist nach den Spannungen und Defor- 
mationen im Innern des elastischen Körpers gefragt. Benutzt man zur Formulierung 
der Probleme aber die komplexe Schreibweise, so nehmen beide Probleme analytisch 
ähnliche Form an. Hier eröffnet sich die Möglichkeit, durch einen Rechenvorgang 
zwei oder mehr an sich grundverschiedene Probleme der Elastizitätstheorie zu lösen. 
Dies wird anhand zweier Beispiele dargelegt: bei einem Kreisring sind jeweils die 
Spannungen bzw. Verrückungen an der Oberfläche vorgeschrieben; ein unendlich aus- 
gedehnter Körper mitim Innern kreisförmiger Begrenzung ist im Unendlichen einer 
gleichmäßigen Spannungsverteilung unterworfen. E. Hardtwig. 


Conroy, M.F.: The elastie stresses at the boundary of a symmetrically shaped 
hole in an infinite plate loaded by normal boundary forces in the plane of the plate 
Bull. Caleutta math. Soc. 48, 47—54 (1956). 


In eine unendlich ausgedehnte, elastische Platte ist ein symmetrischer Hohl- 
raum eingelassen. Aut die Begrenzungsfläche dieses Hohlraumes wirken — in der 
Ebene der Platte — entweder streifenförmige oder punktförmig konzentrierte Kräfte. 
Berechnet werden die Spannungen an den Begrenzungsflächen des Hohlraums. 
Zur Lösung der Aufgabe wird die Methode der Funktionentheorie verwendet, wie 
sie von Sokolnikoff (1941) und später von Muskhelishvili entwickelt worden 
ist. Die Form des Hohlraums kann dementsprechend nicht beliebig sein. Verf. 
wählt sie von solcher Art, daß sie (als in der z-Ebene liegend gedacht) durch eine 


[ m 
Funktion z2=£&[4A, + & A„&**| auf den Einheitskreis der Z-Ebene abgebildet 
n=1 


wird (k > 2, die Koeffizienten A, reell und beschränkt, so daß die Wurzeln von dz/d£ 
innerhalb des Einheitskreises der Ö-Ebene liegen). Die gefundenen Resultate sind 
anwendbar auf Platten von solcher Ausdehnung, daß die an den Außenflächen in- 
folge der Belastung auftretenden Spannungen vernachlässigt werden können, 

E. Hardtwig. 


Payne, L. E.: On a class of plane and axially symmetrie problems in elastieity. 
Proc. 1st Congr. theor. appl. Mech., Nov. 1—2, 1955 1—8 (1956). 

En considerant un corps isotrope ou orthotrope, I’A. indigue un proced& pour 
attaquer certains problömes & limite (le demiplan et la bande plane). En utilisant la 
representation d’Airy pour les tensions et pour les döplacements & l’aide d’une fonc- 
tion biharmonique et la representation d’Almansi d’une fonetion biharmonique & 
- Y’aide de deux fonctions harmoniques, — l’A. trouve une representation des tensions 
et des döplacements & l’aide des deux fonctions harmoniques. Pour les problemes 
speciales consideres on admet certaines relations simples entre les deux fonctions har- 
moniques, ainsi qu’une des tensions ou un des döplacements soit nul sur la ligne de 
separation. En posant la deuxieme condition aux limites, le probleme est reduit 
ä la recherche d’une fonction harmonique pour laquelle on connait sur le contour sa 
valeur ou celle de la derivee normale ou une combinaison entre ces deux. Par analogie 
on peut extaindre ces resultats aux problömes & symetrie axiale. 

P. P. Teodoreseu. 


Lang, H.A.: The affine transformation for orthotropie plane-stress and plane- 
strain problems. J. appl. Mech. 23, 1—6 (1956). 


En utilisant une transformation affine du typex=ax, y=by', TA. etend 
la solution de tout probleme isotrope de tension plane ou de deformation plane, au 
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problöme plane similaire pour un corps orthotrope, caracterise par trois constantes | 
slastiques (les quatre constantes 6lastiques independentes — en general Ne d’un | 
corps &lastique orthotrope sont li6es par une relation obligee). Bour exemplifier, on 
traite le problöme du demiplan elastique actionne par une charge concentree. 

P. P. Teodorescu. 


Herrmann, George and I. Mirsky: Three-dimensional and shell-theory analysis 
of axially symmetrie motions of eylinders. J. appl. Mech. 23, 563—568 (1956). 


It is known that in the course of proposed theories of shells various objections | 
have been raised and that was emphasized by Vlasov that certain shell theories are 
in contradiction to the principle of conservation of energy. Systematic procedures 
for deducing shell theories of various degrees of accuracy, starting from three-dimen- 
sional equations, were discussed by a number of authors (Hildebrand, Reissner, 
Thomas, Kennard, Epstein, Naghdi, Berry). However, solutions obtained 
by different theories should be compared not only on a relative basis, but also with 
solutions of the three-dimensional equations of elastieity. The present paper is 
intended to be a first contribution in this direction, because the simplest problem 
is selected for consideration. The frequency of axially symmetric free vibrations in 
an elastic, isotropie, eircular eylinder of medium thickness is studied. To be in good 
agreement with the solution of the three-dimensional equations for short wave 
lengths, an approximate theory has to include the influence of rotatory inertia and 
transverse shear deformation — similar to Mindlin’s plate theory. The conclusion 
which can be drawn is that for large wave lengths Z,ö = h/L < 0,035, h is the thick- 
ness of the shell, the elementary membrane shell theory yields good results. It is 
stated that in propagating a harmonic wave, a thin shell behaves in a different man- 
ner in two regions, depending upon whether the wave length is smaller or larger than 
the transition length. For wave lengths larger than the transition length, the shell 
may be well described by the membrane theory, because bending effects are negligible 
and curvature terms are predominant. In opposite case curvature terms become 
negligible and the shell behaves like aflat plate (Mindlin’s plate theory). It isshown 
that an analogous behavior occurs in hydrodynamics for the case of capillary waves 
taking gravity into account. It is emphasized that the foregoing remarks are valid 
only for lower phase velocities and are not necessarily true for velocities of higher 
modes, or group velocities, neither are they necessarily valid for nonaxially symmetric 
motions. D. Raskovic. 


Ionov, V.N.: Das Gleichgewicht eines elastischen diekwandigen Rohres, das 
unter der Wirkung eines auf einem Abschnitt von der Länge 2e angreifenden inneren 
Druckes steht. Vestnik Moskovsk. Univ. 11, Nr. 5 (Ser. fiz.-mat. estestv. Nauk 3) 
13—24 (1956) [Russisch]. 


The A. treats the equilibrium problem of thin infinite long eylinder under 
internal pressure on the length 2c. This problem is solved by means of displacements 
and the governing equations of this problem are M?y=0, with the operators 
M=(0]ör) L+ 8/0, L=ölör + rt, y= Ow]dx or dulör. The solution is assumed 
in the form y(r, &) = R(r) X(x), where R(r) is the combination of Bessel’s functions 
I(Ar), Y(Ar) and X(&) the combination of trigonometrie and hyperbolie functions 
of} 2;)is unknown parameter. The case of the ring pressure in the inner surface of a 
cylinder is treated. The obtained integrals are broken in two integrals, the first 
in the limits A = 0 till 16 and the second from 16 till®o. In the first case Bessel’s 
functions are developed in the series, in the second asymptotic expression of these 
functions are used. The analysis of these formulas shows that in the region of the 
applied pressure big local stresses act. The case when the pressure acts on the 
length 2c is treated in detail also. D. Raskovic. 
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Bronskij, A. P.: Die Deformationsgeschwindigkeit eines Hohlzylinders unter 
innerem Druck. Vestnik Moskovsk. Univ., Ser. Mat., Mech., Astron., Fis., Chim. 11, 
Nr. 1, 13—16 (1956) [Russisch]. 

Assuming a homogeneous thin cylinder under the action of a big internal pressure 
the equation of motion is given in the form do,/ör + (0, — o,)/r = oe Ar/öt? with the 
condition of plastieity and the condition of conservation of mass during the defor- 
mation: („—o,)/r =20o,/rY3; ?=rR + R—a; r = r(£, ro). Ihe internal 
pressure is supposed proportional to the volume, p=p,(a/R)3*, 14<k<A4, Po Dan 
By means of the substitution y = Rja, dy/d« = zi® one obtains the linear 
differential equation dz/dy + Az = B, where A and B are the functions of y, with 
the condition that y—=1 when z=0. For solving this nonhomogeneous equation 
the method of variation of constants is used. It is shown that the function z(y) 
increases from O till the maximum, which depends from m, where (b/a)? = 1 -+ m2. 
The speed of the deformation depends on this function z(y). The case m < 1 im- 
portant in the practice is treated. The approximative value for the deformation 
veloeity is given; it is shown that the time of the deformation can be expressed by 
means of cyklometric function of limiting deformation (e) and stress (0,). 

D. Raskovic. 

Hersch, Joseph, Albert Pfluger und Andreas Schopf: Über ein simultanes 
Differenzenverfahren zur Abschätzung der Torsionssteifigkeit und der Kapazität 
nach beiden Seiten. Z. angew. Math. Phys. 7, 89—113 (1956). 

Die Verff. betrachten die Torsion eines prismatischen Stabes mit dem Quer- 
schnitt @. Mit der Lösung (x, y) des Problems Au = — 2 in Q, u =(0 auf dem 
Rande /', dem Schubmodul @ und dem spezifischen Verdrehungswinkel ® erhält man 
bekanntlich bei geeigneten Idealisierungen die Torsionssteifigkeit P = 2 [[ udxdy 

Q 


die Spannungsfunktion ®O= @.d-u und den Schubspannungsvektor 7 —= (®,, — ®,). 
Ziel der Arbeit ist es, der Abschätzung von P von unten her mit dem Dirichlet’schen 
Prinzip (Prinzip von Castigliano) nach dem Vorgange von Pölya eine solche von 
oben her mitdem Thomson’schen Prinzip (Prinzip der minimalen potentiellen Energie) 
an die Seite zu stellen. Annäherung von Q von innen her durch ein quadratisches 
Gitter der Maschenweite A möge n innere Netzpunkte ergeben. Löst man dann das 
System der Differenzengleichungen 8 u, — Y (8 Nachbarwerte) = 6 h?, so folgt aus 


dem Dirichlet’schen Prinzip nach Pölya 2h? Y u,< P. Die Verff. zeigen: Nähert 


1 
man Q von außen her durch ein analoges Netz von N Zellen Q,; an, und bestimmt 
man die N Werte einer ‚Zellenfunktion“ U, aus den Differenzengleichungen 
4 U, — 3 (4 Nachbarwerte) =2h?, dann folgt aus dem Thomson’schen Prinzip 


PR»: (2 > U, — on . Diese Abschätzung läßt sich noch verbessern. Die 
%CQ 3 
Bereichsränder erfordern eine besondere Diskussion. Die Pölya’sche Abschätzung 
läßt sich so modifizieren, daß man mit der Auflösung eines Gleichungssystems zur 
Bestimmung oberer und unterer Schranken für P auskommt. Beispielsweise ist 


1 il 4 20 
mi22 en +32 0-72 Dre: 


Darin kennzeichnen: A alle an ausspringenden Ecken liegenden Gitterpunkte mit 
2 Nachbarn, E alle an einspringenden Ecken liegenden Gitterpunkte mit 4 Nach- 
barn, Q alle inneren Gitterpunkte. Betrachtungen zur Schrankenkonvergenz für 
h— 0 schließen sich an. Ein numerisches Beispiel bestätigt die Brauchbarkeit der 
Schranken. Schließlich werden die Ideen analog übertragen auf die Abschätzung 
der Kapazität elektrischer Kondensatoren aus zwei ganz im Endlichen liegenden ge- 
schlossenen Flächen, von denen eine die andere umschließt. @. Bertram. 


Zentralblatt für Mathematik. 73. 13 
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Byeroft, 6. N.: Forced vibrations of a rigid eircular plate on a semi-infinite | 


elastie space and on an elastie stratum. Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 248, 
327—368 (1956). 

Der Verf. untersucht den Spannungs- und Verschiebungszustand in einem elasti- 
schen Halbraum und in einer elastischen starr gestützten Schicht, falls in diesen 
elastischen Medien durch eine harmonisch bewegte starre Kreisscheibe fortschreitende 
Wellen erzeugt werden. Folgende speziellen Bewegungen der Kreisscheibe werden 
betrachtet: Bewegung senkrecht und parallel zur Begrenzungsebene des Halbraumes, 


ferner Drehungen der Scheibe um Achsen senkrecht und parallel zu dieser Be- |} 


grenzungsebene. Die Untersuchung wird in Zylinderkoordinaten durchgeführt, für 


die Partikularlösungen werden Produktansätze gemacht. Aus ihnen gewinnt man | 


durch Integration über einen Parameter Lösungen in Gestalt uneigentlicher Inte- 
grale, die die Bedingungen am Rand des Halbraumes erfüllen. Diese Integrale 
Fourier-Besselscher Art werden durch Integration im Komplexen, durch Reihen- 
entwicklungen und mit Hilfe numerischer Methoden ausgewertet. Schließlich wird 
noch das Ergebnis von Versuchen mitgeteilt, die die Theorie gut bestätigen. Bei die- 
sen Versuchen wurde der elastische Halbraum durch einen Block aus Schaumgummi 
verwirklicht. A. Weigand. 
Budiansky, Bernard and J. Mayers: Influence ofaerodynamic heating on the effec- 
tive torsional stiffness of thin wings. J. aeronaut. Sci. 23, 1081—1093 + 1108 (1956). 
Reasoning intuitively that the axial stress o, (produced, for instance, in the 
presence of axial thermal stresses) of a longitudinal element of a beam on suffering 
twist follows the fiber and hence assumes the direction of the fiber in the new twisted 
position, and superposing the torque due to the axial stresses to the torque due to the 
St. Venant shear stresses, the authors easily find the formula (already derived 
by J. N. Goodier, this Zbl. 39, 406) on the basis of general equations of nonlinear 
elastiecity) (1) (@Iy)GD=1+ (J o,r?dA/G@GI\ for the effective torsional stiff- 


ness @ I,,; of the beam (G shear modulus, I torsional stiffness constant, r radial 
distance from centre of twist to point in cross section, A cross-sectional area). Axial 
stresses o, due to temperature on a free-end beam (such as a wing or a stabilizer) 
being necessarily self-equilibrating (that is, net thrust and bending moment due to 
o, being zero) (1) is independent of the axis of twist. Equ. (1) shows that a distri- 
bution of stress o, compressive (negative) in the vicinity of the leading and trailing 
edges of a wing causes a decrease in torsional stiffness. — It is shown that such di- 
stributions of thermal stresses are produced by the aerodynamic heating encountered 
in accelerated flight. Specifying to a two-dimensional double-wedge profile (1) is 
applied to calculate the torsional stiffness changes under the following assumptions: 
For time 7< 0 the wing flies at Machnumber M,, the initial wing temperature at 
t — 0 being the adiabatic wall temperature corresponding to M,. Adiabatic wall 
temperature as function of the local Machnumber is applied with a recovery factor 
7. At 7 —=0 the wing suddenly acquires a speed with Machnumber M j; the free 
stream temperature 7’. is assumed constant throughout the flight. For 7 > 0 the 


temperatures in the wing cross section are calculated assuming the heat transfer 


coefficient A = const along the chord, assuming the temperature constant throughout 
the wing thickness at each station (thin wings), and neglecting radiation effects as 
well as heat conduction along the chord (and along the span). The axial stresses on 
the cross section are calculated on the basis of the elementary theory that assumes 
that plane sections remain plane, with no lateral restraint. All material properties 
such as elastic moduli and coefficient of thermal expansion, are assumed invariant 


with temperature, and all deformations are assumed to be elastic. — This leads to the 
result 


2) (ELEND =1— (Ea/a) T,- IM? — Milde] -(y — 1)]2)-n,- A) 
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where E Young’s modulus, & coefficient ofthermal expansion, d/c relative wing thick- 
ness, y ratio of specific heats. A isa time parameter defined by2=2h (0, ad), 
0m being the mass density and c,, being the specific heat of wing material, d maximal 
wing thickness. A(A) is given by A= (1/8) (e”?(4% +72 +92) + Bi(— 1) 
x (107?+89°+74)), Ei being the exponential integral. With 7,—0.9 and y=1.4equ. 
(2) gives (G 1,,/@ min = 1 — 0.00821 (E a/O)T z (M7 — Ms)/(d/c)? and thus the 
interesting result that [(@ I, )/(E Dmin is not dependent on the magnitude of A. 
Although being exact only for the assumed infinite acceleration from M, to M ; this 
result remains nearly valid in many cases of moderately rapid acceleration as is shown 
by an analytic study of the effects of finite acceleration in the appendix of the paper, 
which uses the Mach-number-time variation M = M ‚(z/r,)?'° with the corresponding 
time variation h = h,(r/r,)?'? of the heat transfer coefficient (based on a simple 
empirical formula for h for the case of turbulent boundary layer), 7, being the time 
when M, finally is reached. — There are many interesting numerical studies in this 
paper. Only few may be cited as, for instance, the results on the effective torsional 
stiffness time history of a solid steel double-wedge wing of 36 inch chord and 
d/c = 0.03 flying at an altitude of 50.000 feet and suddenly accelerating from a 
subsonic M, (approx. M,—0 without great error being introduced) to M,=2,3 and 4, 
showing that there is only 22.5% of the original stiffness after a flight of 1.25 min 
with M, = 3; or the studies on material variation showing the superiority of titanium 
over steel and of steel over aluminium; or the studies on Machnumber and airfoil 
thickness ratio effects; or the studies of finite acceleration effects, showing that, in 
general, the relieving effects of finite acceleration are quite small if ), is about one or 
less. — The investigation is partly extended to include solid constant thickness sec- 
tions and hollow double-wedge sections, and free-end effects are studied in an appen- 
dix to get rid of the assumption of twodimensionality. H. Behrbohm. 


Roy, 8. K.: On the biharmonie analysis of thermal stresses around openings in 
struetures. Proc. lst Congr. theor. appl. Mech., Nov. 1—2, 1955, 125—140 (1956). 
Per un sistema piano non semplicemente connesso si determina la distribuzione 
degli sforzi termoelastici facendo ricorso, con procedimento laborioso, alla funzione di 
Airy ed al potenziale termoelastico, in presenza o meno di un irraggiamento termico 
superficiale. Il lavoro & completato da analisi numeriche ed esempi. 
T. Manacorda. 


Reiner, M.: Second order effeets in infinitesimal elastieity.. Verformung und 
Fließen des Festkörpers. Koll. Madrid 26.—30. Sept. 1955, 203—207 (1956). 

Man kennt die strenge Form des Verrückungstensors der klassischen Elasti- 
zitätstheorie. In seinen Komponenten treten neben den ersten Ableitungen der 
Verrückungen nach den Raumkoordinaten auch deren Produkte auf — die in der 
‚ Regel vernachlässigten Glieder zweiter Ordnung. Bei kleinen elastischen Verfor- 
mungen sind diese Glieder zweiter Ordnung ohne weiteres vernachlässigbar, und das 
Bild, das die Theorie dann von den Vorgängen entwirft, stimmt weitgehend mit der 
Erfahrung überein. Die Vernachlässigung ist aber nicht in allen Fällen 
kleiner Deformationen legitim. Verf. zeigt, daß es Ausnahmen gibt, bei denen 
die Vernachlässigung nicht vorgenommen werden darf, obwohl die Verrückungen 
berechtigterweise als infinitesimal behandelt werden dürfen. E. Hardtwig. 


Kauderer, H.: Ein nichtlineares Elastizitätsgesetz; Aufbau und Anwendungs- 
möglichkeiten. Verformung und Fließen des Festkörpers. Koll. Madrid 26.—30. 
Sept. 1955, 187—202 (1956). 

Zunächst wird der Linearisierungsprozeß der klassischen Elastizitätstheorie, 
speziell das Hooke’sche Gesetz, analysiert. Den wesentlichen Inhalt des Hooke’schen 
Gesetzes sieht Verf. darin, daß der (durch einen Kugeltensor) dargestellte Anteil an 
der gesamten Verzerrung des Körperelementes allein durch den Kugeltensor-Anteil 

13- 
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des dort herrschenden Spannungszustandes bestimmt wird und ebenso der Deviator- 
anteil der Verzerrung allein durch den Deviatoranteil des Spannungszustandes. Von 
diesem physikalischen Sachverhalt ausgehend, wird nach einem nichtlinearen Elasti- 
zitätsgesetz gefragt, das folgende Forderungen erfüllen soll: 1. Die auf die Volum- 
einheit bezogene, an einem Körperelement aufzubringende Formänderungsarbeit 
soll sich darstellen lassen als eine eindeutige Funktion der Komponenten des Ver- 
zerrungstensors; 2. der Werkstoff sei homogen-isotrop; 3. der oben angeführte In- 
halt des Hooke’schen Gesetzes soll weiter gelten; 4. für infinitesimal kleine Ver- 
zerrungen soll das aufzustellende Elastizitätsgesetz die Form des Hooke’schen Ge- 
setzes annehmen. Auf Minimalsätze wird hingewiesen, ebenso werden grundlegende 
Versuche zur Bestimmung der im Gesetz auftretenden Konstanten beschrieben. 


E. Hardtwig. 


Post, E. J.: Finite deformations II. Physica 22, 741—750 (1956). 

Proseguendo le sue ricerche (v. questo Zbl. 70, 190) sulla geometria delle defor- 
mazioni finite, ’A. svolge qui diverse considerazioni di carattere semiclassico dal suo 
diverso punto di vista. T. Manacorda. 


Ramakanth, J.: Finite deformation of aelotropie and composite bodies. II. 
Proc. 1st Congr. theor. appl. Mech., Nov. 1—2, 1955, 153—162 (1956). 

Die von Shepperd und Seth für isotrope Stoffe behandelten Probleme einer 
zylindrischen Röhre, die auf Innen- und Außenfläche normalen Zugkräften unter- 
liegt, aber durch passenden Zug am Rohrende in ebenem Dehnungszustand gehalten 
wird, sowie der Röhre, bei der das Innere nach außen gekehrt wird, werden nach 
der in Z. angw. Math. Mech. 35, 453—459 (1955; dies. Zbl. 66, 420) entwickelten 
Theorie endlicher Deformation für Stoffe mit hexagonaler Aelotropie analytisch 
gelöst. J.Pretsch. 


Donnell, L. H.: Effect of imperfeetions on buckling of thin eylinders under 
external pressure. J. appl. Mech. 23, 569—575 (1956). . 

Die durch das Experiment bestimmte Beullast der Kreiszylinderschale liegt 
bekanntlich beunruhigend tief unter der von der Stabilitätstheorie vorhergesagten. 
Diesem Phänomen hat der Verf. schon mehrere sorgfältige Untersuchungen gewid- 
met, zuletzt 1950 (s. dies. Zbl. 39, 202) unter Heranziehung der zum erstenmal von 
v. Kärmän für dieses Problem vorgeschlagenen Theorie großer Deformationen. 
Diesmal wird der kritische Außendruck bestimmt, und zwar wieder mit Hilfe der 
Energie-Methode auf Grund eines Ansatzes für die Beulform, und unter Berück- 
sichtigung der Fließ-Möglichkeit infolge Form-Ungenauigkeiten. Die dimensionslose 


o-g-Auftragung für verschiedene Parameter ///r t zeigt, daß nur für die lange Schale 
(nicht immer, wie bei Längsdruck) die Tragfähigkeit oberhalb der Stabilitätsgrenze 
abfällt. Die zahlenmäßige Übereinstimmung mit dem Experiment läßt sich, wie beim 
Längsdruck-Problem, durch einen die Formungenauigkeit kennzeichnenden Para- 
meter Ü erzwingen — und zwar für durchaus wirklichkeitsnahe U-Werte. Über die 
noch offene Frage des Einflusses der Einspannungsbedingungen an den Zylinder- 
schalen will Verf. später berichten. K. Marguerre. 


Shuleshko, P.: Buckling of reetangular plates uniformly eompressed in two 
perpendicular direetions with one free edge and opposite edge elastically restrained. 
J. appl. Mech. 23, 359—363 (1956). 

Eine rechteckige, dünne, elastische Platte ist an ihren beiden Rändern x = 0 
und x = a einfach unterstützt, der Rand y = b ist elastisch mit einem Medium ver- 
bunden und der Rand y = 0 ist frei. Die Platte wird in ihrer Mittelebene an den 
Rändern x =0 und x =a durch gleichmäßig verteilte Kräfte P, und entlang den 
Rändern y = 0 und y = b durch ebensolche Kräfte P, beansprucht, wobei ln 
0<v<®; bei schrittweiser Steigerung der Kraft P, wird jene Grenze erreicht, 
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bei der die flache Form der Platte instabil wird. Die Formel für die „kritische Kraft“ 
P.r läßt sich angeben. Die Differentialgleichung des Problems und seine Lösung 
wird für vier Sonderfälle angegeben. E. Hardtwig. 

Klein, Bertram: Buckling of simply supported plates tapered in planform. 
J. appl. Mech. 23, 207—213 (1956). 

Die Knicklast einer allseitig gelagerten Trapez-Platte (b,, b,, h) unter Längs- 
last N,, N, an den Quer-, und Schublast an den Längsrändern, wird mit Hilfe der 
Kollokationsmethode bestimmt: Wie bei der Energiemethode wird für die Beulform 
ein Ansatz gemacht, dessen Koeffizienten diesmal aber nicht aus einer Energie- 
bedingung gewonnen werden, sondern aus der Forderung, daß die Differentialglei- 
chung in einzelnen Punkten (oder Linien) des Plattenbereichs erfüllt werden soll. 
Zahlenergebnisse für Parameter-Kombinationen N,/N,, b,/b, und h/b,. 

K. Marguerre. 

Dimaggio, F. L.: Eifeet of an acoustic medium on the dynamie buckling of 
plates. J. appl. Mech. 23, 201—206 (1956). 

Der Ausbeulvorgang bei einer durch plötzlich aufgebrachten Längsdruck 
„dynamisch‘ ausbeulenden Platte wird durch die Anwesenheit eines bettenden Me- 
diums modifiziert. Verf. führt die Rechnung unter Benutzung der Laplace-trans- 
formation durch (Rücktransformation mit Hilfe des Residuensatzes) und zeigt, daß 
im Falle des Wassers (dem , bettenden‘‘ Medium für die Seitenplatten des Schiffs- 
rumpfes) mit sehr guter Näherung Inkompressibilität angenommen werden kann. 
Die Plattenfrequenz wird dann so bestimmt, daß zur Masse pro Flächeneinheit der 
Betrag oe l/n zugeschlagen wird, (o spez. Masse des Wassers, I Länge der Platte zwi- 
schen zwei Spanten). K. Marguerre. 

e Phillips, A.: Introduetion to plastieity. New York: The Ronald Press Com- 
pany 1956. IX, 230 p. $7.—. 

Das Buch ist ein Niederschlag der Lehr- und Forschungstätigkeit des Verf. 
auf dem Gebiete der Metallplastizität an der Stanford Universität in Californien; 
es ist in erster Linie zum Gebrauch der Studierenden gedacht und setzt nur die 
einfachsten mathematischen Vorkenntnisse voraus, soweit sie zum Verständnis der 
grundlegenden Gedankengänge der Plastizitätstheorie erforderlich sind, wobei es der 
Verfasser geschickt vermieden hat, auf den Tensorbegriff Bezug zu nehmen, welchem 
erst bei Behandlung höherer Probleme der Plastizitätstheorie entscheidende Be- 
deutung zukommt. Es werden weitgehend die eindimensionalen und quasi-ein- 
dimensionalen Plastizitätsprobleme behandelt, denen die ersten sechs Kapitel ge- 
widmet sind, während in den letzten drei Kapiteln auf Probleme mit kombinierten 
Spannungen eingegangen wird. Kompliziertere Ableitungen und Beweisführungen 
sind im Anhang untergebracht, um dem Leser das Studium des Buches zu erleichtern. 
Ferner sind am Schlusse des Buches 87 Aufgaben gestellt, an denen der Leser sich 
‚selbst in der rechnerischen Behandlung üben kann. — Das Buch füllt so in der 
technischen Literatur auf dem Gebiete der Festigkeitslehre eine Lücke aus, da die 
große Zahl der Lehrbücher in erster Linie das elastische Verhalten der Werkstoffe 
behandeln und auf die technisch so wichtigen Vorgänge der Plastizierung meist nur 
- in geringem Maße Bezug nehmen. Wie die Entwicklung der letzten zehn Jahre 
gezeigt hat, gehört die Plastizitätstheorie heute zum unentbehrlichen Rüstzeug des 
Ingenieurs, insbesondere auf dem Gebiete des Flugzeugbaues, im Bauingenieur- 
wesen und nicht zuletzt im Maschinenbau, so daß dem vorliegenden Buche gerade 
als Lehrbuch besondere Bedeutung zukommt. N. Neuber. 

e Weibull, Waloddi und Folke K. 6. Odgist (Herausgeber): Kolloquium über 
Ermüdungsfestigkeit. Stoekholm 25.—27. Mai 1955. Verhandlungen. (International 
Union of Theoreticaland Applied Mechanies.) Berlin-Göttingen-Heidelberg: Springer 
Verlag 1956. XI, 339 S., 194 Abb. DM 46,50. 


Die Arbeiten werden — soweit für dieses Zbl. von Interesse — einzeln angezeigt. 
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Thomas, T. Y.: Isotropie materials whose deformation and distortion energies 
are expressible by scalar invariants. Proc. nat. Acad. Sci. USA 42, 603—608 (1956). 


Bezeichnet o die Dichte, o;, und &; ,k=1,... ‚r) den Spannungs- bzw. 
Verformungsgeschwindigkeits-Tensor, so untersucht Verf. ein Stoffgesetz der Ge- 
stalt (1) ie — Y Mi? (0) 055 Om Enp & kl, m,n,p=0,...r), wobei formal | 


Or = 0 = Eok = &ro — 1 gesetzt wurde. D/Dt bedeutet die absolute zeitliche Ab- 
leitung. Verf. verweist auf einen anderen bisher unveröffentlichten Aufsatz, in | 


welchem er drei Koeffizientenschemata Me bestimmt (genannt ‚Fall A, B,C“) 


n dE i 
und deren Einzigkeit nachweist, für welche die durch 0 ir I) 0x5 &2p bestimmte 


Verformungsenergie E eine invariante Funktion von 0,0, ist. In vorliegendem 
Bericht schränkt er weiter ein derart, daß auch die a res 
* 

und die ‚Volumenänderungsenergie“ e (durch (2) o = — Y 0/8, bzw. (3)0 r — 

1(30,)(N&;) definiert, wobei of = 0,6 — + Öup I On Eis = Eap — ap 3% ei) 
Invarianten — allerdings allein von o undo — sind. Leider nur unter Vorgabe der ge- 
wünschten invarianten Form von e* gelingt es, zu jedem der Fälle A, B, © genau 
einen Spezialfall zu konstruieren, für den e* (2) und e (3) erfüllt. Fall C führt dabei auf 
eine Verallgemeinerung der die phänomenologische Plastizitätstheorie beherrschen- 
den Prandtl-Reußschen Gleichungen, so daß diese im wesentlichen durch folgende 
Forderungen charakterisiert sind: (a) Das Stoffgesetz besitzt die Gestalt (1); (b) Z ist 

I 0xB0xB 


K (K= bel. Funktion 
von 0). H. Lippmann. 


invariante Funktion von 0,0,8; (c)e* = rl De 


Cristeseu, N.: Quelques observations sur le cas des deformations planes, axial 
symetriques, du probleme dynamique de la plastieite (theorie de Prandtl-Reuss). 
Comun. Acad. Republ. popul. Romine 6, 19—28, russ. u. französ. Zusammenfassg. 
27—28 (1956) [Rumänisch]. 

Verf. behandelt die Fortpflanzung der plastischen Wellen im axial symmetrischen 
Falle gemäß der Prandtl-Reuss’schen Theorie. Es wird zur Vereinfachung ange- 
nommen, daß die Deformationen eben und das Material vollkommen plastisch sind. 
Auf diese Weise werden zwei Arten von zylindrischen Wellen betrachtet, die sich mit 
verschiedenen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten bewegen. Die Ableitungen der 
Radial- u,, o,, sowie die der Transversalkomponenten %g, T,o sind auf der Vorder- 
grenze der Wellen unstetig. Verf. behandelt speziell den Fall v,— 0 oder aber wo-o, 
und kommt in diesen Fällen zu dem Schluß, daß die plastischen Wellen im Gegensatz 
zu den elastischen zu gleicher Zeit Scheer- und Dilatationswellen werden. 

V. Välcovier. 

Griffith, J. E. and Joseph Marin: Creep relaxation for combined stresses. 
J. Mech. Phys. Solids 4, 2833—293 (1956). 

An attempt is made to derive relaxation-equations under combined states of 
stress by differentiating the creep-equation containing nonlinear terms, formulated 
for the principal stresses and strains. The theoretical results are compared with the 
results of a test of a thin-walled tubular specimen of soft structural aluminium under 
initially applied torsion and tension; the agreement can hardly be considered satis- 
factory. A. M. Freudenthal. 

Bishop, J. F. W., A. P. Green and R. Hill: A note on the deformable region 
in a rigid-plastic body. J. Mech. Phys. Solids 4, 256—258 (1956). 

Examining the complete solution of the rigid-plastic problem methods are discus- 
sed for the determination of the “deformable” regions in a rigid-work hardening 
solid under specified boundary conditions, one part of which is stressed below the 
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yield-point and therefore rigid, another is stressed to the yield point, which is not 
sufficient to produce non-zero strain-rates and the remainder is stressed above the 
yield point and therefore ““deformable”. The methods are illustrated by a discussion 
of the indentation problem of the half-space in plane strains by comparing the defor- 
mation modes suggested by Prandtl and by Hill with the complete solution by 
Bishop. The discussion of rigid plastic solutions lacking uniqueness, although 
important as a contribution to the mathematical theory of plasticity, is of somewhat 
academic physical interest because of their lack of physical reality. With respect to 
the Prandtl solution of the plane strain problem of localized pressure, representing 
the “deformable” part of Bishop’s complete solution, this lack of reality, which is 
implieit in the fact that the “deformable”’ mode of the rigid-plastie solution with 
vyanishing elastic (rigid) core can be attained only under infinite pressure, has already 
been pointed out in 1936 by thisreviewer [Prelim. Rep., Int. Congr. Bridge & Struc- 
tural Engr. (Berlin 1936), p. 10.]; a} recent solution of the elastic-plastic wedge by 
Naghdi (this Zbl. 77, 382) leads to the same conclusion. A. M. Freudenthal. 


Gaydon, F.A. and H.Nuttall: The elastie-plastie bending of a eireular plate by 
an all-round couple. J. Mech. Phys. Solids 5, 62—65 (1956). 

Assumptions: spherical deformation of the plate and Mises yield condition as 
well as Mises stress-strain-rate relation in the plastic region. At the spherical 
elastic-plastic boundary the plastic and the elastic displacement and velocity 
components are made continuous. A. M. Freudenthal. 


Horne, M.R.: The elastic-plastic theory of compression members. J. Mech. 
Phys. Solids 4, 104—120 (1956). 

The theory of elastic-perfectly plastic compression members with and without 
an upper yield point in the stress-strain diagram is developed for excentrically loaded 
struts with pin-ends as well as with ends fixed in specified directions, under the 
simplifying assumption that no unloading of material stressed into the plastic range 
takes place. The collapse loads of slender pin-ended struts are shown to lie close to 
their yield-point loads, while the collapse loads for struts with fixed ends bear no 
relation to their yield-point loads. Charts are developed for estimating the collapse 
load of a member subjected to terminal moments and arbitrary elastic end-restraint. 

A. M. Freudenthal. 


Federhofer, K.: Einfluß der Baustoffdämpfung und einer äußeren Flüssigkeits- 
reibung auf die ebenen Biegungsscehwingungen eines Kreisringes. Österr. Ingenieur- 
Arch. 10, 344—349 (1956). a 

Die genaue Berechnung der Biegungsschwingungen eines dünnen Kreisringes 
erfordert die Berücksichtigung einer Reihe von Nebeneinflüssen, die in des Verf. 
Schrift ,, Dynamik des Bogenträgers und Kreisringes‘ (Wien 1950) ermittelt wurden. 

‚Unberücksichtigt blieben dort die hier untersuchten Einflüsse einer äußeren und 
inneren Reibung auf die Schwingungszahlen der ebenen Biegungsschwingungen. 
Ersetzt man die äußeren Lasten in den Gleichgewichtsgleichungen durch die 
d’Alembertschen Trägheitswiderstände in radialer und tangentialer Richtung, so 
- führen die statischen Gleichungen zu den Bewegungsgleichungen 7; (w! ER win 
— owV — u) —o T,u=0, Tı(uV + uw wV + wu) — T,(w— u) = 0 mit u(9,2), 
w(9,t) radiale bzw. tangentiale Schwingungsausschläge eines Punktes der Ring- 
achse mit den Polarkoordinaten a,9; T, = 1 + r;(ölät), T, =e [(0?/ Ct) = e(alct)]; 
& = i2Ja2; i Trägheitsradius. Mit den Eigenfunktionen U(p), W(p) und einer Zeit- 
funktion g(t) gelangt Verf. über den Produktansatz u(p, t) = U(o) - qit), w(Q, a 
—=W(g) q(t) zu einem System homogener Gleichungen. Die Determinante des Systems 
liefert für U eine.homogene Differentialgleichung 6. Ordnung; für W gilt auch diese 
Gleichung. Es zeigt sich, daß äußere und innere Reibungen eine Abnahme der 
Kreisfrequenz bewirken. D. Raskovic. 
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Justenko, A.A.: Über die Längsschwingungen eines Fadens mit einer veränder- 
lichen Masse am Ende. Ukrain. mat. Zurn. 8, 460—462 (1956) [Russisch]. 


The problem of axial vibration of a string with variable mass on the end which 
varies linearly in time is treated. Using Sokolov’s method the solution ofthis problem 


is assumed in the form u(z, 2) =xy(t) + x? olt), e. 8. the elastie continuous system 
is replaced by a system of two degrees of freedom. In this way the problem reduces 


to the system of two simple differential equations of the 2nd order with variable | 
coefficients. By means of transformation this system reduces to two systems with | 
two differential equations of the Ist order. These systems are integrated in (0, k Ar) 


using trapezium’s formula. This procedure converges very quickly. Obtained 
results for different numerical values of parameters are discussed. D. Raskovic. 


Chakravorty, J. 6.: Vibrations of a eireular eylinder of transversely isotropie 
material. Proc. nat. Inst. Sci. India, Part A 22, 220—227 (1956). 


Die longitudinalen, transversalen und Torsionsschwingungen eines unendlich 
langen runden Zylinders, dessen Material transversal-isotrop [s. Love, A treatise of 


mathematical theory of Elasticity (New York, 1944), $110] und dessen Achse 


parallel zu der Achse der materiellen Symmetrie ist, werden mit Hilfe von Bessel- 
funktionen ermittelt. S. Drobot. 


Mindlin, R. D., A. Schacknow and H. Deresiewiez: Flexural vibrations of 
reetangular plates. J. appl. Mech. 23, 430—436 (1956). 


Wenn bei den Biegeschwingungen einer einfach unterstützten isotropen recht- 
eckförmigen Platte die Drehungsträgheit und die Scherverformung berücksichtigt 
werden, treten die drei Schwingungstypen der Biegeschwingung, der Dickenscher- 
schwingung und der Dickenverwindungsschwingung auf. Die Kopplung der Schwin- 
gungen wird für den Fall untersucht, daß das eine Paar paralleler Ränder frei und das 
andere einfach unterstützt ist. J. Pretsch. 


Lee, E. H. and A. J. Wang: Wave propagation in an elastie rod exhibiting 
internal Coulomb frietion, considered as a model for a ring spring. J. appl. Mech. 23, 
367—372 (1956). 

The problem of stress-wave propagation in a ring spring is considered. A ring 
spring consists of a series of rings having conical surfaces. These rings are placed 
normal to the spring axis with alternate internal and external conical bearing sur- 
faces. The frietion between these surfaces causes a loading — unloading relation which 
is strongly irreversible, leading to marked energy absorption for oscillatory stressing. 
A typical load-deflection curve is shown in figure. In this paper one considers a 


semiinfinite ring spring subject to a pulse of load at one end. Similar to thetreat-. 


ment of wave propagation in helical compression springs for a spring with many 
rings may be considered as equivalent continuum problem. This is a one-dimensional 
wave-propagation problem for a material that obeys the given stress-strain relations. 
Adopting this analogy one uses the methods developed in plastic-wave-propagation 
problems. The stress-strain relation are presented by three partial differential equa- 
tions with boundary conditions. These equations are of the hyperbolie form and 
can be solved by means of characteristics starting from the boundary and initial 
conditions. The influence of the unloading process on the magnitude of the loading 
wave front is shown. In the elastie case the unloading process is propagated at ex- 
actly the loading wave speed, so that the unloading wave never overtakes the load- 
ing one, which amplitude remains constant. The other cases are treated also. It is 
shown that in elastic case the unloading wave reduces the stress to zero, it maintains 
this value for all sections across which the unloading wave has passed. The velocity 
of the unloaded material is zero, since the impact end remains at rest. Some other 
special relations are discussed also. D. Raskovic. 
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| Thiruvenkatachar, V.R.: Stress waves produced in a semi-infinite elastie solid 
- by impulse applied over a eireular area of the plane face. Proc. Ist Congr. theor. 
| appl. Mech., Nov. 1—2, 1955 181—188 (1956). 
| The author considers in this paper the determination of the stresses and dis- 
 placements at any time in a semi-infinite, homogeneous, isotropie, elastic solid if, 
at the instant i=0, an impulsive pressure of uniform intensity P is applied over a 
circular area of the plane face of the solid. Taking a system of eylindrical coordina- 
tes the stress components and equations of motion are established. The boundary 
conditions are explained by means of the Dirac deltafunction. The solution is given 
in terms of Laplace transforms. The obtained equations are solved by the usual 
method of separation of variables. The general solutions satisfying the conditions 
at infinity are expressed in integral forms with arbitrary functions the determination 
of which completes the solution for the transforms of the components of displace- 
ment and stress. One considers in detail the process of inverting these transforms 
to get the solutions for the displacements and stresses. The transforms are deduced 
only for the normal stress; the transforms of the other stress-components and of the 
displacements can be handled in a similar manner. In this process Graf’s addition 
theorem is applied, replacing the Bessel function by its Poisson integral representa- 
tion. D. Raskovie. 


Hydrodynamik: 


Väleoviei, Vietor: Sur le mouvement des fluides barotropes. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. Ser. 21, 288—296 (1956). 

Der Bereich der stationären Strömung einer reibungsfreien, barotropen Flüssig- 
keit im konservativen Kraftfeld ist bekanntlich nicht isoenergetisch, wenn Wirbel 
vorhanden sind. Die Flächen konstanter Energie (Bernoulliflächen) werden von den 
Stromlinien und den Wirbellinien aufgespannt. Verf. führt in den Bernoulliflächen 
allgemeine Koordinaten g! und g?ein, während die dritte Koordinatenrichtung 9? zu q! 
und g? orthogonal ist (Richtung des Energiegradienten). g? läßt sich direkt als Energie- 
dichte (pro Masseneinheit) einführen. In der Bernoullifläche kann man sowohl eine 
Stromfunktion y als auch ein Geschwindigkeitspotential p definieren. Betrachtet 
man zwei Punkte P, und P, einer Bernoullifläche g° = const, so ist der Massenfluß, 
der zwischen ihr und der Nachbarfläche g? + dg? = const über ein Kurvenstück 
durch P, und P, hindurchtritt, gegeben durch: [y(P,) — y(P,)] dg?. Das Geschwin- 
digkeitspotential 9 liefert bei partieller Ableitung nach g! und g? die entsprechenden 
kovarianten Geschwindigkeitskomponenten. Setzt man . — const, so erhält man 
die Schar der Wirbellinien. Die Größen und y genügen elliptischen Differential- 

‘ gleichungen, die als verallgemeinerte Laplace’sche Gleichungen anzusehen sind. 
Die Linien 9 = const und y = const bilden auf den Bernoulliflächen orthogonale 
Netze. In einer kommenden Arbeit sollen Analogien zu den Gleichungen von Tchaply- 
guine entwickelt werden. G. Heinrich. 


Curle, N.: Unsteady two-dimensional flows with free boundaries. I: General 
theory. II: The incompressible inviseid jet. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 235, 
375—381 ; 332—395 (1956). 

I. Es wird eine Übersicht bisher behandelter Fälle von inkompressiblen, reibungs- 
freien Strömungen mit freier Oberfläche gegeben. Es wird dann der Entstehungs- 
prozeß asymptotisch stationärer Strömungen untersucht unter Verwendung der 
Hodographenmethode. Die Gleichungen der freien Oberfläche und des Geschwindig- 
keitspotentials werden entwickelt nach Potenzen eines exponentiell abklingenden 
Faktors, der Wert der Abklingkonstante wird bestimmt aus der exakten Erfüllung 
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der Bernoulli-Gleichung auf der Oberfläche, deren normale Durchströmung berück- l 


sichtigt wird. Entsprechend den Voraussetzungen des Ansatzes gelten die Entwick- 


lungen nur für ‚schon hinreichend stationäre“ Bereiche; so ergibt z.B. die Aus- | 


dehnung auf den vordersten Teil des Strahls durch einen Schlitz eines Behälters eine 


scharfe Spitze. II. Behandelt wird die Entstehung eines freien Strahls durch die | 
Freigabe der schlitzförmigen Öffnung eines Behälters. Die Anfangsstadien der Be- | 


wegung werden betrachtet als abgebrochene Reihenentwicklungen nach der Zeit. 
Für kleine Längsausdehnung des Strahls wird seine Form angegeben und der Krüm- 


mungsradius seiner Kuppe berechnet. Ein Vergleich mit den Ergebnissen der | 


verallgemeinerten Theorie des Teils I der Arbeit wird durchgeführt. K. Eggers. 


Oldroyd, J.G. and R. H. Thomas: The motion of a eylinder in rotating liquid | 


with general elastie and viscous properties. Quart. J. Mech. appl. Math. 9, 136—139 
(1956).  . 

Ein zuerst von G. J. Taylor (1916) für vollkommene Flüssigkeiten abgeleitetes 
und von W. R. Dean (1954) auf inkompressible zähe Flüssigkeiten erweitertes 


Theorem besagt, daß irgend eine physikalisch mögliche zweidimensionale Bewegung | 


einer inkompressiblen Flüssigkeit, die für ein bestimmtes Bezugssystem definiert ist, 
auch eine physikalisch mögliche Relativbewegung in Bezug auf ein mit gleichmäßiger 
Winkelgeschwindigkeit rotierendes Bezugssystem darstellt, dessen Drehachse senk- 
recht zur Bewegungsebene verläuft, wobei vorausgesetzt wird, daß die festen Wände 
in der gleichen Weise mitrotieren. Es wird nun gezeigt, daß dieses Theorem auch für 
Flüssigkeiten mit ganz allgemeinen Zähigkeits- und Elastizitätseigenschaften gilt 
und es wird untersucht, in welcher Weise die Kräfte auf ein zylindrisches Hindernis 
von der Winkelgeschwindigkeit des Bezugssystems abhängen. Das Theorem gilt auch 
für inhomogene Flüssigkeiten oder Flüssigkeitsgemische, wenn nur die Dichte kon- 
stant ist. W. Wuest. 


Khamrui, $S. R.: On the slow steady rotation of a sphere in a viscous liquid. 
Bull. Caleutta math. Soc. 48, 159—161 (1956). 

Die Stokessche angenäherte Lösung des Problems einer langsamen, stationären 
Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit 2 einer Kugel um ihren Durchmesser 2a, in 
einer unbegrenzten unkompressiblen und zähen Flüssigkeit, wird verallgemeinert. 
Für die Komponenten u, v, w der Geschwindigkeit in sphärischen Koordinaten r, ®, , 
wird anstatt der Stokesschen Lösung v=v—= 0, w= Ra? sin Ö/r?, p = const (Druck), 
der Ansatz: u= 02a? (3 cos d9— 1) F(r), v= Q2a2 sind cosdG(r), w= Ra? sin Hr? 
+ 022 a?sind®H(r,, p=2ov Q2a?[f{r) + g(r)sin 9], wo oe Dichte, » Zähigkeit, 
gemacht, und die Funktionen F,@G, H, f, g aus den Bewegungsgleichungen ermittelt. 

S. Drobot. 

Cabaunes, Henri: Sur les mouvements reetilignes non stationnaires d’un 
tluide compressible visqueux et condueteur. ©. r. Acad. Sci., Paris 243, 1482 —1484 
(1956). 

En supposant que les phenomenes de viscosit& et de conductivit& thermiques 
sont regis par des lois lineaires, on arrive ä& des &quations aux derivees partielles qui 
se reduisent & des &quations differentielles ordinaires. Dans les cas particuliers ot les 
coefficients de viscosit& et de conductivit& thermique sont nuls ou bien infinis, 

integration se fait par quadratures. L’A. arrive & la conclusion que la viscosite et la 
conductivite thermique ont pour influence de diminuer la vitesse du fluide. 
V. Välcoviei. 

Carrier, G@.F.: On diffusive convection in tubes. Quart. appl. Math. 14, 108—112 
(1956). 

In der Hagen-Poiseuilleschen Laminarströmung in einem kreiszylindrischen 
Rohr vom Radius r, und der Länge L (> r,) sei eine Substanz gelöst, deren Konzen- 
tration durch s(r, y, t) (y = Koordinate in der Rohrlänge) gegeben sei. Als Anfangs- 
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- bedingung gelte: s(r, 0,1) =Ne (exp iQt) — Gefragt wird nach der Verteilung 
s(r, y,t) am Rohrende y=_L. Die dafür zuständige partielle Differentialgleichung 
ös/öt+ u, (1 — r?) ös/öy =» As (u, = Maximalgeschwindigkeit in der Rohrmitte, 
v = Diffusionskoeffizient) wird mit Hilfe eines Fourieransatzes gelöst und s(r, y,t) 
in Reihenform gewonnen. Th. Seal. 


Jain, M. K.: The collapse or growth of a spherical bubble or gravity in certain 
non-Newtonian liquid. Proc. 1st Congr. theor. appl. Mech., Nov. 1—2, 1955 207—212 
(1956). 

Das Problem des Verschwindens eines sphärischen Hohlraumes unter äußerem 
Druck in einer reibenden Flüssigkeit wurde von H. Poritzky mit Hilfe numerischer 
Integrationen gelöst. Die zum Verschwinden erforderliche Zeit ergab sich als endlich 
oder unendlich, je nachdem die Oberflächenspannung berücksichtigt wurde oder 
nicht. Im Anschluß daran zeigte S. S. Shu, daß diese Zeit endlich oder unendlich 
ist, je nachdem die Konstante C, welche dem Koeffizienten der inneren Reibung pro- 


portional ist, kleiner oder größer als Y6 ist. In vorliegender Arbeit wird das Ver- 
schwinden oder Anwachsen eines sphärischen Hohlraumes in einer Nicht-Newton- 
schen Flüssigkeit durch Berücksichtigung von Termen zweiter Ordnung im Span- 
nungstensor untersucht und gezeigt, daß die fragliche Zeit immer unendlich ist. 


Die von Shu gefundene Grenze für die Konstante C ergibt sich zu Y2, liegt aber 
bei genauerer Rechnung wahrscheinlich noch tiefer. Th. Seal. 


eo Carafoli, Elie: High-speed aerodynamics (compressible flow). Bucharest: 
Editura Tehnica 1956. 710 p. 

Inhalt: I. Physikalisch-Mathematische Einleitung (40 S.; Vektoranalysis, Ther- 
modynamik der Gase). II. Die Fundamentalrelationen der Bewegung kompressibler 
Flüssigkeiten (43 S.; Fundamentalgleichungen der Strömung kompressibler idealer 
Flüssigkeiten, kleine Störungen und Wellen, wichtigste Formen der Strömungs- 
gleichungen). III. Stationäre eindimensionale Strömung (63 S.; Strömung durch 
Rohre und Düsen, Ebene Stoßwellen, Verschiedene Anwendungen, insbesondere auf 
Windkanäle). IV. Allgemeine Unterschallströmung, Schalldurchgang. (122 8.; Li- 
neare Theorie kleiner Störungen in Unterschallströmung, (Linearisierter) Kom- 
pressibilitätseinfluß bei Flügeln endlicher Spannweite verschiedenen Grundrisses 
mit und ohne Pfeilung, Zweidimensionale Unterschallströmung bei großen Ge- 
schwindigkeitsänderungen (Hodographenmethode) ohne und mit Zirkulation, An- 
wendbarkeit der verschiedenen Theorien und Schalldurchgangsbereich). V. Theorie 
kleiner Störungen in Überschallströmung (59 S.; Zweidimensionale Strömung, Ro- 
tationskörper, Kegelige Strömungen). VI. Strenge Lösungen für zweidimensionale 
Überschallströmungen (998.; Expansionsströmungen (Prandtl-Meyer-Strömung, 
Überschallprofile, Quelle und Wirbel), Näherungstheorie zweiter Ordnung für Über- 

_ schallprofile, Charakteristikenmethode und ihre Anwendung auf Effusor, Diffusor 
und Strahl). VII. Exakte Lösungen für Überschallströmungen um Rotationskörper 
(33 8.; Kreiskegel, allgemeiner Rotationskörper, Effusor). VIII. Theorie kleiner 
Störungen für Flügel endlicher Spannweite in Überschallströmung (130 S.; Me- 
thodenüberblick, Unendlich tiefe Dreieckflügel mit symmetrischen Profilen, Wellen- 
widerstand von doppelt-konischen Flügeln mit symmetrischer Dickenverteilung, 
Dünne ebene Dreieckflügel, Verschiedene gebräuchliche Grundrißformen). IX. Kom- 
plexe Strömungen um Dreieckflügel und ihre Verwendung zur Bestimmung der 
aerodynamischen Beiwerte (103 $.; Dünne Flügel mit örtlich veränderlichem Anstell- 
winkel, Polygo naleFlügel mit senkrechten Scheiben, konische Strömungen höherer 
Ordnung und ihre Anwendung auf Deltaflügel, Instationäre Strömungen). — Nach 
dem Wunsche des Verf. ist das Buch bestimmt sowohl für Luftfahrtspezialisten wie 
für Studenten, Ingenieure, Mathematiker und Dozenten, welche weiter forschen oder 
die Resultate anwenden wollen. Natürlich kann selbst ein so umfangreiches Buch 
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im Hinblick auf die Vielfalt der behandelten Methoden und Gegenstände nicht!) 
konkurrieren mit mehrbändigen, im team work verfaßten, handbuchartigen Werken. , 
Wichtige Themen wie hypersonische oder transsonische Strömungen sind gar nicht) 
oder nur sehr knapp behandelt, die Empirie ist ausgeklammert, auch kommen wohl| ’ 
die nichtlinearen Probleme etwas zu kurz. Andrerseits ist durch solche Beschränkung | 
die ausführliche Behandlung mancher Details möglich geworden, die vor allem 
mathematisch interessierte Leser anziehen wird. Schmerzlich vermißt wird ein Sach- 
und Autorenregister. J. Weissinger. 


Truckenbrodt, Erich: Die Tragflügelaerodynamik vom Standpunkt des Flug- 
zeugbauers aus gesehen. Jahrbuch 1955 wiss. Ges. Luftfahrt 143—150, engl. und. 
französ. Zusammenfassung, Diskussion 150—151 (1956). i 

Kurze Schilderung einiger wohlbekannter Dinge aus der Aerodynamik des Trag- |) 
werks im Unterschall-, Schall- und Überschallgebiet. H. Behrbohm. | 


Heinrich, 6.: Schwingungen durchströmter Rohre. Z. angew. Math. Mech. 
36, 417—427 (1956). 
Es werden kleine transversale Schwingungen zylindrischer Rohre behandelt, die 
von Flüssigkeit durchströmt sind und deren Frequenz sich ändert, sobald die Flüssig- 
keit sie durchströmt. Unter einfachen Voraussetzungen wird die Differentialglei- 
chung der kleinen freien Schwingungen des von einer reibungsfreien Flüssigkeit 
stationär durchströmten zylindrischen Rohres — dessen Durchmesser klein gegen- 
über den Längsabmessungen ist — abgeleitet. Mit Hilfe eines dispersionsfreien Sy- 
stems, in Form einer ‚‚durchströmten Saite‘‘, wird die sich aus den Schwingungen ' 
ergebende anisotrope Wellenausbreitung studiert. Für die Behandlung der freien | 
Schwingungen der an zwei Punkten festgehaltenen durchströmten Saite wird ein | 
graphisches und ein analytisches Verfahren (Fourier-Reihen) angegeben. 
M. Lates. 


Schröder, Hans Joachim: Entwicklung eines Näherungsverfahrens zur Berech- | 
nung von dreidimensionalen Gitterströmungen. Jahrbuch 1955 wiss. Ges. Luftfahrt 
214—223, engl. und französ. Zusammenfassung, Diskussion 223 (1956). 


Die Prandtl-Glauertsche Theorie des Tragflügels endlicher Spannweite wird auf | 
die 3 dimensionale Strömung in axialen Gittern sinngemäß angewendet. Damit wird | 
für reibungslose inkompressible Strömung eine Theorie für die Radialeffekte ge- | 
wonnen, die zu verhältnismäßig leicht berechenbaren Ergebnissen führt. Die Nach- | 
rechnung eines auf exakterer Grundlage ermittelten Beispieles vonChung-Hua Wu | 
zeigt gute Übereinstimmung. K. Oswatitsch. 


Wislicenus, 6. F.: Beitrag zur dreidimensionalen Theorie axialdurehströmter 
Kreiselräder. Forsch. Gebiete Ingenieurwes. 22, 51—55 (1956). 

Der Verf. beschreibt eine Theorie, nach der der Einfluß der radialen Änderung 
der Zirkulation um die Schaufeln eines Leit- oder Laufrades in einem Axialverdichter | 
berücksichtigt werden kann. Die Strömung wird in eine axialsymmetrische und eine 
sekundäre zerlegt. Die erstere entspricht einer unendlichen Schaufelzahl und ergibt 
rotationssymmetrische Stromflächen. Die Sekundärströmung wird als eine ebene 
aufgefaßt in einer Ebene, die senkrecht zu den axialsymmetrischen Stromflächen 
steht. Die Theorie dieser Sekundärströmungen ist zu finden bei L. H. Smith jr 
(‚Secondary Flow in Axial-Flow Turbomachinery‘“, Trans. Amer. Soc. mech. Engrs. 
77, 1065 (1955).) Schließlich werden die theoretisch gewonnenen Ergebnisse verglichen 
mit Messungen an einem Versuchsgebläse. Es zeigt sich, daß man in dem mittleren 
Bereich des Ringkanals die Strömung gut mit der rotationssymmetrischen annähern 
kann, während an den Wandungen der Nabe und des Kanals infolge der Grenz- 
schichteffekte die Sekundärströmung zu berücksichtigen ist. E. Meister. 
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Holmquist, Carl O0. and W. Duncan Rannie: An approximate method of 
caleulating three-dimensional compressible flow in axial turbomachines. J. aeronaut. 
Sci. 23, 543—556 + 582 (1956). 

Die kompressible Gasströmung durch ein Axialtriebwerk wird meist nach der 
eindimensionalen Theorie roh berechnet. Andererseits wurden Methoden entwickelt, 
die der Bestimmung der Strömungsgrößen im dreidimensionalen Fall aus den 
vollständigen nichtlinearen oder geeignet linearisierten Gleichungen dienen. [Siehe 
z.B.G.M. Monroe: ‚A Study of Compressible Fluid Motion in Turbomachines with 
Infinitely Many Blades‘, Ph. D. Thesis, Cal. Inst. Tech. 1951 oder C. H. Wu: NACA 
Techn. Notes 1795, 2214, 2302, 2407, 2455, 2492, 2604, 2702, 2750, 2961 u.a.] 
Während das eindimensionale Rechenverfahren keine radialen Änderungen berück- 
sichtigt, die bei Mehrstufenverdichtern mit veränderlicher Höhe des Ringkanals 
nicht unbeträchtlich sein können, ist das zweite Verfahren bei Behandlung konkreter 
Fälle zu langwierig, als daß es einen großen praktischen Nutzen haben könnte. 
Die Verff. haben hier nun eine numerische Methode entwickelt, die relativ schnell zu 
Ergebnissen führt und doch den radialen Einflüssen Rechnung trägt. Für ihre Theo- 
rie machen sie die folgenden Voraussetzungen: 1) Die Strömung wird als rotations- 
symmetrische behandelt, was unendlicher Schaufelzahl entspricht. 2) Die Leit- und 
Laufräder einer Stufe werden durch Diskontinuitätsflächen für die Strömungsgrößen 
ersetzt. Von der Geometrie der Schaufeln sollnur der Hinterkantenwinkel der Skelett- 
linien eingehen, der die Richtung der austretenden Strömung festlegt. Die Autoren 
leiten dann aus den vollen nichtlinearen Differentialgleichungen für die Geschwindig- 
keitskomponenten, den Druck, die Dichte und Temperatur die Übergangsbedingun- 
gen an den Unstetigkeitsflächen her, die einem Leit- und nachfolgenden Laufrad 
entsprechen. In dimensionsloser Form geben sie dann für das direkte und indirekte 
Problem [Definitionen dazu siehe: F. E. Marble: J. aeronaut. Sci. 15, 473—485 
(1948) ] die Axialkomponente der absoluten Geschwindigkeit und den statischen Druck 
in iterationsfähigen Formeln an; dies einmal für die Strömung unmittelbar hinter 
dem Stator und einmal hinter dem Rotor. Die Abweichungen eines realen Gases 
von einer isentropen Strömung werden bis zu einem gewissen Grade durch einen 
Polytropen-Exponenten berücksichtigt. Diese Formeln, die für den Fall einer Tur- 
binenstufe angeschrieben sind, lassen sich leicht umschreiben auf den Fall eines 
Verdichters. Es wird dann das Iterationsverfahren beschrieben: Man gehe aus von 
einem angenommenen System von Stromflächen hinter dem Schaufelkranz, wobei 
man im allgemeinen mit sieben über den Radius verteilten Stromfäden auskommt, 
und rechnet dann aus mittleren Werten der Strömungsgrößen stromaufwärts vom 
Schaufelkranz mittlere Werte der Axialgeschwindigkeit unmittelbar hinter dem Rad 
aus. Danach wird dort eine erste Abschätzung gegeben für die radiale Verteilung 
dieser Geschwindigkeit unter Annahme einer bestimmten zu erwartenden Tempera- 
tur- und Druckverteilung sowie der Schaufelform. Die Formel für die Druckverteilung 
wird dann iteriert und die Tangential- und Radialgeschwindigkeitsverteilung und 
deren Änderung mit dem Abstand von dem Schaufelkranz stromabwärts berechnet. 
Zu diesem Zwecke ist es notwendig, die Neigung und Krümmung der Stromlinien 
“ möglichst genau zu ermitteln. Nun kann die Integralformel für die Axialgeschwindig- 
keit iteriert werden. Die neue hierin auftretende Integrationskonstante erhält man 
durch Iteration der Massendurchsatzgleichung. Damit ist ein Schritt in der Iteration 
aller Gleichungen vollständig durchgeführt, und die erhaltene Axialgeschwindigkeits- 
verteilung kann als Ausgangspunkt für den nächsten Schritt dienen. Das wird solange 
gemacht, bis die gewonnene Axialgeschwindigkeitsverteilung schließlich überein- 
stimmt mit der angenommenen. Temperatur und Dichte unmittelbar hinter dem 
Gitter sind dann leicht zu berechnen. Im Prinzip ist das angegebene Verfahren auch 
für das indirekte Problem anwendbar. Die Verff. zeigen dann, daß es für die beiden 
Probleme im allgemeinen eine Unterschall- und Überschallösung gibt. Die Erfah- 


| 


206 | 


rung bei der Durchrechnung konkreter Beispiele hat gezeigt, daß der Iterations- 
prozeß bei niedriger Unterschallströmung sehr schnell konvergiert, während man bei 
höheren Unterschallströmungen mehr Schritte benötigt. Bei reiner Überschall-. 
strömung divergiert das Iterationsverfahren recht schnell. Man kann aber auch‘ 
hier zu einer vernünftigen Lösung gelangen. Die Verff. geben dann noch einige‘ 
Methoden an, mit denen man Korrektionen durchführen kann, um die Dicke den 
Schaufelprofile und ihren endlichen Abstand berücksichtigen zu können. Sie unter-. 
suchen dann noch, ob es Spezialfälle gibt, bei denen sich die Formel für die Axial-. 
geschwindigkeiten erheblich vereinfacht. Weiter geben sie noch Hinweise für eine 
optimale Konstruktion einer einstufigen Turbine. Schließlich geben die Verff. ini 
einem Anhang noch numerische Ergebnisse an, die sie mit ihrem Verfahren für eine 
spezielle Turbinenstufe gewonnen haben, und diskutieren die Resultate. Im Ganzen! 
läßt sich sagen, daß die Arbeit einen reichhaltigen Inhalt aufweist und das vorge- 
schlagene Verfahren einer häufigen praktischen Anwendung empfohlen werden kann. 
{ E. Meister. 

Scholz, N.: Berechnung der Kennlinie eines Verdiehters auf Grund grenzschicht-- 
theoretischer Gitteruntersuchungen. Forsch. Gebiete Ingenieurwes. 22, 137—139] 
1956). | 
De Übersicht über die Ergebnisse einer theoretischen Kennlinienberechnung! 
für einen Verdichter auf dem Wege über die Berechnung der Druckverteilung unäl! 
der zugehörigen Grenzschicht ebener Flügelgitter. Ausführlicher im Jahrbuch 19555 
der WGL, Braunschweig 1956, erschienen. F. W. Riegels. \ 
Kemp, N. H. and W.R. Sears: On the wake energy of moving eascades. 

J. appl. Mech. 23, 262—268 (1956). | 
Das Passieren der Schaufeln eines Laufrades verursacht an den benachbarten) 
festen Profilen der Leiträder eines Axialverdichters Änderungen der Zirkulation...) 
Nach dem Kelvinschen Wirbelsatz müssen dann von den Hinterkanten dieser Profile: 
freie Wirbel abschwimmen. Ein Teil der Strömungsenergie des Gases wird somit in 
Energie der Wirbelbewegung verwandelt. Die Verff. stellen sich die Aufgabe, diese: 
Verlustenergie zu berechnen und damit die Untersuchungen von C. Keller (,‚Energy' 
Losses on High-Speed Turbo-Machines Resulting from Irregular Flow to the Runnert 
Wheel“, Escher-Wyss Nachr., März— April 1935, S. 40) zu erweitern. Sie verwenden! 
dabei die Theorie der instationären Strömungen um dünne Profile in einer ebenen, 
reibungsfreien, inkompressiblen Strömung. Die Zirkulation um die Schaufeln wird! 
beschrieben durch die Summe aus einem stationären und einem quasistationäreni 
Anteil, der in eine Fourierreihe nach Vielfachen der Frequenz » entwickelt sei. Die: 
freien Wirbeldichten lassen sich dann ebenfalls in Fourierreihen entwickeln und ihre: 
Koeffizienten hängen mit denen des quasistationären Zirkulationsanteils in bekannter! 
Weise zusammen [siehe z.B.: N. H. Kemp: J. aeronaut. Sei. 19, 713 (1952)]. Aus: 
den Wirbeldichten werden die Potentialsprünge und die Normalgeschwindigkeitenı) 
weit stromabwärts von den Schaufeln an den freien Wirbelschichten berechnet undl) 
in die Energieformel eingesetzt. Hierbei berücksichtigen die Verff. jedoch nur die’ 
induzierten Abwindgeschwindigkeiten, die von den Wirbelschleppen herrühren, ob-. 
wohl beim ebenen Gitter die entsprechenden Geschwindigkeiten, die von den ge-., 
bundenen Wirbeln herrühren, im allgemeinen auch weit hinter dem Gitter nicht nach) 
Null abklingen. (Beim isolierten Profil kann man dagegen diese Anteile vernach- 
lässigen.) Aus Gründen der Einfachheit behandeln die Verff. zuerst einen einzigen ı) 
Schaufelkranz und dann eine einzelne Verdichterstufe. Im letzteren Falle berück-. 
sichtigen sie den Einfluß der Wirbel, die von den Rotorprofilen abschwimmen. Die: 
Rechnungen schließen sich an die Dissertation von Kemp an (Cornell Univers., 
June 1953). Die Verff. wenden dann ihre Ergebnisse auf die in einer früheren Arbeit 
untersuchten Gitterstufen (N. H. Kemp, W.R. Sears, dies. Zbl. 51, 142) für spe- | 
zielle Auftriebsverteilungen an den Leit- und Laufradprofilen an. Die Rechnungen ı 


no 
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ergeben, daß die aufgenommenen Energien in den Statorkielwasserbereichen etwa 
100mal größer sind als die in denen des Rotors und beide zusammen weniger als 1% 
der dem Laufrad zuzuführenden Energie ausmachen. Zum Schluß erörtern sie noch 
Approximationsformeln, die schnell eine Abschätzung der genannten Verlustenergien 
ermöglichen. E. Meister. 

Gersten, Klaus: Untersuchungen über den Abwind hinter Deltaflügeln bei in- 
kompressibler Strömung. Jahrbuch 1955 wiss. Ges. Luftfahrt 151—160, engl. und 
französ. Zusammenfassung, Diskussion 160—161 (1956). 

Stationäre Strömung, inkompressibles Medium. Anwendung des Tragflächen- 
Verfahrens von Truckenbrodt [Jahrbuch 1953 wiss. Ges. Luftfahrt, 40—65 (1954)] 
auf die Berechnung des Abwinds hinter einem Flügel. Das Aufrollen der freien 
Wirbelschicht in zwei Wirbelzöpfe bleibt dabei unberücksichtigt. Vergleich der 
Rechenergebnisse bei einigen Deltaflügeln mit experimentellen Werten nach der 
Fadengitter-Methode gibt befriedigende Übereinstimmung bis auf den Bereich der 

 Wirbelzöpfe. Uber die Fadengitterbeobachtungen wurde ein (ausleihbarer) Film 
angefertigt. K. Nickel. 

Wurster, Hermann: Der Neutralpunkt des Flugzeugs. Jahrbuch 1955 wiss. 
Ges. Luftfahrt 161—167, engl. und französ. Zusammenfassung 167 (1956). 

Als Neutralpunkt eines Flügelprofiles wird der Punkt bezeichnet, um den das 
Moment der Luftkräfte konstant bleibt, wenn bei Konstanthalten der übrigen Werte 
der Anstellwinkel des Profiles verändert wird. Dieser Punkt spielt bekanntlich bei 
der Berechnung der Längsstabilität von Flugzeugen eine wichtige Rolle. In dem vor- 
liegenden Aufsatz stellt der Verf. die Verfahren, die zur Berechnung des Neutral- 
punktes bei Flügeln, bei Flügelsystemen und bei ganzen Flugzeugen üblich sind, in 
übersichtlicher Form zusammen und macht dabei auf einige Zusammenhänge auf- 
merksam, die für den Flugzeugkonstrukteur besonders wichtig sind. Auch auf den 
Einfluß der Luftschraube, sowie der Annäherung der Fluggeschwindigkeit an die 
Schallgeschwindigkeit auf die Lage des Neutralpunktes geht der Verf. kurzein. Zum 
Schluß behandelt der Verf. die Möglichkeit, die Lage des Neutralpunktes durch Flug- 
versuch zu bestimmen. @. Bock. 

Goodman, Theodore R.: Dynamie derivatives in yaw and sideslip of thin wings 
at supersonie speeds. J. aeronaut. Sci. 23, 357—367 (1956). 

Grundlage bildet die dreidimensionale Wellengleichung instationärer Vorgänge, 
die auf körperfeste Koordinaten transformiert wird. — Als erstes Modell wird der 
Kurvenflug (konstante Winkelgeschwindigkeit r um einen Zentralpunkt) mit kon- 
stantem Schiebewinkel ß studiert. Das Randwertproblem wird in r linearisiert und 
für die Lösung ein Potenzreihenansatz in r gemacht. Für den unendlich breiten 
ebenflächigen Tragflügel mit Schräganblasung wird die Lösung der ersten Ordnung 
in r angegeben. — Zweites Modell ist der Geradeausflug konstanter Geschwindig- 
"keit mit gleichzeitigem Gieren um einen Zentralpunkt mit der Winkelgeschwindig- 
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keit r —ß (Änderungsgeschwindigkeit des Schiebewinkels ß). Die Lösung des in r 
linearisierten Randwertproblems ist hier für ebenflächige Tragflügel nach C. S. 
Gardner (dies. Zbl. 38, 117) konstruierbar. Die Lösung der ersten Ordnung in r 
“ wird u.a. für den breiten Deltaflügel mit Überschallkanten und den Rechteckflügel 
mit Unterschallhinterkante angegeben. — Gegenüber bisherigen Berechnungen des 


Rollmoments liegt der Fortschritt in der Erfassung des Einflusses von ß. 
W. Szablewski. 
Rheinboldt, W.: Zur äußeren Randbedingung bei den Grenzschichtgleichungen. 
Z. angew. Math. Mech. 36, 153—154 (1956). 
Zum Nachweis, daß die äußere Randbedingung lim u(x, y) = u„(x) bei der 


yon 
Integration der stationären Grenzschichtgleichungen unter einem geeigneten Einlauf- 
profil von selbst erfüllt ist, mußte Verf. früher [50 Jahre Grenzschichtforschung 
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328-333 (1955)] u.a. die Voraussetzung machen, daß die Stromfunktion y(z, y) | 
in x eine absolut konvergente Potenzreihenentwicklung gestattet. Es wird nun | 
gezeigt, daß dazu y(x, y) samt den in den Grenzschichtgleichungen auftretenden Ab- | 
leitungen von y(x, y) nur in entsprechende asymptotische Reihen (für &— 0) ent- | 
wickelbar zu sein braucht, wobei sich die asymptotischen Entwicklungen der Ab- |; 


leitungen durch gliedweise Differentiation ergeben sollen. H. Witting. 


Weber, H. E.: The boundary layer inside a conical surface due to swirl. J. appl. | 
Mech. 23, 587—592 (1956). | 

Mit Hilfe elementarer Betrachtungen werden eine Impulsgleichung und eine | 
Energiegleichung für die behandelte Strömung hergeleitet. Die Strömung außerhalb | 
der Grenzschicht wird dabei durch einen ebenen Wirbel angenähert. Als Geschwin- | 
digkeitsprofile werden Polynome 2. und 3. Ordnung angesetzt, die als Faktor eine | 
Parameterfunktion E(x) enthalten (x = Koordinate in Richtung der Mantellinie des | 
durchströmten Kegels), für die zwei Differentialgleichungen hergeleitet werden, | 
daraus werden E(x)-und die Dicke der Grenzschicht numerisch bestimmt und ir | 
einem Diagramm angegeben. Ebenso wird zur Berechnung der Daten turbulenter | 
Grenzschichten verfahren. Der daraus berechnete Winkel X, den die Stromlinien | 
in der Grenzschicht mit den Radien der Orthogonalkreise zu den Kegelmantellinien: |! 


bilden, wird mit Versuchsbildern an einem Zyklon-Abschneider verglichen. 
G. Hämmerlin. 


Driest, E.R. van: On turbulent flow near a wall. J. aeronaut. Sci. 23, 1007 bis | 


1011, 1036 (1956). 


Bei der rechnerischen Darstellung der universellen Geschwindigkeitsverteilung | 
bei turbulenten Strömungen an festen Wänden bereitet der Übergang von der voll- ' 
turbulenten Strömung im größeren Wandabstand in die von der Zähigkeit beeinflußte \ 
Unterschicht Schwierigkeiten. Bei der vorliegenden Theorie wird für das Verhalten | 
der Geschwindigkeitsschwankungen in der Unterschicht als Analogon die laminare | 
Strömung an einer in ihrer Ebene oszillierenden Wand betrachtet, bei der die Ge- | 
schwindigkeitsamplituden nach einer Exponentialfunktion mit dem Wandabstand y | 
abklingen. Auf das wandfeste Achsensystem bezogen, sind die Amplituden daher 


proportional zu 1— exp (y/A), wobei A eine von der Schwingungsfrequenz und der 


Zähigkeit abhängige Konstante ist. Der Berechnung der scheinbaren Schubspannung | 


wird der Mischungswegansatz von Prandtl zugrunde gelegt, wobei jetzt aber für den 


dämpfenden Einfluß der Zähigkeit nahe der Wand der Faktor 1— exp (y/A) ein- | 
geführt wird. Die sich so ergebende Beziehung, die noch zwei empirische Konstan- 
ten enthält, ergibt nach Integration stetige Verteilungen für mittlere Geschwindig- | 
keit und scheinbare Schubspannung, die bei passender Wahl der Konstanten gut 
mit vorliegenden Meßergebnissen übereinstimmen. Durch ein weiteres Zusatzglied | 


läßt sich auch der Einfluß der Oberflächenrauhigkeit erfassen. J. Rotta. 
Malkus W. V. R.: Outline of a theory of turbulent shear flow. J. Fluid 
Mechanics 1, 521—539 (1956). 
Es gibt bis jetzt nur wenig theoretische Ansätze für turbulente Strömungen, 


die ohne die Einführung empirischer Konstanten zu einigermaßen mit der Wirklich- 


keit übereinstimmenden Ergebnissen führen. Darum ist jeder neue, brauchbar er- 


scheinende Versuch hierzu zu begrüßen. In der vorliegenden Arbeit wird die aus- 
gebildete turbulente Strömung in einem unendlich breiten Kanal (mittlere Strömung | 


ist zweidimensional) mit neuartigen Gedanken bearbeitet, die der Beachtung wert 
sind. Die wesentlichste Annahme ist, daß die turbulente Mischbewegung nur eine 
stabilisierende Wirkung auf die mittlere Geschwindigkeitsverteilung ausübt. Auf 
Grund dieser Annahme wird die mittlere Geschwindigkeitsverteilung stabil sein, 
wenn die bekannte Differentialgleichung für kleine Störbewegungen (Sommerfeld- 


m — ee 


Orr) erfüllt ist. Die kleinste Wellenlänge, die im Spektrum des turbulenten Impuls- 


transports auftritt, wird durch die kleinste Wellenlänge der instabilen Störungen 
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bestimmt. Unter dieser Voraussetzung wird nun die mittlere Geschwindigkeitsver- 
‚teilung gesucht, für die bei gegebener Durchflußmenge die Energiedissipation zum 
Maximum wird. Es ist auf diese Weise möglich, die mittlere Geschwindigkeitsver- 
teilung ohne Verwendung empirischer Größen zu finden. Bei der Ausführung der 
komplizierten Variationsrechnung mußten einige Vereinfachungen eingeführt wer- 
den. Das Ergebnis entspricht qualitativ den bekannten, aus Ähnlichkeitsbetrach- 
tungen hergeleiteten Gesetzen für die Geschwindigkeitsverteilung und ist auch quan- 
titativ mit Versuchsergebnissen von Laufer durchaus vergleichbar. J. Rotta. 


Meetz, K.: Das zeitliche Abklingen der Energiespektren in der homogenen iso- 
tropen Turbulenz als Anfangswertproblem. Z. Naturforsch. 11a, 832—847 (1956). 

L’A. commence par resumer le d&veloppement historique de la theorie de la 
turbulence. Partant de l’idee que le champ de vitesse turbulent est une solution des 
equations de Navier-Stokes, al&atoire & cause des conditions initiales et aux limites, 
il montre comment s’est introduite l’id&e de probabilite, celle de moyenne, celle de 
corr&lation, celle de spectre d’energie F(k, t) dans un &coulement turbulent homogene 
et isotrope. Il arrive ainsi & l’equation donnee par Heisenberg pour l’evolution de 
F(k, t), et discute rapidement les me&thodes de resolution classiques. Il propose en- 
suite une solution reposant sur une hypothöse de similitude et il en calcule les valeurs 
numeriques, en utilisant des valeurs des constantes fournies par les mesures de 
Stewart et Townsend. Il passe ensuite au probleme general de la resolution de 
l’equation d’Heisenberg lorsqu’on se donne Fk, t,) = F,(k). Il en indique d’abord 
une methode d’approximations successives, puis reprend la question en rattachant 


. {6,0} 

F,(k) & l’energie totale E(t) = [ F(k,t) dk et & ses derivees successives pour t = ty. 
h) 

Si l’on admet que E65 est une fonction lin£aire de £, les donnees initiales se ramenent 

& deux constantes E,, E,, qui se rattachent facilement aux parametres mesurables de 

2 ’ 

. ke @>’Es—Eo)l*, C’est ce qui semble bien 

Win) 

verifie dans la phase initiale de d&croissance de la turbulence. Mais comme cette 

loi n’est pas generale, I’A. a prefere tirer des experiences de Batchelor et Townsend 

la forme de F,(k), et en deduire par integration num6rique, pour diverses valeurs de la 

constante d’Heisenberg x ‚la forme de F(k,t). Vient enfin une breve discussion des 

solutions de l’&quation d’Heisenberg qui correspondent & un Equilibre. Le spectre 


es oF : 
contient trois regions: 1) si k> k,, equilibre absolu, Fer Ve 


la turbulence, et l’on trouve F,(k) = 


quasi-&quilibre; 3) si 0 <k< k,, region sans &quilibre des grands tourbillons. 
J. Bass. 

Meetz, K.: Das zeitliche Abklingen der G@eschwindigkeits- und Druckkorrela- 
tionen in der homogenen isotropen Turbulenz als Anfangswertproblem. Z. Natur- 
forsch. 11a, 848—857 (1956). 

Se referant & un travail precödent (cf. le referat prec&dent), ’A. considere un 
milieu turbulent homogene et isotrope. Les corr&lations doubles et triples de vitesse 
‘sont definies par deux fonctions scalaires f(r, t) et k(r, £). L’&quation de Karman 
(qui traduit les &quations de Navier-Stokes) et l’&quation de Heis enberg (qui 
traduit une hypothese physique supplömentaire) permettent d’exprimer f et k ä& 
l’aide de la fonction spectrale F(k, t). Il est alors possible de caleuler numeriquement 
fet k A l’aide des valeurs trouvees (röförence ci-dessus) pour F(k, t), pour les valeurs 
. 0,47 et 0,75 dela constante d’Heisenberg x. L’A. s’interesse ensuite au comportement 
asymptotique de f(r, t) pour les grandes valeurs det. Moyennant diverses hypotheses 
et simplifications, il en deduit la forme asymptotique de F(k, t), independamment 
des valeurs initiales. La discussion des correlations triples met en Evidence le fait, 
peu visible sur les correlations doubles, que la valeur x = 0,47 est acceptable, et que 
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la valeur x= 0,75 est ärejeter. Moyennant une hypothese classique de quasi-norma-, 
lit6, on peut exprimer, d’apr&s Batchelor, la fonction de correlation spatiale Pr, i)) 
de la pression p & l’aide de f(r, t) et en deduire son comportement asymptotique poun] 


1 ö q 4 [4 | 
les grandes valeurs de £, ainsi que celui de = et de (grad p)?. Divers resultate‘ 


nume6riques sont obtenus relativement ä ces correlations et & la moyenne quadratique‘ 
des differences de pression en deux points. J. Bass. | 

Gibellato, Silvio: Strato limite attorno ad una lastra piana investita da un fluida) 
incompressibile dotato di una velocitä che & somma di una parte costante e di un 
parte alternata. Atti Accad. Sci. Torino, Cl. Sci. fis. mat. natur. 90, 13—24 (1956),) 

In einer vorausgehenden Arbeit (dies. Zbl. 67, 182) hat Verf. die Strömung längs: 
einer ebenen Platte für den Fall untersucht, daß der konstanten Außenströmungt 
kleine periodische Schwankungen überlagert sind. In der vorliegenden Arbeit wird) 
nun nachgewiesen, daß die für die instationäre Strömung erhaltene Reihe für alle 
Werte gleichmäßig "konvergiert. W. Wuest. | 

Corrsin, $S. and J. Lumley: On the equation of motion for a partiele in turbulenti\ 
fluid. Appl. sci. Research A 6, 114—116 (1956). 

Kritische Bemerkungen zur Dissertation von ©. M. Tehen: Mean value and) 
correlation problem connected with the motion of small particles suspended in a 
turbulent fluid. Delft-1947. F. W. Riegels. | 

Holt, Maurice: The method of charaeteristies for steady supersonie rotationall 
flow in three dimensions. J. Fluid Mechanics 1, 409—423 (1956). | 

Die Arbeit ist eine Weiterentwicklung einer Charakteristikenmethode vom 
Coburn und Dolph für räumlich isentrope Überschallströmung, auf Strömungen 
mit Stößen, die also anisentrop und wirbelbehaftet sind. Nach einer eingehenden 
Würdigung aller bisher veröffentlichten einschlägigen Arbeiten und der Verallge-' 
meinerung der Gleichungen von Coburn und Dolph wird eine lineare Methode her- 
geleitet, indem von kleinen Störungen eines als bekannt vorausgesetzten räumlichem 
Strömungsfeldes ausgegangen wird. Letzteres ist eine Verallgemeinerung einer Ar-| 
beit von Ferri für Störungen ebener und achsensymmetrischer Strömungen. Bei- 
spiele werden leider keine gerechnet und überhaupt scheint der Gegensatz zwischen! 
grundsätzlicher Klarheit und großem Rechenaufwand nicht behoben und vielleicht! 
kaum behebbar zu sein. K. Oswatitsch. 

Keune, Friedrich: Über eine Näherungstheorie zur Berechnung der auftriebs-" 
losen Strömung um schlanke Körper bei Schallanströmung. Jahrbuch 1955 wiss. 
Ges. Luftfahrt 176—186, engl. und französ. Zusammenfassung 186 (1956). 

Die Arbeit gibt eine Zusammenfassung und teilweise Neudarstellung von Ver-) 
öffentlichungen des Verff. und des Referenten. Für die Berechnung der Schall! 
strömung an Rotationskörpern mit der parabolischen Methode wird eine neue‘ 
Festlegung des freien Parameters diskutiert. K. Oswatitsch. 

Oswatitsch, Klaus: Potentialwirbel-Gitter für Überschallgesehwindigkeiten. 
Z. Flugwissenschaften 4, 53—57 (1956). | 

Der Verf. zeigt, daß sich eine reibungsfreie Überschallparallelströmung mit Hilfe 
der Methode der Potentialwirbel durch ein ebenes Gitter so hindurchleiten läßt, dafl 
sie wieder als Parallelströmung austritt. Die Impulsrechnungen können dann nach 
Betz [Ingenieur-Arch. 16, 249—254 (1948)] durchgeführt werden. Mit Hilfe eines. 
Satzes von A. Busemann über die Machlinien im Übergangsgebiet lassen sich die‘ 
Parallelströmung und die Potentialwirbelströmung zusammenheften. Das Netz der! 
Machlinien läßt sich zeichnerisch relativ einfach finden. Zur Vermeidung von Stößen! 
muß man dafür sorgen, daß die Schaufelkanäle zwischen den einzelnen Profilen nahe. 
zu dieselbe Breite haben wie die Stromröhren der auftreffenden Parallelströmung: 
Zum Schluß zerstreut der Verf. noch die praktischen Bedenken, die man haben könnte 
wegen der nullwinkligen Profile an den Einlaufkanten. E. Meister. 


| 
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Kuo, Y.H.: The effeets of Prandtl number on high-speed viscous flows over a 
flat plate. J. aeronaut. Sci. 23, 1058—1059 (1956). 

Bei der vom Verf. in einer vorausgehenden Arbeit (dies. Zbl. 70, 205) untersuch- 
ten Hyperschallströmung an einer halbunendlich langen ebenen Platte trat neben der 


Reynoldszahl noch ein Parameter v, = 0,860 — SE T,d£E auf, der also wesentlich 
ö 

von der Temperaturverteilung und damit von der Machzahl abhängt (£ Ähnlichkeits- 

variable senkrecht zur Wand). In der vorliegenden kurzen Notiz wird die Abhängig- 

keit von v, sowohl von der Machzahl als auch von der Prandtlzahl für die beiden 

Grenzfälle der wärmeisolierten Platte und der vollkommen wärmeleitenden Platte 

(„kalte Wand‘) untersucht. W. Wuest. 


Chester, W.: Supersonic flow past a bluff body with a detached shock. II: Axi- 
symmetrical body. J. Fluid Mechanics 1, 490—496 (1956). 

Die Arbeit schließt an die Veröffentlichung des gleichen Verf. (s. dies. Zbl. 71, 
407) über das ebene Problen an und ist dementsprechend kurz gehalten. Wie früher 
wird nach hohen Machzahlen und Verhältnis der spezifischen Wärmen nahe an 1 
entwickelt. Die Konvergenz erweist sich als etwas schlechter, wie bei ebener Strö- 
mung. Auch im Unterschallbereich sind die Druckverteilungen von ebener und 
achsensymmetrischer Strömung nahezu gleich. K. Oswatitsch. 


Witham, 6. B.: On the propagation of weak shock waves. J. Fluid Mech. 1, 
290— 318 (1956). 
Es wird ein Verfahren für die Behandlung von Problemen der Ausbreitung und 


des Abklingens von Stoßwellen hergeleitet, wobei diese durch eine Explosion oder 


durch mit Überschallgeschwindigkeit fliegende Körper hervorgerufen sein sollen. 
Die Theorie ist zwar auf schwache Stöße beschränkt, sonst aber ganz allgemein. 
Es wird also keine Achsen- oder Kugelsymmetrie vorausgesetzt, so daß an sich mehr 
als zwei Veränderliche auftreten. Wenn man die Normalen zur Stoßfront als ‚‚Strah- 
len‘ bezeichnet, so besteht das von Whitham angewandte Näherungsverfahren 
darin, die ‚„‚Strahlröhren‘“ getrennt für sich zu betrachten. Man wird dadurch auf 
ein nur von der Zeit £ und der Ortsvariablen s abhängiges Problem geführt. Die an- 
deren Variablen erscheinen nur als Parameter in der Funktion A(s) (Querschnitts- 
fläche der Röhre) und in der Funktion, die das anfängliche Wellenprofil für die ein- 
zelne Strahlröhre kennzeichnet. Diese allgemeine Näherungstheorie wird zunächst 
am bereits bekannten Fall der sphärischen Welle erprobt und dann auf asymmetrische 
Explosionen angewandt, d.h. auf den Fall, daß zur Zeit t = 0 in einem nichtkugel- 
förmigen jedoch überall konvex gewölbten Raumteil ein Druck u, + F(Pm <1) 
herrscht, während der Druck im übrigen Raum 7, ist. Ein praktisch wichtiger, 
hier jedoch nur kurz gestreifter Anwendungsfall der allgemeinen Theorie sind die 
sogenannten „bangs‘“, d.h. die Stoßwellen, die durch einen beschleunigt mit Über- 
schallgeschwindigkeit fliegenden Körper verursacht werden. Die Theorie kann auch 
auf stationäre Überschallvorgänge angewandt werden, und als Anwendungsbeispiele 
werden der schräg mit Überschallgeschwindigkeit angeblasene Deltaflügel sowie 


- allgemeinere Flügelformen behandelt. In einem Schlußabschnitt wird schließlich 


der Wellenwiderstand eines derartigen Flügels aus der Energiedissipation der Stoß- 
wellen berechnet. Verf. findet, daß der Wellenwiderstand dem Mittel der Widerstände 


der äquivalenten Rotationskörper für die verschiedenen Richtungen entspricht. 
W. Wuest. 


Mawardi, 0.K.: Aerothermoaecousties. Phys. Soc., Rep. Progr. Phys. 19, 156 
—187 (1956). ? 

In der Arbeit wird ein gewisser Überblick darüber gegeben, wie weit die Erzeu- 
gung von Schall durch Turbulenz und durch Hitzequellen erforscht ist. Anhand der 
in England und in den USA in den letzten Jahren erschienenen Literatur werden 
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folgende Effekte diskutiert. 1. Erzeugung von Schall durch einen turbulenten Gas-)' 
strom, wenn kein fester Körper den Gasstrom behindert. 2. Der sogenannte „‚bound-| 
ary layer noise“, d.h. Schall, der an der Grenzschicht entsteht, wenn ein Gasstrom) 
an einem Festkörper’entlangstreicht. 3. Streuung von Schall durch einen turbulenten i 
Gasstrom. 4. Erzeugung von Schall durch Hitzequellen. Die Arbeit enthält die) 
wichtigsten theoretischen Ergebnisse und jeweils einen kurzen Abriß der dazugehöri-) 
gen Ableitung. Außerdem werden wichtige Experimente beschrieben. Es wird mehr- 
fach betont, daß für eine genaue Kenntnis der Effekte noch weit mehr experimentell 
Daten bekannt sein müßten. M.Heckl. | 

Tehen, Chan-Mou: Approximate theory on the stability of interfacial waves) 
between two streams. J. appl. Phys. 27, 1533—1536 (1956). ı 

Untersucht wird die Strömung zweier übereinandergeschichteter Flüssigkeiten 
gegenüber kleinen Schwingungen; Oberflächenspannung und Zähigkeit werden im 
Rechnung gestellt. Die Strömungsgeschwindigkeit der beiden Medien wird als! 


\ 


konstant und verschieden angenommen. Es wird eine Näherungsformel angegeben, 


| 


(W 
j 


hängigkeit von der Wellenzahl der angesetzten Störungen dar. Sie trennt die Be- 
reiche stabiler und instabiler Störungen. Störungen kleiner Wellenlänge erweisen! 
sich als weniger stabil als solche großer Wellenlänge. Verschiedene graphische Dar- | 
stellungen zeigen Anfachung und Dämpfung, wobei neben dem genannten Fall auch Ä 
der der Strömung einer schwereren Flüssigkeit über einer leichteren berücksichtigtt' 
wird. @G. Hämmerlin. \ 


Dungen, F.H. van den: Lecons sur les ondes de gravit6 de les fluides ineom-- 
pressibles. Redigees par A. Huleux. C.I.M.E., Teorie non linearizzate in elasti-- 
cita, idrodinamica, aerodinamica 91 p. (1956). 

In einer einführenden Vorlesungsreihe wird die Theorie der Schwerewellen in 
tiefen und seichten Gewässern behandelt. U. a. werden die Wellen im rechteckigen 
Becken, im unendlich langen Becken und im unendlich langen und tiefen Becken ab-- 
geleitet. Die an der nordamerikanischen Pazifikküste beobachteten und auf Unter-- 
seewasserbeben zurückgeführten Wellen (‚‚tsunamis‘‘) werden als Cauchy-Poisson-- 
Wellen gedeutet. J. Pretsch. 

Hugues, Louis: Determination th6orique du profil d’un deversoir en pareii 
mince r6alisant une loi de debit imposee. C. r. Acad. Sci., Paris 242, 1956—1959)" 
(1956). | 

En negligeant les contractions des filets du courant & la traversee et en admettant! 
qu’en tout point de la section du döversoir la pression est constante, egale & la pres-. 
sion atmosphörique et la vitesse conforme & la formule de Toricelli, on determine laı\ 
forme x = f(z) du profil d’un d&versoir sym6trique par rapport & l’axe verticale OZ/ 
(origine au seuil), qui r&alise une loi de debit imposee, Q=2y2gy(H). La forme' 
x = (2) est solution de l’&quation integrale lineaire de Volterra, de premiere espece, 


Dr 


>; 


H ng 


dans laquelle H est la hauteur de la lame au deversoir, f(z) l’ordonnee du profil de) 
chaque cöte de ’axe OZ et (H —Z) la distance qui separe de la surface libre le filet | 
liquide de cöte Z. La fonction f(z) est: 


zZ \ 
(0 ZH 
are) (2) 
0 


8 
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1 
Pour le cas pratique g(H) = K H* (n positif), avec t = nn A i 


in—1 


ir 


. » 5 . 0 
(integrale eulerienne, convergente pour n> 0, divergente pour n<0), le profil existe 
i 1 i 
in>-. La fonction ffz) (2) permet d’obtenir pour n = 1; 3/2; 2; 5/2; 7/2, les 


formes des profils deversoirs: proportionnel, rectangulaire, paraboligue d’axe ver- 


tical, triangulaire, parabolique d’axe horizontal. Gräce au caractere lineaire de 


P’equation (1), si (2) et f,(z) sont deux solutions correspondant & @,(H) et @,(H), 


2) = fı(z) + fa(z) est la solution pour (HZ) = Y,(H) + 9,(H) (propriete d’additivite). 


M. Lates. 

Hugues, Louis: Determination thöorique du profil d’un döversoir & large seuil, 
eylindrique et. horizontal, r&alisant une loi de debit impos6e. C. r. Acad. Sci., Paris 
242, 2292—2295 (1956). 

Les hypotheses de base de la note sont les suivants: contractions laterales 
negligeables, & cause de la largeur considerable du seuil; distribution hydrostatique 
de la pression dans les deux sections de reference, S, (amont du deversoir), et $, 
(sur le seuil), en supposant sensiblement horizontaux les filets liquides; quasi-uni- 


_ formit& du champ des vitesses dans S, et S,; pertes d’energie nögligeables entre les 


deux sections; rapport des aires des sections S, et S, suffisamment petit pour ob- 


tenir, & l’aide de l’&quation de Bernoulli, V, = y2 g(H—.h), avec H et h, hauteurs 
du courant liquide dans les deux sections; forme syme£trique du seuil deversoir par 
rapport & l’axe vertical OZ[x = + f(e)], Yaxe horizontal OX & l’intersection de 8, 


avec le plan horizontal tangent au seuil; loi de debit imposse au seuil, 9 —2 2 g p(H). 


_ Le debit du courant, dans la section S,, est: 


h 
Q=2y29(H —h) J fe): de (1) 
L’equation fonctionnelle devient: 
} h 
o(H) =YH—h / fie) de (2) 


| avec deux fonctionsinconnues, x = f(z) eth = G(H), pour la determination desquelles 


il faut ajouter & l’&quation (2) l’equation du postulat de Belanger (d&bit maximum): 
(3) 09/8, =0. Lesfonctionsp(H), @(H) e tf(z) sont suppos6es continues dans ’intervale 
h 


 (0,a), a>0, et l’integrale [ f(z) - de est convergente m&me pour z—= 0. On admet 
0) 


aussi les conditions 9(0) = 0; G(0) = 0; 9 (H) > 0. Pour h on obtient les expres- 


et x=f(z) s’obtient 


1 (pH) | pH) 
2 Pr) 


sions: (4)h=G(H) = H — Era] (5) f{h) 2 |(H —n3l8 


“ par. &limination de H entre (4) et (5), en remplacant % par z dans l’Equation resultante. 
Dans le cas g(H) = K Hr, n > 0, on donne, ä l’aide de (4) et (5), les expressions de 


G(H) et f(z) pour quelques valeurs de n (d6versoir proportionnel & large seuil, reetan- 


‘gulaire, parabolique d’axe vertical, triangulaire, parabolique d’axe horizontal). 


La propriste d’additivit6 des fonctions f(z), pour des fonctions p(H) additionnees, 

valable aux deversoirs en parois mince, ne subsiste plus. M. Lates. 
Marre, Pierre Huard de la: Expressions exactes des debits d’infiltration dans 

les barrages tridimensionnels & parois verticales. ©. r. Acad. Sci., Paris 242, 1125— 


1127 (1956). 


La note presente une formule gen6rale du debit de filtration (avec surface libre) 
d’un massif perm6able tridimensionnel & parois & surfaces cylindriques verticales, 


| separant deux plans d’eau dans une vallee dont les lignes de niveau forment, en pro- 
_ jection horizontale, un systeme isotherme defini par g(x, y) = const, g etant fonction 


| 
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harmonique de deux variables. La formule generale rösulte de l’application de la) 
relation de Green & la surface qui limite le volume occupe par le fluide dans le massit!] 
permeable et peut &tre appliquee pour vallce de forme eylindrique horizontale, | 
vall&e de revolution, vall&e convergente ou vallee avec etranglement. | 


M. Lates. 


Wärmelehre: | 


Salmon, J.: Etude des plasmas en rögime transitoire. J. Phys. Radium 17,,) 
931—933 (1956). f 

Die Untersuchung eines Elektronengases bei Ausschaltung der Aufheizung ergab) 
folgendes: Bei gleichförmiger Elektronendichte bleibt die Verteilung der Geschwin- . 
digkeiten, die ursprünglich dem Maxwell-Boltzmannschen Gesetz gehorchte, erhal. - 
ten, wobei nur die entsprechende Temperatur exponentiell mit der Zeit abnimmt. 
Wenn die Elektronenverteilung nicht gleichförmig ist, bekommt die Verteilungs. 
funktion einen Koeffizienten, der mit der Zeit variiert. K. H. Höcker. 


Seiden, Joseph: Röversibilit6 et irröversibilit6 en r&sonance nuel6aire. C. r. 
Acad. Sci., Paris 243, 1201—1203 (1956). 1% 
A brief discussion is given of spin-lattice relaxation, assuming that each spin 
relaxes independently of the others. The lattice is regarded as a classical systemil 
which plays the part of athermostat. The note does not go beyond the definitions. .\ 
These are basically that the wavefunction of the j-th spin is (6) = 3 4,(8) Ol 


N 1 
G=12,...,N), and on„() = N! ajnd;m. The matrix o is to be studied later...) 
=; P.T. Landsberg. \ 


Brout, R. and I. Prigogine: Statistical mechanies of irreversible processes, ‚PR 


Part VIII: General theory of weakly coupled systems. Physica 22, 621—636 (1956)... 
(Teil VI, VII s. dies. Zbl. 71, 412; 72, 211.) — Ausgegangen wird von einem me- .|‘ 
chanischen System mit der Hamilton-Funktion 7 =H°-+4V. Die Hamilton- 
Funktion H° des ungestörten Systems soll N Freiheitsgraden entsprechen und N 
eindeutige analytische Integralinvarianten haben, was beispielsweise der Fall ist, 
wenn H° = $% H, und jedes A, nur von einer Koordinate und dem kanonisch kon- F 
jugierten Impuls abhängt. Die schwache Wechselwirkung V soll einerseits alle" 
Invarianten mit Ausnahme der Gesamtenergie zerstören, aber die Gleichgewichts- .\ 
eigenschaften nicht merklich beeinflussen. Die irreversiblen Eigenschaften eines 
solchen Systems im Grenzfall sehr großer N werden untersucht. Dazu wird die Ver-. 
teilungsfunktion o im Phasenraum des ganzen Systems nach Eigenfunktionen des 
ungestörten Liouville-Operators LP, der der Hamilton-Funktion H° entspricht, ent- fi 
wickelt. Als Variable erweisen sich die Winkelvariablen «; und die kanonisch konju- | 
gierten Wirkungsvariablen J, als zweckmäßig. Für ein mehrfach periodisches System ı\ 
findet man so | 
0 = im Om (I1 +, /m b) exp BE In; (x; — @; (J,)) £] | 

mit &; = 2HP/0J;; {n;} bedeutet einen Satz von ganzen Zahlen n,, nz, ... Die: 
Funktion 0; beschreibt eine Gesamtheit ohne Phasenkorrelation, während die.) 
On ({%} = {0}) Phasenkorrelationen bedingen. Für N> ®, 10,1 so daß) 
/*t— endlich, ergibt sich unter sehr allgemeinen Bedingungen für V, daß jeder Ko- \ 
effizient om} für sich einer partiellen Differentialgleichung genügt, die von erster 
Ordnung in der Zeit ist. Bemerkenswert ist, daß die zeitliche Entwicklung von 00, ı 
durch einen Markoff-Prozess beschrieben wird, während die übrigen og, mit kom- .\ 
plizierteren stochastischen Prozessen zusammenhängen. Ist 01,(4) = 0 ir} =# {oil 
für £ = 0, so bleibt diese Beziehung auch für spätere Zeiten bestehen: Eine Vertei-.. 
lung ohne Phasenkorrelation bleibt eine solche. Als Beispiele werden Phononen im . 
Kristall mit schwacher Wechselwirkung und vollkommene Gase mit kleinen Stren- . 
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winkeln beim Stoß behandelt. Ferner werden das H-Theorem und die Verhältnisse 
beim Vorliegen makroskopischer Gradienten (Wärmeleitung) diskutiert. 
J. Meisner. 

Meijer, PaulH.E.: Extension of the statistical proof of the minimum entropy 
production theorem. Phys. Review, II. Ser. 103, 839—844 (1956). 

Klein und Meijer (dies. Zbl. 57, 191) haben das Prinzip der minimalen Entro- 
pieproduktion für ein einfaches Modell eines Nichtgleichgewichtssystems mit den 
Prinzipien der statistischen Mechanik bewiesen. Der Beweis wird nun auf Systeme 
mit Teilchen, die der Fermi-Dirac oder Bose-Einstein-Statistik genügen, ausgedehnt, 
wobei es nicht notwendig ist, die Erhaltung der Teilchenzahl vorauszusetzen (Photo- 
nen!). Eine andere Verallgemeinerung betrifft Systeme, bei denen die Teilchenzahlen 
durch Austausch mit geeigneten Bädern veränderlich sind, im Sinne der großen 
kononischen Gesamtheiten. J. Meixner. 

Hashitsume, Natsuki: A statistieal theory of linear dissipative systems. II. 
Progress theor. Phys. 15, 369—413 (1956). 

[Teil I s. dies. Zbl. 48, 432.] — Der erste Teil dieser Arbeit befaßt sich mit der 
Onsager-Machlupschen Theorie von linearen dissipativen Systemen (Onsager und 
Machlup, dies. Zbl. 53, 151), und mit der in ihr entwickelten Wahrscheinlichkeits- 
funktion für eine gegebene Folge von Nicht-Gleichgewichtszuständen, insbesondere 
der thermodynamischen Lagrange-Funktion in den Systemvariablen und in ihren 
Zeitableitungen. Es wird gezeigt, daß diese Theorie äquivalent ist zur Theorie der 
Brownschen Bewegung von Rice [Bell System Tech. J. 23, 1—29 (1944), 24, 46— 
156 (1945)] und es werden weitere Eigenschaften der thermodynamischen Lagrange- 
Funktion hergeleitet. — Im zweiten Teil wird die Methode der schwankenden Ver- 
teilungsfunktionen entwickelt. Es handelt sich dabei im Wesentlichen um die Dis- 
kussion der Kramersschen Gleichung, die durch ein stochastisches Glied ergänzt ist 
und dadurch den Charakter einer Langevin-Gleichung bekommt. Diese Methode 
findet Anwendung auf eine Gesamtheit von harmonischen Oscillatoren in einem 
Wärmebad, wobei verschiedene Stoßannahmen (schwache und starke Stöße) gemacht 
werden, sowie auf die Verteilung der Leitungselektronen im Metall. Beim letzten 
Beispiel werden insbesondere die Korrelationsfunktionen des elektrischen Stroms, 
des Wärmestroms und die gemischte Korrelation zwischen elektrischem Strom und 
Wärmestrom berechnet. J. Meixner. 

Kaplan, Thomas A.: Relationship between the reciproeity theorems of Onsager 
and Callen-Greene. Phys. Review, II. Ser. 102, 1447—1450 (1956). 

Callen und Greene (dies. Zbl. 48, 197) haben gezeigt, daß der reelle Teil der 
Admittanzmatrix eines linearen thermodynamischen Systems gewisse Symmetrie- 
eigenschaften besitzt. Verf. beweist dieselben Symmetrieeigenschaften ohne zusätz- 
liche Annahmen auch für den imaginären Teil und gibt damit eine nützliche Ab- 

‚rundung des Theorems von Callen und Green. Die Onsagerschen Reziprozitäts- 
beziehungen werden dann auf den Fall linearer nicht-Markoffscher Prozesse verall- 
gemeinert und es wird die Äquivalenz dieser Verallgemeinerung mit dem Theorem 
von Callen und Green bewiesen. J. Meiner. 

Miller, Donald 6.: Thermodynamie theory of irreversible processes. III: The 
potentials of eleetrochemiecal eells in gravitational and eentrifugal fields. Amer. 
J. Phys. 24, 595—604 (1956). 

Mit der Thermodynamik der irreversiblen Prozesse wird eine allgemeine Glei- 
chung für das Lösungspotential einer Flüssigkeit mit beliebig vielen geladenen und 
ungeladenen Molekülarten im Schwerefeld oder Zentrifugalfeld hergeleitet. Sedimen- 
tation und Diffusion werden berücksichtigt. Drei spezielle Fälle werden ausführ- 
licher diskutiert, die Konzentrationszelle mit Überführung, die homogene Lösung 
und die Sedimentationsgleichgewichtszelle. Weitere Spezialisierung erfolgt auf einen 
binären Elektrolyten im einfachen neutralen Lösungsmittel. J. Meisxner. 


216 


| 


| 

| 
Davies, R. 0.: The maeroscopie theory of irreversibility. Phys. Soc., Rep.) 
Progr. Phys. 19, 326—367 (1956). l 
Der Aufsatz gibt einen Überblick über verschiedene Gebiete der Theorie der irre- .\ 
versiblen Prozesse. Der erste Teil befaßt sich mit nicht-uniformen Systemen, deren | 
Zustand durch makroskopische Variable beschrieben wird. Im zweiten Teil werden | 
uniforme Systeme mit inneren Variablen behandelt. Besonderer Wert wird auf die'\ 
Diskussion der Zusammenhänge mit der Schwankungstheorie gelegt. Anwendungen | 
betreffen verschiedene Effekte in diskontinuierlichen Systemen, viskose Strömung |) 
in äußeren Feldern, sowie die thermodynamische Theorie der Relaxation, insbeson- | | 
dere Bildung des glasigen Zustandes, Schallabsorption in Flüssigkeiten und Visko- 
elastizität. J. Meisner. 


Giulianini, Arturo: Sulla propagazione del calore in un fluido in moto. I, II. I 


Atti Accad. Sci. Ist. Bologna, Cl. Sci. fis., Anno 244°, Rend., XI. Ser. 3, Nr.1, ! 
131—139; 140—153 (1956). } 
Nel primo lavoro, col elassico metodo delle soluzioni elementari, si risolve for- | 
malmente il seguente sistema differenziale nella incognita funzione T = T(z, t). | 
T.,—a T,—bT=cT,, con a b,c costanti; T(0,1)=0, T(l,t)=T,; T(2,0) =f(e). I 
che traduce il problema unidimensionale della distribuzione della temperatura | 
in una colonna liquida, scorrente in un tubo sottile con velocitä costante (esperienza \ 
di Nettleton). — Nel secondo lavoro si considera, con lo stesso metodo, il caso piü | 
generale, tradotto dal sistema differenziale nella funzione incognita T(x, y,2,t): \ 
AT—aT,=bT,T=0perz=0;7,+cT=0perz=1; 7, +dT=0sulla } 
superficie laterale del tubo; T(x, y, 2,0) = 0, essendo a, b, c, d costanti, nella ipotesi 
che la sezione del tubo normale all’asse (asse 2) sia un rettangolo od un cerchio. | 
G. Sestini. 


Elektrodynamik. Optik: 


Durand, Emile: Les fonetions diseontinues de P&leetrostatique et de la magn6to- | 
statique. Ann. Fac. Sci. Univ. Toulouse, IV. Ser. 19, 161—174 (1956). | 


Deduzione delle discontinuitä del campo di un semplice strato e del potenziale | 
di doppio strato. Applicazione all’elettrostatica e alla magnetostatica. | 
D.Graffi. 


Durand, Emile : Les densites singulieres de P’eleetrostatique et de la magnöto- | 
statique. Ann. sci. Ecole norm. sup., III. Ser. 73, 75—91 (1956). 


L’A. dimostra come, attribuendo un opportuno significato al Laplaciano di 1/r | 
(r distanza fra due punti) dove r si annulla, l’equazione di Poisson e diverse sue | 
conseguenze sono valide anche nei punti dello spazio occupati da cariche puntiformi, | 
lineari o superficiali. D.Graffi. 


Durand, Emile: Caleul numerique des champs electriques et magnetiques per- 
manents. Bull. Soc. Sci..Afrique du Nord, Sei. math. phys. Nr. 7/8, 20—24 (1956). | 


L’A., sostituendo all’equazione di Laplace un’equazione alle differenze finite, | 
deduce un metodo per risolvere numericamente il problema di Dirichlet. | 


D.Graffi. 


Klarsfeld, S.: Sur les lignes de force magnetiques. An. Univ. C. J. Parhon 
Bucuresti, Ser. Sti. Natur. Nr. 11, 71—-75, russ. und französ. Zusammenfassung 75 
(1956) [Rumänisch]. 


On demontre que les lignesde force du champ magne6tique cr&6 par un courant fili- 
forme, plan et convexe, sont soit des courbes fermees, qui entourent le courant, soit des 
courbes ouvertes, aux extr&mit6ös & l’infini, symötriques dans les deux cas par rapport 
au plan du courant. Französ. Zusammenfassg. 
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Lafleur, Charles: Sur une partie r6elle assoei6e & Pimpsdance d’un eireuit 
purement reaetif. C. r. Acad. Sci., Paris 243, 645—647 (1956). 

Die Fouriersche Transformation bezieht sich auf Funktionen der reellen Ver- 
änderlichen ®, die Laplacesche dagegen auf solche der komplexen Veränderlichen 
p=&+5jw. Hat man eine Reaktanz zunächst nach Laplace als rational gebrochene 
Funktion von p dargestellt, Z(p) =Z (x +j w), und will man zur Fourierschen 
Form übergehen, so kann man entweder & = 0 setzen und erhält Z jo)=Z(jow), 
oder man kann «— 0 gehen lassen und erhält dann limZ (& +7») = 2.40) 

0 


8 
Die beiden Ausdrücke sind nicht identisch. Z, ist rein imaginär, Z, dagegen komplex. 
Der imaginäre Teil von Z, stimmt mit Z, überein, sein reeller Teil besteht aus einer 
Summe von Ausdrücken der Form ö(w) = lim ke — —— *“ _| , deren Anzahl gleich 

| el 

der der Singularitäten (Unendlichkeitsstellen) der Reaktanz ist. Diese Ausdrücke 
sind ‚‚Distributionen‘‘ nach der Bezeichnung von L. Schwartz; sie lassen sich als 
Diracsche Impulse im Frequenzbereich auffassen. Man sende zur Zeit t—=0 einen 
Einheits-Stromimpuls durch die Reaktanz und berechne den zeitlichen Verlauf 
der Spannung durch das Fouriersche Integra) 


+0 
e(t) =, | 2, o)e’*'do, 


—e) 


wobei über den Index k noch verfügt werden soll. Für £<0 muß sich e(t) = 0 
ergeben. Das geschieht nur dann, wenn man Z, =Z, setzt. Eine naheliegende 
physikalische Deutung hat der Verfasser seinem Verfahren nicht gegeben: Man hat 
die Induktivitäten und Kapazitäten, aus denen die Reaktanz aufgebaut ist, als mit 
verschwindend kleinen Verlusten behaftet anzusehen. Dadurch vermeidet man, daß 
die Singularitäten auf den Integrationsweg fallen, und erhält ohne mathematische 
Schwierigkeiten das richtige Ergebnis. G. Günther. 


Melvin, H. M.: On concavity of resistance funetions. J. appl. Phys. 27, 658— 
659 (1956). 

Über das Theorem der Mindestleistung von Jeans gibt Verf. in knapper Form 
einen Beweis, daß der Widerstand R(R,); R,>0, w=1,2,...n) eines Zweipol- 
Netzwerkes N(R,) eine konkav abfallende Fkt. der Zweigwiderstände R, ist (Shan- 
non-Hagelberger Theorem). Er geht dabei im Gleichstromfall von dem topologisch 
ähnlichen Netzwerk N(R, + R,) aus und vergleicht die Leistungen in N(R,) und 
in N(R)). Ebenso kann der Beweis für den Wechselstromfall geführt werden, wenn 
man die quadratischen Mittelwerte betrachtet. H. Schließmann. 


e Farley, F. J. M.: Elements of pulse eireuits. (Methuen’s Monographs on 
Physical Subjects.) London: Methuen & Co., Ltd.; New York: John Wiley & Sons, 
Inc. 1956. VIII, 143 p. 8s. 6d. net. 

Das Bändchen bringt auf dem begrenzten Raum von nur 138 Seiten in knapper 
und präziser Darstellung eine Einführung in die Prinzipien der Impulstechnik und die 
in dieser Technik benutzten Schaltungen. Es ist deswegen besonders für solche Leser 
gedacht, die sich einen ersten Überblick über die Impulstechnik verschaffen wollen. 
Im einzelnen werden behandelt: Schaltungen zur Erzeugung von Impulsen, Sägezahn- 
oder Rechteckschwingungen, die Umwandlung der Schwingungen durch lineare und 
nichtlineare Elemente, ferner Frequenzteiler und Zählschaltungen, sowie Impuls- 
verstärker mit und ohne Gegenkopplung. Ein abschließendes Kapitel zeigt an Bei- 
spielen das Zusammenwirken der vorher beschriebenen Bausteine in technisch aus- 
geführten Schaltungen. @. Bosse. 
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e Weber, Ernst: Linear transient analysis. Vol. II. Two-terminal-pair net- | 


works transmission lines. New York: John Wiley and Sons, Inc. 1956. XIV, 452p. | 


$ 10.50. 

[Band I: New York 1954] — Das Buch ist den Einschwingvorgängen in passiven | 
und aktiven Vierpolen, in Filtern und Leitungen gewidmet. Die dabei benutzten | 
Methoden der Fourier- und Laplacetransformation werden zu Beginn mathematisch 


exakt hergeleitet, wobei die für die praktische Anwendung wichtigen Größen im 


Spektralbereich klar herausgestellt werden. Für die in Kap. 2 und 3 durchgeführte | 
systematische Untersuchung von passiven Vierpolen und aus diesen aufgebauten 
Kettenleitern und Wellenfiltern wird die Matrizenschreibweise gewählt, die eine 
allgemeine Darstellung der Übertragungseigenschaften gestattet. Die Idealisierung 
eines allgemeinen Übertragungssystems als Tiefpaß oder Bandpaß, wie sie erstmals 
von K. Küpfmüller eingeführt wurde, und der Berechnung deren Einschwing- 
vorgänge mit Hilfe der Fouriertransformation ist das 4. Kap. gewidmet. Abweichun- 
gen von der idealen Übertragungscharakteristik werden diskutiert. Die Analyse 
aktiver Vierpole (Röhren- und Transistorverstärker) ist beschränkt auf kleine Signale, 
so daß die Nichtlinearitäten vernachlässigt und die in den vorangegangenen Kap. 
gebrachten Methoden angewandt werden können. Regelkreise werden nicht behandelt, 
sind indessen — unter Abänderung der Terminologie — leicht aus der ausführlichen 
Theorie der gegengekoppelten Verstärker zu berechnen. Im Hauptteil des Buches 
gibt der Verf. — auf über 150 Seiten — eine ausführliche und tiefschürfende Dar- 
stellung der Einschwingvorgänge auf den verschiedensten Leitungsarten von der 
unendlich langen, verlustlosen und verzerrungsfreien Leitung bis zur allgemeinen 
verlustbehafteten Leitung (für einige spezielle Abschlußwiderstände), wobei auch 
Wanderwellen und ihre Verzerrungen durch Unstetigkeiten der Leitung Berück- 
sichtigung finden. Es werden dabei Approximationen durch Potenzreihen angegeben 
und die Möglichkeiten für asymptotische Entwicklungen besonders herausgearbeitet. 
Im Anhang findet man neben einem Literaturnachweis eine Zusammenfassung der 
wichtigsten Sätze über Determinanten, Funktionen komplexer Veränderlicher und 
über die Integration im Komplexen, so daß dieser 2. Band auch unabhängig vom 
ersten benutzt werden kann. Durch die in jedem Kap. ausführlich durchgerechneten 
und diskutierten Beispiele und die beigefügten Tafeln von Korrespondenzen der 
Fourier- und Laplacetransformation, insbesondere über die bei Einschwingvorgängen 
auf Leitungen auftretenden Besselfunktionen ist das Buch zum Studium und als 
Nachschlagewerk bei der Lösung eigener Probleme gleichermaßen geeignet. 
H. Schließmann. 

Atti del eonvegno internazionale sulla propagazione delle radioonde nella 
ionosfera. Organizzato dalla Soeietä Italiana di Fisica, Venezia, ospite la fondazione 
„Giorgio Cini“, 18—21 agosto 1955. Nuovo Cimento, Suppl., X. Ser. 4, 1343—1608 
(1956). 

Die wichtigsten theoretischen Beiträge sind: T. Kahan (Turbulence ionos- 
pherique et propagation des ondes &lectromagnetiques; 1352—1384) gibt einen 
Überblick über die Methoden der Fourier-Analyse der Turbulenzbewegung, die Be- 
rechnung der daraus resultierenden Dichteschwankungen und schließlich die Be- 
rechnung der Streuung einer elektromagnetischen Welle an den entsprechenden 
Schwankungen des Brechungsindex. — Der Beitrag von $. Chapman (The electrical 
conductivity of the ionosphere: a review; 1385—1412) gibt einen Überblick über die 
neueren Arbeiten (Hirono, Maeda, Baker und Martyn) zur elektrischen Leit- 
fähigkeit der Ionosphäre. — Die in Italien besonders eingehend studierte Selbst- 
Demodulation von Radio-Wellen in der Ionosphäre wird theoretisch in den Beiträgen 
von Carlevaro (Some remarks on the theory of self demodulation; 1422—1429) 
und von Bailey (On the interaction of radio waves; 1430— 1449), experimentell von 
Cutolo (Ionospheric self demodulation of radiowaves; 1450—1459) und Mitarbeitern 
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behandelt. Argence (Sur l’absorption des ondes courtes dans une milieu ionise 
isotrope; 1478—1510) berichtet über die Absorption von Radio-Wellen in einem 
isotropen, ionisierten Medium, wobei der Fall starker Absorption berücksichtigt 
wird; unter Einbeziehung des Erdmagnetfeldes wird das Absorptionsintegral für 
verschiedene Schichtformen ausgewertet. — Argence und Rawer (Sur la döter- 
mination du nombre de chocs relatif ä la region F, de l’ionosphöre; 1511—1531) 
diskutieren die Interpretation von Dämpfungsmessungen an der F,-Schicht mit dem 
Ergebnis, daß die effektive Dämpfung durch Stöße zwischen Elektronen und Ionen 
gegeben ist. — Bremmer (Remarks on the connection between Mode theory and 
Ray theory; 1552—1559) betrachtet ein vereinfachtes Modell für die Ausbreitung 
zwischen Erde und Ionosphäre, wobei, wie bei der Berechnung der Bodenwellen- 
ausbreitung, ein Hertz’scher Vektor benutzt wird. Für die Reflexion an Erde und 
Ionosphäre wird ein frequenz- und winkelabhängiger Koeffizient angenommen; 
Vielfachwege werden zugelassen und durch einen Steigungsparameter A charak- 
terisiert. Der resultierende Hertz’sche Vektor ergibt sich durch Integration der den 
einzelnen Ausbreitungswegen entsprechenden Zylinderwellen über den Parameter A. 
Wird das Integral nach der Residuen-Methode ausgewertet, so treten dabei die 
diskreten Ausbreitungswege wieder in Erscheinung. K. Rawer. 


Wait, James R.: Radiation from an electric dipole in the presence of a corrugated 
eylinder. Appl. Sci. Research B 6, 117—123 (1956). 

Die Lösung der Aufgabe wird unter der Annahme durchgeführt, daß der das 
Feld anregende elektrische Dipol außerhalb des Zylinders parallel zur Achse des 
Zylinders angeordnet ist. Der zylindrische Leiter wird als vollkommener Leiter 
angesehen. Seine Oberfläche trägt jedoch einen besonderen stofflichen Belag von 
vernachlässigbarer Dicke, der bewirkt, daß zwischen den Feldkomponenten E, und 
H, einerseits und E, und H, andererseits der durch die beiden Gleichungen 
E,=n,:H, E,=—n, H, dargestellte Zusammenhang besteht. Für die numerischen 


Rechnungen wird angenommen, daß |n,|< Ywol&o ist. H. Buchhok. 


Pokrovskij (Pokrovsky), V.L.: On optimal line antennas with radiation perpen- 
dieular to the axis. Doklady Akad. Nauk SSSR 109, 769—770 (1956) [Russisch]. 

Es wird in der Arbeit die optimale Verteilung der Ströme inn + 1 linienförmigen 
Strahlern einer Antennengruppe berechnet, wenn der Abstand d der einzelnen Strah- 
ler und die Wellenlänge gegeben sind. Wegen der technischen Bedeutung dieser Auf- 
gabenstellung wird auf die Arbeiten von Dolph und Ribletin den Proc. Inst. Rad. 
Eng. 34, 335 (1946); 35, 489 (1947) verwiesen. Von der Lösung der mathematischen 
Aufgabe, auf die das oben erwähnte technische Problem führt, wird nur das Ergebnis 
mitgeteilt. Die Stromverteilung wird danach im wesentlichen von zwei Arten von 
Polynomen bestimmt: den Tschebischeff-Polynomen und den Polynomen von 
Achiezer, die parametrisch durch elliptische Funktionen dargestellt werden können 
(S. Achiezer, Vorlesungen über Approximationstheorie, dies. Zbl. 31, 157 S. 303). 
Beide Gattungen von Polynomen gehen in Sonderfällen ineinander über. Sie zeigen 
gewisse Minimumseigenschaften, die aber nur unvollständig angegeben werden. 

H. Buchholz. 

Uzsoky, M. and L. Solymär: Theory of super-directive linear arrays. Acta 
phys. Acad. Sei. Hungar. 6, 185—205 (1956). 

Unter Bezugnahme auf ältere Arbeiten auf diesem Gebiet wird eine Theorie von 
Gruppen linearer Strahler entwickelt, in der die mehr oder weniger vorteilhaften 
Eigenschaften der Strahler im Lichte dreier neuer Begriffe betrachtet werden, die 
nach Meinung der Verff. besonders zweckmäßig definiert sind. Sie werden bezeichnet 
als geometrische Verstärkung (geometrical gain), geometrische Güte (geometrical 
quality) und Toleranzempfindlichkeit (tolerance sensibility). Die erstgenannte Eigen- 
schaft gibt die Verstärkung einer Gruppe isotroper Strahler gegenüber dem einzelnen 
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Strahler an, die geometrische Güte zeigt an, um das Wievielfache die Bandbreite | 
der Gruppe geringer ist als die des einzelnen Strahlers. Schließlich soll die Toleranz- | 
empfindlichkeit erkennen lassen, in welchem Maße das System gegenüber Änderungen 
in der Stromverteilung empfindlich ist. Bei der Definition dieser drei charakteristi- 


schen Größen ist u. a. auch darauf gesehen worden, daß sie der mathematischen Be- |} 
rechnung bequem zugänglich sind. In der Arbeit werden als Beispiel für die Brauch- | 
barkeit der neuen Definitionen vier von den bisher in der Literatur behandelten |) 


Fällen, in denen verschiedene Annahmen über die Stromverteilung in den Antennen |] 
gemacht werden, näher daraufhin untersucht, zu welchen Zahlenwerten sie für diese | 
neuen Konstanten führen. Schließlich wird noch eine Verallgemeinerung unter- 
nommen und nach solchen Stromverteilungen gesucht, die Höchstwerte für die Ver- 
stärkung ergeben, etwa bei einer vorgeschriebenen geometrischen Güte. Mathema- 
tisch heißt das, daß das physikalische Problem auf ein Extremalproblem bei vor- 
gegebenen Hilfsbedingungen zurückgeführt wird. H. Buchholz. 


Kouyoumjian, Robert 6.: The back-scattering from a eircular loop. Appl. sci. 
Research, B 6, 165—179 (1956). 

Der Drahtring der kreisförmigen Leiterschleife mit dem Radius a wird für die 
Rechnung als sehr dünn und als vollkommen leitend angesehen. Unter der Bedingung 
daß der Radius der Leiterschleife und die Wellenlänge wesentlich größer sind als der 
Drahtradius, darf die Voraussetzung gemacht werden, daß für das vom Kreisring 
zurückgeworfene Feld die Achse des zu einem Kreis zusammengebogenen Leiters als 
Strahlungsquelle betrachtet wird. Für den Strom in der Achse des Drahtes wird nun 
immer eine Fourier-Entwicklung angesetzt werden können, deren Koeffizienten 
sich aus der Forderung bestimmen, daß die Tangentialkomponenten des elektrischen 
Feldes in der Drahtoberfläche praktisch verschwinden. Man kann aber auch an- 
nehmen, daß der Strom nur in der Oberfläche des Drahtes fließt. Dann können die 
Konstanten aus der Überlegung bestimmt werden, daß der Strom in der Drahtober- 
fläche in der Achse des Drahtes ein Feld erzeugt, das der einfallenden primären 
elektrischen Feldstärke entgegengesetzt gleich ist. Für das einfallende elektrische 
Feld wird in der Arbeit in dem einen Fall angegeben, daß der zugehörige 9-Vektor 
parallel zur Ebene der Schleife verläuft. Im anderen Fall steht er senkrecht zu dieser 
Ebene. Der allgemeine Fall läßt sich aus diesen beiden einfachen Fällen zusammen- 
setzen. Die Kurvenbilder stellen den wirksamen Radarquerschnitt in Abhängigkeit 
des Verhältnisses von Schleifenradius und Wellenlänge dar, und zwar sowohl bei 
seitlichem Auftreffen der Welle als auch bei senkrechtem Auftreffen der Welle auf die 
Ebene der Schleife. H. Buchholz. 


Mushiake, Yasuto: Backscattering for arbitrary angles of ineidence of a plane 
electromagnetic wave on a perfeetly eondueting spheroid with small eccentrieity. 
J. appl. Phys. 27, 1549—1556 (1956). 

Auf die Oberfläche eines vollkommen leitenden rotationssymmetrischen Ellip- 
soides trifft eine ebene elektromagnetische Welle unter einem beliebigen Winkel zur 
großen Achse des Ellipsoides auf. Die Aufgabe, die unter diesen Bedingungen von 
der Oberfläche des Ellipsoides zurückgeworfene Welle ihrer Struktur und Intensität 
nach zu berechnen, ist in voller Allgemeinheit bisher noch nicht gelöst worden. In 
der obigen Arbeit wird sie unter der vereinfachenden Annahme angepackt, daß das 
Sphäroid nur wenig von einer Kugel abweicht. Die Lösung der auch dann noch recht 
schwierigen Aufgabe wird vom Verf. auf einem seiner Meinung nach noch nicht be- 
gangenen Wege hergestellt. Er zerlegt nämlich die einfallende, ebene Welle in zwei 
andere, ebenfalls ebene Wellen, deren Einfallsrichtungen mit der primär gegebenen 
Weile übereinstimmen. Die beiden neuen Wellen haben jedoch besondere Polari- 
sationsrichtungen, und zwar sind sie parallel oder senkrecht zur y-Achse polarisiert. 
Dabei ist die x y-Ebene die zur längeren Achse des Ellipsoids senkrecht stehende 
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Symmetrie-Ebene. Die beiden Teilwellen lassen sich nach dem von J. A. Stratton 
ausgearbeiteten Verfahren aus zwei vektoriellen Wellenfunktionen ableiten, die zu 
zwei gleichgerichteten und örtlich konstanten Bezugsvektoren gehören. Aus der 
fertigen Näherungslösung werden u. a. Formeln für den Radarquerschnitt entwickelt. 
Auch graphische Darstellungen werden darüber gebracht. Die numerischen Berech- 
nungen beziehen sich auf die folgenden Ellipsoid-Abmessungen: b/a = 0,8; 0,85; 0,9: 
0:95:1,05321;15v1,15. H. Buchholz. 

Chambers, L1.G.: Refleetion of a wave by a eylindrical mirror. Proc. Edinburgh 
math. Soc., II. Ser. 9, 145—150 (1956). 

Auf einen vollkommen leitenden unendlich dünnen kreiszylindrischen Spiegel 
e=a;—a<®<H+%;z) falle eine ebene Welle B,ei®! mit E, = y = eikeoos® — eikz, 
Die hierdurch auf dem Spiegel erzeugten Ströme ergeben das gestreute, reflek- 
tierte und gebeugte Lichtfeld. — Verf. diskutiert zunächst die von Sommerfeld für 
jenes Lichtfeld gegebene Lösung und zeigt, daß diese nicht streng gelten kann. Es 
wird daher ein anderer Lösungsweg versucht, indem als Greensche Funktion @ der 
Ausdruck 


G=4il m d(ko)HDkOeng—p) für g>e 


G=ZiY,Jn(ko)HD(ke')cosn(p—g) für o<e' 
n=0 


benutzt und der Integrationsweg in geeigneter Weise gewählt wird. Es ergeben sich 
damit zur Berechnung der e, mit O <n <SN insgesamt N +1 Gleichungen, die 
indessen zu kompliziert sind, um die e, daraus explizite berechnen zu können. Verf. 
beschränkt sich daher auf einige allgemeine Schlußfolgerungen. J. Picht. 

e Guild, J.: The interference systems of erossed diffraetion gratings. Theory of 
Moir& fringes. (Monographs on the Physics and Chemistry of Materials.) London: 
Oxford University Press 1956. VIII, 152 25 s. net. f 

Verf. unternimmt es in dieser Buchveröffentlichung, die durch kreuzweise Über- 
lagerung von Beugungsgittern entstehenden komplizierten, moir&artigen Interferenz- 
erscheinungen eingehend zu diskutieren und theoretisch zu untersuchen. Obwohl die 
theoretischen Betrachtungen im Prinzip relativ einfach sind, erfordern sie doch wegen 
der notwendigen verschiedenartigen Fallunterscheidungen große Aufmerksamkeit. 
Der Verf. versucht daher durch eingehende Behandlung jener verschiedenen Möglich- 
keiten diese dem Vorstellungsvermögen des Lesers deutlich zu machen. Nach einer 
allgemeinen Einführung und grundlegenden Betrachtungen — auch bzgl. der Ter- 
minologie — behandelt er im 3. Kap. zwei hintereinander angeordnete Gitter und die 
zugehörige allgemeine Intensitätsfunktion. Es folgt die — auch rechnerische — 
Behandlung charakteristischer Eigenschaften der Fransensysteme. Im 5. Kap. 
werden meßtechnische Eigenschaften der Moiresysteme und deren technische An- 
wendungen besprochen und theoretisch behandelt. Das letzte (6.) Kap. behandelt den 
Einfluß von Gitterfehlern auf die Moiröstreifen. J. Picht. 

Sedney, R.: Geometrical opties of angular stratified media. Quart. appl. Math. 
14, 225—230 (1956). 

Der Verf. untersucht geometrisch-optische Eigenschaften solcher Medien, deren 
Brechungszahl n eine Funktion des Polarwinkels ist. Bezogen auf die z-Achse eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems als Symmetrieachse kann die Brechungszahl 
somit dargestellt werden durch n = Hy? —+ y?/z). Mit dieser homogenen Funktion 
nullten Grades bleibt bei einer Ähnlichkeitstransformation der Koordinaten > 1%. 
y—>4y, z—>)z und entsprechend der Bogenlänge s> 4 s die Differentialgleichung 
für den Weg eines Lichtstrahles invariant. Der Verf. spricht daher von einer Ahn- 
lichkeitseigenschaft der Strahlen, die für die optischen Weglängen ebenfalls gilt. 
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Mit Hilfe dieser Ähnlichkeitstransformation wird der Strahlenverlauf eines Paraliel- | 
bündels diskutiert, das etwa in x-Richtung auf einen Kegel mit obiger Brechungs- || 
zahlabhängigkeit auftrifft, der in ein Medium mit konstanter Brechungszahl ein- | 
gebettet ist. Dieses Problem hat praktische Bedeutung bei der Untersuchung von | 
Überschallströmungen, bei denen kegelförmige Kopfwellen entstehen. Für eine 
sich hierauf beziehende interferometrische Untersuchungsmethode wird eine Be- 
ziehung für die Phasendifferenzen hergeleitet. — Sowohl im drei- als auch im zwei- 
dimensionalen Fall wurde gefunden, daß die Lösung der Differentialgleichung nicht ] 
auf eine Quadratur zurückgeführt werden kann. Für den zweidimensionalen Fall 
wird das Problem auf eine Differentialgleichung erster Ordnung und eine Quadratur 
zurückgeführt. H. Rvesenberg. 

Picht, Johannes: Über Reflexionen am Paraboloidspiegel. II. Wiss. Z. Päd. 
Hochschule Potsdam, math.-naturw. R. 2, 159—173 (1956). r 

[Teil I s. dies. Zbl. 67, 200.] — Im zweiten Teil dieser grundlegenden Arbeit |} 
werden die Formeln für die Intensitätsverteilung zunächst mittels des Prinzips | 
von Huyghens entwickelt und sodann mit Hilfe der Debye-Picht’schen Formeln, | 
die der streng richtigen Schwingungsgleichung genügen. Es werden ferner Kurven | 
der Intensitätsverteilung in die Brennpunktsebene des parabolischen Spiegels ge- | 
bracht, und zwar sewohl für den achsenparallelen als auch für den geneigten Einfall | 
der ebenen Welle auf den Spiegel. Mehrere Abbildungen erläutern die Ergebnisse | 
auch graphisch. Wegen der wertvollen Zahlenangaben muß auf die Originalarbeit | 
verwiesen werden. H. Buchhok. | 

Kay, J. and H.E. Moses: Reflectionless transmission through dieleetries and | 
seattering potentials. J. appl. Phys. 27, 1503—1508 (1956). | 

Verf. untersucht das Problem eines reflexionslosen Durchganges von ebenen | 
elektromagnetischen Wellen durch ein eben geschichtetes Medium. Eine Lösung | 
läßt sich finden für Wellen beliebiger Einfallsrichtung aber bestimmter Frequenz und | 
Polarisation. Dabei wird angenommen, daß der Brechungsindex stetig variiert und 
an den Grenzen + oo und — oo gegen den Wert 1 geht. Eine Diskussion des damit 
verwandten Problems des Durchganges von Teilchen durch einen Potentialwall wird 
gegeben. G. Kelbg. 

e Brillouin, L&on et Maurice Parodi: Propagation des ondes dans les milieux 
periodiques. Paris: Masson et Cie, Editeurs 1956 347 p. 185 Fig. 4.000 fr. 

Das Problem der Ausbreitung von Wellen in periodischen Medien tritt unsin den 
verschiedensten Gebieten der Physik entgegen: Elektrotechnik, Schwingungen fester 
Körper, elektromagnetische und elektronische Wellen in Kristallgittern, um nur | 
einige Gebiete zu nennen. Das Buch setzt sich zur Aufgabe, diesen Problemkreis von 
einem einheitlichen Gesichtspunkt aus zu behandeln. Nach einem einleitenden Kapi- 
tel mit einem historischen Überblick über die Ausbreitung elastischer Wellen in 
einem eindimensionalen Gitter, das aus Punktmassen gebildet ist, folgt eines, das 
allgemeine Resultate über die Wellenausbreitung in einem eindimensionalen Medium 
bringt. Die nächsten beiden Abschnitte sind einer eingehenden mathematischen 
Untersuchung des eben genannten Problems gewidmet, wobei sowohl Gitter aus 
identischen Teilchen als auch aus mehreren Teilchen behandelt werden. Sodann 
wird die Energieausbreitung untersucht. Der weitere Abschnitt befaßt sich mit 
Problemen, die durch die Begrenzung bzw. durch die Endlichkeit der Strukturen ent- 
stehen. Die folgenden beiden Abschnitte haben das zwei- bzw. dreidimensionale 
Gitter zum Thema. Nach einem Abschnitt über die Mathieusche Gleichung und damit 
verwandte Probleme wird der Matrizen-Kalkül, besonders im Hinblick auf elektro- 
technische Anwendungen, entwickelt. Weitere Abschnitte sind insbesondere elek- 
trischen Filtern sowie Wellenleitern gewidmet, während das letzte Kapitel die Bewe- 
gung eines Elektrons in einem schwingenden Gitter untersucht. Das Buch ist sehr klar 
geschrieben. H. Haken. 
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Braginskij, S.I.: Zur Theorie der Bewegung geladener Teilchen in ei 
Magnetfeld. ‚Ukrain. mat. Zurn. 8, 119126 (1956) [Russisch ]. en 

Verf. zeigt, daß bei der Bewegung eines geladenen Teilchens im überlagerten 
elektrisch-magnetischen Feld die dem magnetischen Feld entsprechende Kreia. 
bewegung des Elektrons überlagert wird von einer Drift-Bewegung des Kreismittel- 
punktes. Diese Driftbewegung wird — besonders auch hinsichtlich ihrer Größen- 
ordnung und ihrer Abhängigkeit von den Feldgrößen — genauer untersucht, wobei‘ 
das Magnetfeld als stark vorausgesetzt wird, so daß der Radius der Kreisbewegung 
als klein betrachtet werden kann. J. Picht 


Gabor, D.: Theory of ele i i j 
een loney y etron interference experiments. Reviews modern 

Verf. bringt eine ausführliche Diskussion der Kohärenz von Elektronenwellen 
und ihrer Anwendung auf das Elektroneninterferometer. Insbesondere wird die Rolle 
der ersten Bornschen Näherung behandelt. Diese Arbeit ist auch für das Verständnis 
der Theorie des Verf. betr. die charakteristischen Energieverluste von schnellen 
Elektronen in dünnen Schichten von Bedeutung [Philos. Mag., VIII, Ser. 1, 1—18 
(1956)]. G. Höhler. 


} Chopra, K. P.: On the induetion drag of a sphere moving in a conducting fluid 
in the presence of a magnetic field. Indian J. Phys. 30, 605—610 (1956). 

‚Es werden die zwei Fälle untersucht: 1) Bewegung einer magnetisierten Kugel 
in einer elektrisch leitenden Flüssigkeit, 2) Bewegung einer leitenden Kugel in einer 
leitenden Flüssigkeit bei Anwesenheit eines äußeren Feldes. — Sowohl Translation 
als auch Rotation werden betrachtet. Die Bremsung kann so beschrieben werden, 
als habe die umgebende Flüssigkeit eine zusätzliche ‚‚induktive Zähigkeit‘‘ der Größe 
(H a/c)? o, wobei H das Magnetfeld, a der Radius der Kugel, c die Lichtgeschwindig- 
keit und o die Leitfähigkeit ist. — Eine Anwendung auf die Sonne wird diskutiert. 

S. v. Hoerner. 


Relativitätstheorie: 


Maravall Casesnoves, Dario: Über die Dynamik der Systeme mit veränderlicher 
Masse. Gac. mat., Madrid 8, 256—262 (1956) [Spanisch]. 

The author studies the constrained motion of a point with variable mass. By a 
change of time variable the problem is reduced to one with a constant mass and a time 
dependent force; the hamiltonian formalism is then applied. M.M. Peixoto. 


Frisch, David H. and Lawrence Wilets: Development of the Maxwell-Lorentz 
equations from special relativity and Gauss’s law. Amer. J. Phys. 24, 574—579 
(1956). 
Es werden die Lösungen der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen (und dadurch 
auch die Gleichungen des elektromagnetischen Feldes), sowie der Lorentzsche Kraft- 
ansatz auf Grund der folgenden Postulate abgeleitet: (I) die Kraftwirkung des elek- 
trischen Feldes soll von der Geschwindigkeit des Probekörpers unabhängig sein; 
(II) Der Fluß des elektrischen Feldes durch eine Fläche, welche eine Punktquelle 
des Feldes umschließt, soll eine Konstante sein (das Gaußsche Gesetz); (III) Das elek- 
trische Feld in dem Zeitpunkte i soll durch den Zustand der Quelle in dem Zeitpunkte 
[fi] = t— [r]/c bestimmt werden (wo die Größen in den eckigen Klammern auf die 
Retardierung hinweisen und c die konstante Lichtgeschwindigkeit, sowie r den Ab- 
stand von derQuelle bedeutet); (IV) Die elektrische Feldstärke soll von keinen höheren 
Zeitableitungen des Ortes der Quellen außer der Beschleunigung abhängen. Vor allem 
läßt sich mit Hilfe des relativistischen Transformationsgesetzes der Viererkräfte 
nachweisen, daß man neben der elektrischen Feldstärke auch einen weiteren Zustands- 
vektor des elektromagnetischen Feldes einführen soll, welcher als magnetischer In- 
duktionsvektor interpretiert werden kann. Dann wird die endgültige Formel für 
die elektrische Feldstärke durch schrittweise Verallgemeinerung des Coulombschen 
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Gesetzes abgeleitet. — Es ist ja nicht zweifelhaft, daß eine solche rein kinetische | 
Begründung der Maxwellschen Theorie von Interesse wäre, doch müssen wir darauf 
hinweisen, daß das Verfahren der Verff. von einigen Standpunkten aus beanstandet 
werden kann. Es läßt sich nämlich der magnetische Induktionsvektor letzten Endes 

stillschweigend auf Grund der einheitlichen Kovarianz des elektrischen und magne- 
tischen Feldes einführen, ohne daß die physikalischen Eigenschaften des Induktions- 

vektors auf eine natürliche Weise begründet wären. Die wesentlichsten Züge der 
Maxwellschen Theorie, nach welchen ein magnetisches Feld nicht nur durch bewegte | 
Ladungen sondern auch durch die zeitliche Veränderung des Verschiebungsvektors | 
des elektrischen Feldes erregt wird, und die zeitliche Veränderung des magnetischen 
Feldes mit Wirbeln des elektrischen Feldes durch das Faradaysche Induktionsgesetz 


gekoppelt ist, würden dadurch weder ausdrücklich benützt, noch bewiesen sein. 
J. I. Horvath. 


Trautman, A.: Killings’s equations and conservation theorems. Bull. Acad. 
Polon. Sei., Cl. III 4, 679—682 (1956). 

Der Verf. leitet die Erhaltungssätze ab, die sich aus der Invarianz gegenüber 
Transformationen aus der einparametrigen Bewegungsgruppe ergeben, also gegenüber 
denjenigen Transformationen, deren infinitesimale Erzeugende ö &’ die Killingschen 
Gleichungen ö*g*? = 6£%P + 5£5*— (0) befriedigt. In Verallgemeinerung der ge- 
wonnenen Resultate werden‘dann die Erhaltungssätze hergeleitet, die der Invarianz 
gegenüber einer Transformationsgruppe entsprechen, deren infinitesimale Erzeu- 
gende durch die Gleichungen der infinitesimalen konformalen Transformationen 
ÖörgeP—= ÖE%HP + EP — 2 g%P öy, bestimmt wird. H. Treder. 


Takasu, Tsurusaburo: Die endgültige kugelgeometrische Relativitätstheorie, 
welche als eine Faserbündelgeometrie aufgefaßt ist. Yokohama math. J. 4, 119—145 
(1956). 

Eine neue Fassung der allgemeinen Relativitätstheorie wurde vom Verf. ent- 
wickelt (dies. Zbl. 67, 205), die sich auf Grund der drei-dimensionalen nicht-holono- 
men Laguerreschen Geometrie aufbauen läßt. Diese Geometrie läßt sich in dem 
drei-dimensionalen torsionsförmigen Laguerreschen Raum realisieren, wo auch Fern- 
parallelismus (Teleparallelismus) existiert. Diese Theorie wurde in der vorliegenden 
Arbeit noch einmal von gewissen Standpunkten aus etwas eingehender behandelt 
und es wurde ausführlich besprochen, daß die Einsteinsche allgemeine Relativitäts- 
theorie für freie Massenpartikeln keinen Fernparallelismus liefert, d.h. der Momen- 


tenvektor längs der geodätischen Linien nicht tangentiell parallel sein kann. 
I. J. Horväth. 


Eisenhart, Luther P.: A unified theory of general relativity of gravitation and 
eleetromagnetism. II, III. Proc. nat. Acad. Sci. USA 42, 646— 650; 878—881 (1956). 

II. Die einheitliche Feldtheorie des Verf. (dies Zbl. 71, 222) wurde in dieser 
Arbeit dadurch weiterentwickelt, daß für den Tensor an, durch den sich die Par- 
allelübertragung der Riemannschen Geometrie verallgemeinern läßt, a;, = Pink 
angenommen wird, wo F,, den Feldtensor des elektromagnetischen Feldes und 7’ 
die kontravarienten Komponenten eines Vektors bedeuten, welcher der Bedingung 
An = /uE Fayr + Fi, genügt. Wie in seiner früheren Arbeit, setzt der Verf. auch 
jetzt voraus, daß der Einsteinsche Kontrahierte Krümmungstensor J';, der verall- 
gemeinerten Parallelübertragung der Feldgleichungen /};, = 0 genüge leistet und 
daß sich die Grundgleichung der Theorie in der Form R;, = F;, Fj, schreiben läßt. 
Der Riceische Tensor der Riemannschen Geometrie genügt dann der Gleichung 
Ri so yRa =0. III. Als eine dritte Möglichkeit läßt sich der Tensor a;, der 
verallgemeinerten Parallelübertragung in der Form an, — g;„/' annehmen, wo in 
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der metrische Grundtensor der Riemannschen Geometrie und 4° die kontravarianten 
Komponenten eines Vektors bedeuten, welche der Bedingung A;n = 914; 4% 


— (Fr! am q In Fir Fir) genügen sollen. Dann läßt sich die Grundgleichung der 
Theorie in der Form R,, = F,; Fi, — + 9;n Fir F* schreiben (wo R;, wieder den 


Riceischen Tensor der Riemannschen Geometrie bedeutet), die mit der Einsteinschen 
Feldgleichung der allgemeinen Relativitätstheorie übereinstimmt. — Es sei auf 
Folgendes hingewiesen: soweit die zwei ersten Voraussetzungen des Verf. zu einer 
metrischen Verallgemeinerung der Parallelübertragung führen, wird durch diese 
letzte eine radikale Verallgemeinerung der Riemannschen Geometrie vorgeschlagen, 
da die Parallelübertragung mit dem Übertragungsparameter 7}, = {ji,}+ 9;n 7 keine 
metrische bleibt. Das bedeutet aber, daß die unabhängigen geometrischen Größen der 
Theorie, die durch die Feldgleichungen festgestellt werden sollen, die Komponenten 
des Gravitationspotentials g,, und die Komponenten des Vektors 7 werden. 
J. I. Horvath. 

Blohincev, D. I.: The non-linear field theory and the theory of relativity. 

Nuovo Cimento, Suppl., X. Ser. 3, 629—634 (1956). 


Die nicht-linearen Feldtheorien, deren Feldgleichungen sich yon einem Lorentz- 
invarianten Variationsprinzip ö [ L(K, I,...) dedt = ableiten lassen (wo L die 
Lagrangesche Funktion und K, I,.. . verschiedene Invarianten des Feldes bedeuten), 
werden vom Standpunkte der Relativitätstheorie aus ganz allgemein behandelt 
und in zwei Klassen eingeteilt, nachdem die Geschwindigkeit der Feldsignale 
See Yl+2&K-ap gYı(1+«p?) gleich, oder ungleich mit der Lichtgeschwindig- 
keit &, =1 sind [hier bedeuten « = (&L/2K?)/(&L/EK) und z.B. im Falle der ska- 


laren Mesonentheorie K = = (pP? — 9°), p = öplät, qg = Opjöx, p die Feldfunktion]. 


Im ersten Falle (£ = 1) lassen sich divergenzfreie klassische Feldtheorien entwickeln, 
doch wenn man zu der Quantentheorie der Felder übergeht, treten die bekannten 
Divergenzschwierigkeiten, welche mit der Nullpunktseigenenergie der Felder zu- 
sammenhängen, wieder auf und werden dadurch noch komplizierter, daß sie einen 
nicht-additiven Charakter haben und somit mit Hilfe der üblichen Methode nicht- 
renormalisierbar sind. Jedoch läßt sich die Renormalisationsmethode derart verall- 
gemeinern, daß diese Schwierigkeiten eliminiert werden können. In dem zweiten 
Falle (£2 1) besitzen die nicht-linearen Feldtheorien viel wesentlichere Schwierig- 
keiten. Ist &> 1 (z.B. im Falle der Heisenbergschen Theorie), so läßt sich in den 
Theorien das Kausalitätsprinzip (wenigstens in sehr kleinen Dimensionen) — ebenso 
wie im Falle der nicht-lokalen Theorien — nicht erfüllen, weiterhin kann im Falle 
&E< 1 die Zeitmessung der Einsteinschen Relativitätstheorie in der nächsten Um- 
gebung der Teilchen nicht durchgeführt werden. Das bedeutet aber, daß in diesem 
‘zweiten Falle noch vor der Quantisierung der Felder grundlegende Schwierigkeiten 
auftreten. Der Verf. weistin diesem Falle darauf hin, daß durch diese Schwierigkeiten 
eine Verallgemeinerung unseres Raum-Zeitkonzepts angeregt wird. 
J. I. Horväth. 


Ehlers, Jürgen: Elektrostatische Felder in der erweiterten Gravitationstheorie. 
Z. Phys. 146, 515—526 (1956). 

Gesucht sind strenge Lösungen der im Sinne von Jordan erweiterten Einstein- 
Maxwellschen Theorie im statischen Falle. Mit früher entwickelten Methoden 
(dies. Zbl. 64, 445; 65, 208) werden diese zurückgeführt auf eine Gleichung zwischen 
dem dreidimensionalen Ricci-Tensor und einer Hilfsfunktion V. Die explizite 
Durchrechnung für den kugelsymmetrischen Fall liefert das Analogon der Reissner- 
Nordströmschen Lösung für Jordans Theorie mit veränderlicher Gravitations- 
zahl. K.Just. 
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Quantentheorie: 


e Kogan, V. und V. Galickij: Aufgabensammlung zur Quantenmechanik. 
Moskau: Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1956. 416 S. R. 7.13 || 
(Russisch). 


In 12 Kapiteln werden etwa je 10 bis 20 Übungsaufgaben zur Operatoren- und 
zur Matrizenrechnung, zur Berechnung stationärer Zustände und von Stoß- und 
Streuprozessen, zur Störungstheorie und zu den verschiedenen Darstellungen, zur 
Bewegung im Magnetfeld und zum Isotopenspin zusammengestellt. Das Fehlen 
eines Sachwörterverzeichnisses erschwert den Gebrauch. G. Wallıs. 


e Wehrle, Philippe: L’univers aleatoire. (Bibliotheque Scientifique. 29.) 
Neuchatel Suisse: Editions du Griffon 1956. 459 p. 


Den Ausgangspunkt der Überlegungen bildet eine ältere Arbeit des Verf. über | 
atmosphärische Strömungen. Danach muß die Bewegung im atomaren Bereich | 
statistisch beschrieben werden; und da nach Meinung des Verf. die klassische Sta- 
tistik wesentliche Fehler enthält, wird eine neue statistische Theorie aufgestellt, 
aus der heraus die ganze Physik aufgebaut werden soll. Nach Meinung des Verf. 
sind Photonen und-Elektronen die einzigen elementaren Teilchen; alle anderen folgen: 
ausihrer Wechselwirkung. Die Ruhemasse des Neutrons wird berechnet. Schließlich 
ergibt sich das „Weltbild‘‘“ eines ‚statistischen Universums‘ — Das Buch enthält 
ein längeres Vorwort von F. Gonseth. - @. Süßmann. 


oe Heber, Gerhard und Gerhard Weber: Grundlagen der modernen Quanten- | 
physik. Teill. Quantenmechanik. Teil2. Quantenfeldtheorie. (Mathematisch-Natur- 


wissenschaftliche Bibliothek. 1,2.) Leipzig: B. G. Teubner Verlagsgesellschaft 1956, 
1957. VI,146; VI, 1388. Geb. je DM 7.50. 


As stated in the preface, the aim of these two volumes is twofold: to expound 
the experimental foundations of quantum physies and to introduce the funda- | 
mental concepts of the corresponding theory. The authors do not follow the histori- | 
cal line of development (which is outlined briefly in the introduction). Chapter A, 
dedicated to the ‚‚dualism of light‘ consists of a review of the empirical facts 
speaking in favour of the wave and particle characteristics of light. Chapter 
B analyses, in the reverse order, the corresponding properties for matter. After ] 
the review of the experimental facts there follows an exposition of the ‚classical | 
theory of matter waves‘ in the manner of Hund’s text books, to which the reader is. 
referred for more details. Chapter C is devoted to the unification of both aspects and 
contains the fundamental ideas of quantum mechanics. Several typical examples 
are treated and the chapter continues with a short review of the matrix formulation 
of quantum mechanics, its general postulates and ends with an account of the Pauli 
principle and the constitution of the periodie system of elements. Chapter D is 
devoted to the spin of the electron and treats successively the Schrödin ; 
in a magnetic field, the Stern-Gerlach experiment, the Pauli theory 
(briefly) the Dirac equation and the fundamental ideas of hole th 
by nr authors themselves this is not intended as a textbook of 
and one can hardly expect a student to solve any but the sin 
studying it. Nevertheless the book may be a as an a e 1 
dying more complete texts. The graphical presentation of both volumes is ee 
— What amazes one most when looking at the second vol Be 
material covered on such a reduced number of 
free fields (including the canonical formalism in classical a 
quantization of the Schrödinger field, the Dirac field and = Sm 2. iv 
on forty odd pages. Chapter B deals with interacting fields. The S-matrix for Be 


ger equation 
of spin and 
eory. As stressed 
quantum mechanics. 


ume is the amount of 
pages. Chapter A treats the theory of 
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tum elecetrodynamics is deduced in the interaction picture (there is also a 2-page 
account of the Yang-Feldman formalism, in small print) and the rest of the chapter 
is devoted to the Feynman-Dyson technique. Compton effect and pair creation are 
treated as examples. Chapter © contains a (mostly verbal) analysis of radiative 
corrections, the concepts of charge and mass renormalization, Pauli-Villars regulari- 
zation (without explaining that this does not obviate the necessity of subtraction) 
and also a calculation of the self-mass of the electron and an account of the experi- 
mental tests of the radiative corrections. The closing section gives some ideas about 
the other known fields. An appendix is devoted to the singular functions and their 
integral representations. The study of this volume can hardly give more than an 
ability to calculate first-order quantum electrodynamical effects and some ideas 
about the difficulties of the theory, but even such a limited knowledge may be of 
use for experimental physicists, not working in the domain of high energy reactions. 
M.E. Mayer. 

Risberg, Vidar: On a new method for caleulation of scattering phase shifts. 
Arch. Math. Naturvid. 53, 1—8 (1956). 

Es werden Streuprobleme betrachtet, welche auf die eindimensionale Schrödin- 


gergleichung (=) + {k2 + V(x)}u = 0 führen und für welche V(&x) =0 für > «a 


angesetzt werden kann. Die für x = 0 verschwindende Lösung (x) habe die asympto- 
tische Form u(z) = sin (kx + n), wobei n die durch die Streuung hervorgerufene 
. Phasenverschiebung bedeutet. Nimmt man nun an, daß u(x) für x = a eine Null- 
stelle besitzt, die Wellenfunktion also am Kernrande verschwindet, waska+n=nn 
zur Folge hat, so kann man die Ritzsche Methode für das diskrete Spektrum auf das 
hier vorliegende kontinuierliche Spektrum übertragen und man erhält k2, indem man 


den Ausdruck — [ (v’’ + V(x)) dx/[ vd zu einem Minimum macht, wobei v(x) 
() iD 
eine Probefunktion bedeutet, welche für x =0 und x =a verschwindet. Daraus 
folgt ein Maximum für die Phasenverschiebung in der Form Nyaz = Nr — kim &. Als 
{2a 
— >: c„ sin GE durchgerechnet und die Resultate in Tabellen wiedergegeben 
a 
lebe 9, 10, %..., 15). Th. Seal. 


Beispiel wird ein Yukawa-Potential Y(x) =be”*/& mit v(x) = (1 — e“*) cos 2a) 


Theis, W. R.: Explizite Potentiale zu gegebenen Streufunktionen geladener 
Teilchen mit Absorption. Z. Naturforsch. 11a, 889-891 (1956). 

Es werden Potentiale angegeben, deren Streufunktionen zu festem Bahndreh- 
impuls } aus denjenigen des reinen Coulomb-Potentials durch Multiplikation mit 
rationalen Funktionen der Wellenzahl hervorgehen. Wird der Betrag der rationalen 
"Funktion ungleich eins gewählt, so liegt Absorption vor. Man erhält dann komplexe 
Potentiale. Th. Sexl. 


Martin, Andr6: Une d&monstration el&mentaire des inegalites causales de Wig- 
“ner. C.r. Acad. Sci., Paris 243, 22—23 (1956). 

Es wird für den Fall der Streuung an einem Potential mit endlicher Reichweite 
ein Zusammenhang zwischen der Änderung der Streuphase mit der Energie und dem 
Normierungsintegral der Wellenfunktion angegeben. Vgl. auch G. Lüders, dies. 
Zbl. 65, 214. W. Brenig. 


Stone, A. P.: Some properties of Wigner eoeffieients and hyperspherical har- 
monies. Proc. Cambridge philos. Soc. 52, 424—430 (1956). . 
Geschlossene Ausdrücke für einige Koeffizienten, die bei der Vektoraddition 
zweier gleicher Drehimpulse auftreten, werden abgeleitet. Dazu werden erstens 
153 
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„‚Verschiebungs-Operatoren‘ betrachtet, die aus einem Hilbertraum-Vektor zu den, 


Drehimpuls-Quantenzahlen j, m einen anderen Vektor zu je: l,m+1 machen. | 
Zweitens werden Darstellungen der Drehgruppe im vierdimensionalen Euklidischen |) 


Raum und Transformationen zwischen den Basen zu zwei derartigen äquivalenten ;) 


Darstellungen untersucht. G. Grawert. 


Dolginov, A. Z.: Relativistic spherieal funetions. Soviet Phys., JETP 3, 589 'f 


—596 (1956), Übersetz. von Zurn. eksper. teor. Fiz. 30, 746—755 (1956). I) 


Untersuchung der endlich-dimensionalen irreduziblen Darstellungen von Dreh- } 


gruppen in vierdimensionalen Räumen mit Euklidischer und mit Lorentz-Metrik. | 
Berechnung der Eigenfunktionen der infinitesimalen Drehoperatoren (vierdimen- 
sionale Kugelfunktionen) der Clebsch-Gordan-Koeffizienten für dieses Problem und | 
von Spinoren, die Eigenfunktionen des vierdimensionalen Drehimpuls-Operators | 
sind. G. Grawert. 


Biswas, $S.N. and H. S. Green: Radially symmetrie solutions of Bethe-Salpeter k 


equation. Nuclear Phys. 2, 177—187 (1956). 


Gleichung für zwei Fermionen, gekoppelt über Bosonenfeld der Masse Null, in i 


der Leiternäherung für kleine Gesamtenergie. Die Bedingung, daß die Bethe- | 
Salpetersche Wellenfunktion und ihre ersten Ableitungen überall (auch auf dem 


Lichtkegel) endlich und stetig sein sollen, führt auf ein diskretes Spektrum für die F 


Kopplungskonstante in der ps(ps)-, ps(pv)- und s(v)-Theorie. G. Grawert. 

Mandelstam, $.: Uniqueness of solutions of the Bethe-Salpeter equation for 
seattering. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 237, 496—512 (1956). 

Die Bethe-Salpeter-Gleichung für die Streuung von Nukleonen an Nukleonen | 
via eine Mesonenfeld-Kopplung ist bekanntlich eine singuläre Integralgleichung. 
Verf. zeigt, daß nur für einen gewissen Wertebereich der Kopplungskonstanten eine 
eindeutige und physikalisch brauchbare Lösung der Gleichung existiert. Der zu- | 
lässige Wertebereich für g ist abhängig von Drehimpuls und Parität der gesuchten 


Lösungen. Die Gleichung besitzt für alle Werte von Drehimpuls und Parität ein- | 


deutige Lösungen, wenn 9?< em ist. — Die entsprechende Gleichung für Meson- 


Nukleon-Streuung besitzt für alle g-Werte eindeutige Lösungen. Als Funktion von g | 


betrachtet zeigt die Lösung jedoch an gewissen Stellen Unstetigkeiten. 
G. Grawert. 
Watson, K. M.: Applications of scattering theory to quantum statistieal 
mechanies. Phys. Review, II. Ser. 103, 439—498 (1956). 
A Laplace transform relation between the distribution exp (—ßH) of the 


canonical ensemble and the Green’s function of the wave equation is used in this | 
paper to obtain in a simple manner the scattering operator. The stationary-state 


scattering equation and the general properties of the transformation are discussed 
from this point of view. The technique is used for the evaluation of virial coeff icients, 
and for the discussion of the recent perturbation theory of Brueckner. 
S P.T. Landsberg. 
Fulton, T. and R. G. Newton: Explieit non-central potentials and wave fune- 
tions for given S-matrices. Nuovo Cimento, X. Ser. 3, 677—717 (1956). 
Die Methode von Jost und Kohn (dies. Zbl. 53, 177) zur Bestimmung eines 


Zentralpotentials aus der Streuphase und den Energien und Normierungsintegralen | 


der gebundenen Zustände wird auf den Fall von Spin-Bahn- und Tensorkräften 
verallgemeinert. W. Brenig. 
Chalfin (Halfin), L. A.: Causality condition and eriterion of the physical realiza- 
bility in the quantum field theory. Doklady Akad. Nauk SSSR 111, 345—347 (1956) 
[Russisch]. 
For a model of a field theory in which causality is expressed by the vanishing 
of an amplitude on a semiaxis (of time), the author derives the following analogue 
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of a criterion of Bode from network theory: A necessary condition for causality of 
the type F;(t) = F(—t) =0 for t> 0, is the boundedness of the integral 


[0,0] 


In |y(B)| 
| el an <o 


where y(Z) is the absolute value of the Fourier transform f(E) of Ft) and is supposed 
_ to be square-integrable. This criterion, called “eriterion for physical realizability” 
is derived from Paley-Wiener’s theorem on the modulus of a Fourier transform (the 
reference to Paley and Wiener’s book is obviously erroneous, as the page quoted is 
the last page of the book; the theorem quoted by the author is Paley and Wiener’s 
Theorem XII on pp. 16—17). The author mentions the following possible applica- 
tions of the “eriterion”: 1) A study of the forward scattering amplitude (following 
from a definite interaction) for E— ® and in those points where y(F)— 0 may 
_ allow to choose the form of the interaction which is physically admissible. 2) In 
verifying dispersion relations the knowledge of the imaginary part of the Fourier 
transform f(E), i. e. of the total cross section, is necessary for infinite values of E. 
The “eriterion’’ allows one to choose the physically admissible behaviour of the 
cross section for E— x. M. E. Mayer. 
Grigofev (Grigoriev), V.I.: Generalized method for caleulating damping in 
relativistie quantum field theory. Soviet Phys., JETP 3, 691—696 (1956), Über- 
setz. von Zurn. eksper. teor. Fiz. 30, 873—880 (1956). 


, 
Die Integralgleichung U(t,t,) =1—i/[ H(t') U(t’,t,) dt’ von Tomonaga und 
i 


Schwinger wird in ein System von Gleichungen für Operatoren U,;,; umgewandelt, 
welchedie Absorption und Emission von 7 bzw. i Teilchen beschreiben. Das gekoppelte 
unendliche Gleichungssystem wird ähnlich wie bei der Tamm-Dancoff-Methode 
abgebrochen. Dies führt zu Ausdrücken für die S-Matrix, welche die der Störungs- 
theorie und der Dämpfungstheorie als Näherungen enthalten. Für stationäre Probleme 


führt die Methode auf Bethe-Salpeter-artige Gleichungen. K. Baumann. 
Budini, P.: On eut-off and non local theories. Nuovo Cimento, X. Ser. 3, 835 — 
836 (1956). 


The author discusses a modification introduced in the extended source meson 
theory by allowing for retardation inside the extended source. A new form factor 
obtained in this paper differs from the usual one by a dependence on energies of the 
interacting particles. J. Rayskı. 

Zirnov (Zhirnov), V. A.: Concerning Rayski’s bilocal field theory. Soviet Phys,., 
JETP 3, 452—453 (1956), Übersetz. von Zurn. eksper. teor. Fiz. 30, 425—426 (1956). 
; A polemical article with the reviewer pointing out that his bilocal equations 
[J.Rayski, this. Zbl.58, 433 and Acta phys. Polon. 14, 107—120 (1955)] admit 
also some unphysical solutions whose meaning is: “particlestravelling with a velocity 
greater than that of light”. In the opinion of the reviewer physical solutions of his 
. equations are rich enough to construct an arbitrary initial state (a complete system 
of functions) so that the extra solutions can be simply disregarded. But the final 
answer to the objection of Zirnov can be given only together with the solution 
of the problem of interaction: it has neither been proved nor disproved yet whether 
it is possible to formulate a bilocal interaction so as to guarantee macroscopic causa- 
lity. J. Rayski. 

Mickevi@ (Mitskevich), N.V.: The scalar field of a stationary nucleon in a 
non-linear theory. Soviet Phys., JETP 2, 197—202 (1956), Übersetz. von Zurn. 
eksper. teor. Fiz. 29, 354—361 (1955). 

A non-linear meso-dynamics satisfying an equation proposed formerly by Iwa- 
nenko and very similar to the new equation of Heisenberg is discussed in the static, 
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| 
central symmetric case. Both cases where the non-linear term is either positive or |} 
negative are discussed. The approximation methods of Chaplygin and Ritz are | 
used. A potential with a repulsive core is constructed. A relation between self- | 
energy and charge of the nucleon is obtained. J. Rayski. 


Cavtanidze, V. V.: Zur Frage der Gleiehungen der Quantenelektrodynamik. | 
Soobstenija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 17, 15—20 (1956) [Russisch]. | 
| 


An attempt of formulating an electrodynamics where the electromagnetic po- N 
tential fourvector is identified with the charge and current fourvector of a boson 
field with a vanishing rest mass. The equations proposed by the author are non- 
linear whereby they acquire a renewed interest. J. Rayski. 


Abrikosov, A. A.: The infrared catastrophe in quantum eleetrodynamies. 
Soviet Phys., JETP 3, 71—80 (1956), Übersetz. von Zurn. &ksper. teor. Fiz. 30, | 
96—108 (1956). | 

Die Infrarot-Katästrophe wird durch Summieren über die Feynmanschen Graphen | 
behandelt. Es ist ja bekannt, daß sich alle Prozesse mit der Ausstrahlung zahlreicher } 
Photonen von niedrigerer Energie begleiten lassen, weswegen die Möglichkeit solcher | 
Strahlungen in Betracht gezogen werden soll, deren Frequenz bei einer maximalen | 
Frequenz ®max abgeschnitten sei (Achiezer und Beresteckij, Quantenelektro- } 
dynamik, Teubner, Leipzig, (1957)]. Es wird in dieser Arbeit darauf hingewiesen, | 
daß die notwendige Bedingung der Benützbarkeit der üblichen Methode für E<sm- | 
(e?/r) In (m/omax) <1 und für > m: (e?/r) In (m/omax) In (E/m) <1 ist. Es sei | 
G(p) = P(m?) v(m?|E p® — m?]) (p_+ m)|(p? — m?) die Greensche Funktion des Pro- 
blems, wo ß eine von Landau, Abrikosov und Chalatnikov [Doklady Akad. } 
Nauk SSSR, n. Ser. 95, 1177—1180 (1954)] definierte und » eine langsam veränder- 
liche Funktion bezeichnen und das von dieser abgeleitete /'(p; g; I) genüge | 
der Gleichung (p_ + m) I, (p;p — I; 1) (p_ + m) = (p-+ m) y, (p- + m) a(lm?) x | 
ulm? /[(p® — 12) — m?]) (wo u wieder eine langsam veränderliche Funktion bedeutet). | 
Dann werden die Resultate für (e?/r) In (m?/[p? — m?])z1 und 7-q2 pP — m? | 
gewonnen. Es wird auch das Problem der Erzeugung der zusätzlichen Quanten bei | 
der Streuung von Elektronen mit beliebigen Energien in einem äußeren Feld berück- | 
sichtigt. J. I. Horvath. 


Abrikosov, A.A.: Scattering of high-energy eleetrons and positrons by electrons. | 
Soviet Phys., JETP 3, 379—384 (1956), Übersetz. von Zurn. &ksper. teor. Fiz. 30, | 
544—550 (1956). 

Der Verf. untersucht die Strahlungserscheinungen im Energiegebiet E x mc?. e!37, 
Diese Arbeit ist eine Fortsetzung ähnlicher Arbeiten, worin die Coulomb- und 
Compton-Streuung behandelt ist. In diesen Fällen kompensieren sich meistens 
die von virtuellen Photonen und von weiteren emittierten reellen Photonen hervor- 
gerufenen Änderungen in dem Wirkungsquerschnitt. In dieser Arbeit wird gezeigt, 
daß diese Kompensation auch für Elektron-Elektron-Streuung stattfindet; aber für | 
Elektron-Positron-Streuung ist die Kompensation nicht vollkommen: der differen- 
tielle Wirkungsquerschnitt ändert sich für kleinere Streuungswinkel infolge der | 
Graphen höherer Ordnung. Alle Änderungen können durch einen Exponential- | 
faktor in Wirkungsquerschnitt ausgedrückt werden. G. Marx. 


Abrikosov, A. A.: The Compton effect at high energies. Soviet Phys., JETP 3, 
474—483 (1956), Übersetz. von Zurn. eksper. teor. Fiz. 30, 336—398 (1956). | 

In der vorigen Arbeit des Verf. (s. vorletztes Referat) wurde die Streuung | 
der Elektronen durch ein äußeres elektromagnetisches Feld behandelt. Jetzt wird 
der Compton-Effekt bei höheren Energien berechnet. Insbesondere werden solche 
Glieder berücksichtigt, die von den Feynmanschen Grafen herrühren, für welche 
In (m/®) > In(E/m) ist und die Größenordnung fe? In?(»/m)Y* haben. Die abgelei- | 
teten Formeln beziehen sich auf die einfache und mehrfache Compton-Streuung, auf | 
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die Verteilung der sekundären Photonen nach Energie und Streuungswinkel, sowie 
auf die Energieverteilung der sekundären Elektronen. Im Falle von kleinen Streu- 
winkeln läßt sich zeigen, daß der Brechungsindex der Photonen mit höheren Energien 
in einem Dielektrikum durch die Compton-Streuung beeinflußt wird. 

J. I. Horväth. 

Yukawa, Jiro: The theory of radiative K-capture. I. Progress theor. Phys. 15, 
561—573 (1956). 

Es wird die Bremsstrahlung, welche den K-Elektron-Einfang begleitet, unter- 
sucht, wobei die Wirkung des Kern-Coulombfeldes berücksichtigt wird. Die Berech- 
nungen werden mit einer Störungsrechnung zweiter Ordnung ausgeführt, wobei die 
Wechselwirkungen in allen fünf Formen (Skalar, Vektor, Tensor, axialer Vektor und 
Pseudoskalar) zugrunde gelegt werden. Die auf Grund ebener Wellen gefundenen 
Näherungen früherer Rechnungen werden durch Verwendung der Coulombwellen- 
funktionen verbessert. P. Urban. 


Migdal, A. B.: Bremsstrahlung and pair produetion in condensed media at 
high energies. Phys. Review, II. Ser. 103, 1811—1820 (1956). 

Mit Hilfe der Dichtematrix werden Formeln für die Wahrscheinlichkeit von 
Bremsstrahlung und Paarerzeugung je Wegeinheit beim Durchgang von Elektronen 
bzw. Photonen beliebiger Energie durch kondensierte Materie hergeleitet. 

K. Baumann. 

Gilbert, Gordon R.: Yang-Fermi ambiguity. Phys. Review, II. Ser. 104, 1758 
— 1759 (1956). 

Auf Grund der von Goldberger und Mitarbeitern aufgestellten Beziehungen 
für die Vorwärtsstreuung von Pionen an Nukleonen konnten Anderson und Mit- 
arbeiter den Resonanzcharakter dieser Streuung nachweisen. Die gleichen Beziehun- 
gen können jedoch die Diskrepanz zwischen den von Yang einerseits, von Fermi 
andererseits aufgestellten Phasenverschiebungen für die ö,; — ö,; Aufspaltung nicht 
lösen, da das Vorzeichen dieser Aufspaltung nicht direkt gemessen werden kann. 
Auf Grund der allgemeinen Dispersionsrelationen von Goldberger und Mitarbeitern 
kann jedoch gezeigt werden, daß die von Yang analytisch berechneten Phasen- 
verschiebungen für die fragliche Aufspaltung zu Widersprüchen mit dem Experiment 
führen. | Th. Seal. 


Haber-Schaim, Uri: Pion-nucleon coupling constant and seattering phase shifts. 
Phys. Review, II. Ser. 104, 1113—1115 (1956). 

Die von Goldberger und Mitarbeitern aufgestellten Beziehungen für die 
Vorwärtsstreuung von Pionen an Nukleonen werden in der Weise umgeformt, daß 
in sie nur direkt meßbare Größen eingehen, nämlich die Amplituden der Vorwärts- 
streuung und Integrale über den totalen Streuquerschnitt. Eine Extrapolation für 
- den Fall verschwindender Energie der Pionen ergibt dann 2 f? (= 0,164), wenn mit f 
die renormalisierte Kopplungskonstante für die Pion-Nukleon-Wechselwirkung be- 
zeichnet wird. Th. Sexl. 


Capps, R. H. and Gyo Takeda: Dispersion relations for finite momentum- 
transfer pion-nucleon scattering. Phys. Review. II. Ser. 103, 1877—1896 (1956). 

Gell-Mann, Goldberger und Thirring haben die Dispersionsrelationen der 
Pion-Nukleon-Streuung für den Fall verschwindend kleinen Winkels analysiert. 
Sie konnten die Streuungsamplituden dieses Falles aus dem totalen Wirkungsquer- 
schnitt (bei allen Energien) berechnen. Die Verallgemeinerung auf die Streuung 
mit endlichem Winkel bringt einige Komplikationen mit sich. Den Verff. glückte 
dennoch, dieses Problem zu lösen. Sie haben aus dem Kausalitätsprinzip Nutzen 
gezogen. Die Dispersionsrelationen wurden einer Partialwellenanalyse unterworfen. 
Der Realteil der Streuungsamplitude wurde als Energieintegral des partiellen Wir- 
kungsquerschnittes dargestellt. In der Formel kommen die spinunabhängigen und 
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auch die spinabhängigen Querschnitte vor, aber das Resultat vereinfacht sich wesent- | 
lich, wenn eine Reihenentwicklung nach der reziproken Nukleonenmasse und Ver- 
nachlässigung der höheren Glieder vorgenommen wird. G. Mari. 


Fonda, L. and I. Reina: Nueleon recoil in the pion-nueleon seattering. Nuovo | 
Cimento, X. Ser. 4, 1399—1409 (1956). | 

Chew hat die Tamm-Dancoff-Methode zur Behandlung der Pion-Nukleon- 
Streuung angewandt. In seiner Rechnung hat er aber den Nukleonenrückstoß ver- 
nachlässigt. Die Verff. betrachten auch diesen Effekt. Die Tamm-Dancoff-Methode | 
wird bei Zwei-Mesonen-Zuständen abgebrochen, und es wird ein cut-off an- | 
gewandt, sonst geht die Rechnung auf dem wohlbekannten Wege. Die Resultate 
sind recht interessant: Die Mitberücksichtigung des Rückstoßes bringt eine An- 
derung von etwa 50% in den Phasenkonstanten für P-Streuung mit sich, im Vergleich | 
zu den von Chew erhaltenen Werten. Die Änderung bei der Phasenkonstante der 
S-Streuung ist nicht so groß, aber noch immer bedeutend. Die Resultate zeigen klar, 
daß die Rückstoßeffekte bei Pion-Streuung nicht zu vernachlässigen sind. 

@G. Marz. 

Itö, Daisuke and Shigeo Minami: Meson-nueleon seattering in low energy 
region. Progress theor. Phys. 16, 548—554 (1956). 

Phänomenologische Diskussion der Streuphase und Streulänge für s-Wellen- 
Streuung von z-Mesonen an Protonen. Vergleich des störungstheoretisch berech- 
neten Wirkungsquerschnittes mit dem Wert 4 z a? ergibt für die Kopplungskonstante 
f der x-Meson-Nukleon-Wechselwirkung f2/4rz — 1,07. Abschätzung des Beitrages | 
von einer Meson-Meson-Wechselwirkung/ (®, ®,)? zur Streuung bei kleinen Energien. | 

G.Grawert. | 

Galanin, A.D., B.L. Ioffe and I. Ja. (Ia.) Pomerantuk (Pomeranchuk): The | 
asymptotic Green’s funetion of nucleon and meson in pseudo-sealar theory with | 
weak interaetion. Soviet Phys., JETP 2, 37—45 (1956), Übersetz. von Zurn. | 
eksper. teor. Fiz. 29, 51—63 (1955). 

Eine nicht-störungstheoretische Methode zur Renormierung von Masse und 
Ladung wird auf das Problem des asymptotischen Verhaltens der Greenschen Funk- 
tionen für große Impulse bei kleinen Kopplungskonstanten angewendet. 

G.Grawert. | 

Corinaldesi, E.: Dispersion relations for photoproduetion of mesons. Nuovo | 
Cimento, X. Ser. 4, 1354—1398 (1956). 

In heuristischer Weise werden Dispersionsrelationen für Photomesonproduk- 
tion am Nukleon hergeleitet und sowohl in den Variablen des bequemen ‚‚Breit- 
Systems“ (Schwerpunktsystem des Nukleons vor und nach dem Prozeß) als auch des | 
üblichen Schwerpunktsystems angeschrieben. K. Symanzik. 

Pease, Jane and Robert L. Pease: Intrinsice moments of elementary partieles. 
Phys. Review, II. Ser. 104, 816—821 (1956). | 

Der Einfluß eines äußeren elektromagnetischen Feldes auf die von Bhabha 
betrachtete lineare Feldgleichung erster Ordnung mit Matrixkoeffizienten, die all- 
gemeine Vertauschungsrelationen vom Grad n erfüllen, wird diskutiert. Es zeigt 
sich, daß die Gleichung Systeme mit eingeprägten Multipolmomenten bis zur Ord- 
nung n— 1 beschreibt. Die Ausdrücke für die Wechselwirkung werden in den 


Ruhsystemen der Teilchen vereinfacht. Für das magnetische Dipolmoment wird 
eine explizite Formel abgeleitet. 


K. Baumann. 
Tolhoek, H. A.: Elecetron polarization, theory andıexperiment. Reviews modern 
Phys. 28, 277—298 (1956). 
Diese ausführliche Zusammenstellung der vorliegenden Ergebnisse ist für die in 


letzter Zeit aktuell gewordenen Zerfallsprozesse ohne Erhaltung der Parität von 
besonderem Interesse. G. Höhler. 
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Kernphysik: 


e Bethe, Hans A. and Philip Morrison: Elementary nuclear theory. 2nd ed. 
New York: John Wiley and Sons, Inc.; London: Chapman and Hall, Ltd. 1956. 
XI, 274 p. $ 6.25; 50s. net. 


Als 1947 die erste Auflage dieses Buches als schmales Bändchen erschien (s. dies. 
Zbl. 54, 86), gab es seit dem bekannten Review-Artikel von Bethe aus dem Jahre 
1936 praktisch keine empfehlenswerte, zusammenfassende Darstellung der theoreti- 
schen Kernphysik. Inzwischen ist diese Lücke durch mehrere großangelegte Bücher 
über dieses Gebiet geschlossen worden, vor allem durch die brilliante ‚‚Theoretical 
“Nuclear Theory“ von Blatt und Weisskopf (dies. Zbl. 49, 140). Dennoch wird 
man gern zu der in ihrem Umfang verdoppelten ‚Elementary Nuclear Theory“ 
greifen. In ihr werden nämlich in knapper, übersichtlicher Form die empirischen 
Gründe für die Ansätze der Kerntheoretiker zusammengestellt und die wichtigsten 
physikalischen Folgerungen gezogen. Der Formelapparat verdeckt niemals den physi- 
kalischen Grundgedanken, und immer werden die Gültigkeitsgrenzen der Ansätze 
_ diskutiert. Dies wird möglich, weil — wie in der ersten Auflage — das Schwergewicht 
auf unser Wissen von der Natur der Kräfte zwischen zwei Nukleonen gelegt wird. 
Nach einem beschreibenden Teil über die elementaren Eigenschaften der Kerne, 
der Nukleonen und der anderen Elementarteilchen wird daher ausführlich das 
Deuteronproblem und die Nukleon-Streuung behandelt. Dabei wird für die niederen 
Energien die von einer speziellen Potentialform unabhängige ‚effective range‘“- 
Theorie konsequent benutzt. Als entscheidende Schlußfolgerung wird die Ladungs- 
unabhängigkeit der Kernkräfte besprochen. Aus den Streuergebnissen bei hohen 
Energien wird vor allem der Austausch-Charakter der Kräfte und die Existenz des 
„hard core‘ herausgearbeitet. Dieser erhält dann in dem kurzen Abriß der Mesonen- 
- theorie eine knappe aber physikalisch einleuchtende Begründung. Ein eigener neuer 
Abschnitt ist der Polarisation der Nukleonen gewidmet. Dabei wird etwas aus- 
führlicher, aber elementar der mathematische Apparat der Dichtematrix entwickelt. 
Die experimentellen Ergebnisse finden allerdings nur sehr wenig Raum (Erscheinungs- 
jahr 1956!). Der zweite Teil, der die komplexen Kerne und. den Betazerfall behandelt, 
ist in der vorliegenden Auflage entscheidend vergrößert worden. Er enthält jetzt 
ein systematisches Kapitel über die Kernmodelle, in dem die Fortschritte durch das 
Schalen- und das kollektive Modell aufgenommen sind. Das Kapitel über den Kom- 
poundkern ist zu einer Skizze der Kernstreu- und Kernreaktions-Theorie erweitert 
worden. Neben den Kernresonanzen und der Kerntemperatur findet man ausführlich 
das optische Modell und eine Diskussion der Gamma-Übergänge. Eine Darstellung 
der Betazerfallstheorie, die bis zum Problem des doppelten Betazerfalls reicht, 
beschließt das Buch. Im Anhang findet man eine Tabelle der stabilen und radio- 
‘aktiven Kerne bis zum Element 101. H. Rollnik. 


Kikuta, Takashi, Masato Morita and Masami Yamada: Effeet of hard core 

on the binding energies of H? and He?.I. Progress theor. Phys. 15, 222—236 
2 (1956). 

Es werden die Bindungsenergien von H® und He? unter Annahme von Zwei- 
Körperkräften mit einem Exponential- und hard-core-Potential, das für den 
Singulett und Triplett gleich ist, berechnet. Das Exponentialpotential wird ladungs- 
unabhängig angenommen und so gewählt, daß es die niederenergetischen Zweikörper- 
Daten richtig wiedergibt. Die Einführung eines hard-core-Potentials verringert 
1) die Bindungsenergien von H® und He? beträchtlich und 2) wird die Wellenfunktion 
aus dem Zentrum herausgedrückt, wodurch die Coulombenergie auf den beobachteten 
Wert ihrer Differenz zwischen 43 und He? herabgedrückt wird. 

F. Winterberg. 
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Brueckner, K. A. and W. Wada: Nuclear saturation and two-body forces: sell) 
consistent solutions and the effects of the exelusion prineiple. Phys. Review, II. Ser 
103, 1008—1016 (1956). | 

Es wird der Einfluß der Vernachlässigung des Pauliprinzips in den Zwischen»); 
zuständen bei der Bestimmung des mittleren Potentials in Kernmaterie untersuchti] 


über die Zwischenzustände berücksichtigt. (Für den Einfluß der Wellenfunktions:! 
änderung vgl. H.A. Bethe, J. Goldstone, dies. Zbl.77, 222). Das mittlere Potenif 
tial wird bei kleinen Impulsen (dem Betrage nach) verkleinert, in der Umgebung de» 
Fermikante vergrößert. Die Bindungsenergie bleibt praktisch ungeändert. 

W. Brenig. 


Green, Alex E.: Realistie independent-partiele model of the nucleus. Phys} 
Review, II. Ser. 102, 1325—1334 (1956). | 

Es wird ein phänomenologisches Zentralpotential der Kerne untersucht, das! 
charakterisiert ist durch eine universelle Tiefe, eine universelle Oberflächenaussl 
dehnung und eine innere Radiusfunktion. Die vier Parameter werden an experiif 
mentelle Werte der Neutronenstreuung und an die Bindungsenergien der Neutronen? 
angeschlossen. Der Vorteil dieses Modells besteht in seiner Einfachheit. Es wird gef 
zeigt, daß es in der Lage ist schnell recht gute Aussagen über die Wellenfunktionen! 
zu machen. Einige Beispiele werden diskutiert. F. Winterberg. 


Green, Alex E. $.: Approximate analytical wave functions for the nueleas! 
independent-partiele model. Phys. Review, II. Ser. 104, 1617—1624 (1956). I 
Es werden die Wellenfunktionen und eine Reihe wichtiger diagonaler Matrix:} 
elemente im Kernmodell eines sanften Potentialverlaufs (diffuse-boundary-potentiall! 
berechnet. Damit werden die relative Spinbahnwechselwirkungsterme für einen 
Thomas-Ansatz berechnet. Die Existenz großer Diskontinuitäten in den magischen 
Zahlen führt zu einer Spinbahnkopplung die 45mal größer ist als die im Thomas:) 
Ausdruck vorkommende. Außerdem werden die Radien der Neutronen- und Pro» 
tonen-Bahnen berechnet. Effektive Neutronen- und Protonen-Kernradien werden! 
berechnet und mit einem gleichwertigen Wechselwirkungsradius des Kerns verglichen.) 
Um den Kern lagert sich eine dünne Zone, die einen Neutronenüberschuß enthält.) 
F. Winterberg. 
Green, Alex E. S., Kiuck Lee and Richard J. Berkley: Nueleon densities in & 
diffuse-boundary independent-particle model. Phys. Review, II. Ser. 104, 1625— 162% 
(1956). | 
Die in einer früheren Arbeit berechneten angenäherten Wellenfunktionen werden 
angewandt zur Ermittlung der Proton- und Nukleon-Dichten. Es werden die Proton- 
Dichten für 6 Kerne kugelsymmetrischer Ladungsverteilung berechnet und mitt 
den experimentellen Werten der Stanford-Elektronen-Streuversuche verglichen. 
In groben Zügen wird eine Übereinstimmung der experimentellen und theoretischen: 
Werte festgestellt. Im Gegensatz der zur Deutung der experimentellen Ergebnisse: 
angenommenen gleichförmigeren Protonenverteilung zeigen die theoretischen Dichte-- 
verläufe eine Feinstruktur, indem die Dichten für verschiedene Radien maximale und] 
minimale Werte durchlaufen. Die Bedeutung dieses Resultats wird diskutiert. 
pi F. Winterberg. 
Watanabe, Shigueo: Über die Bestimmung der eharakteristischen Parameterr 
eines Kernresonanzniveaus. II. Anais Acad. Brasil. Ci. 28, 405412 (1956) [Portu-- 
giesisch ]. 
[Teil I, s. dies. Zbl. 71, 435.] — Hat ein Kern im Grundzustand Spin Null, so) 
läßt sich ein isoliertes Zwischenkern-Niveau, das er bei elastischer Streuung einer! 
Partikel mit Spin 1/2 bildet, weitgehend durch den differentiellen Wirkungsquer-- 
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| schnitt und die Polarisation dieser elastischen Streuung bestimmen. In der vor- 
liegenden Arbeit werden die speziellen Werte von differentiellem Wirkungsquer- 


schnitt und Polarisation angegeben, die dem Bahn- und Gesamtdrehimpuls des 
Niveaus zugeordnet sind. O. Hittmair. 


Zel’dovie (Seldowitsch), Ja. B. (J. B.): Der heutige Stand der Theorie des 


ß-Zerfalls. Fortschr. Phys. 4, 33—65 (1956); Übersetz. von Uspechi fiz. Nauk 56, 
165200 (1955). 


This is a review article on problems in the theory of ß-decay. Main contents 


) 
areas follows: Theory of allowed ß-decay of the nuclei, and the comparison with the 
experiments. Corrections of the primary ß-interaction caused by the pion-nucleon 


interaction, and some meson theoretical aspects of the ß-interactions, ete. But many 


_ topics (theory of the forbidden f-transitions, ß — y angular correlations, ete.) are 


not stated. Y. Yamaqguchi. 


Cimbleris, Borisas: Theorie der Diffusion im absorbierenden Medium unter 
Berücksichtigung einer periodisch wirkenden Punktquelle. Anais Acad. Brasil. Ci. 
28, 429—438, engl. Zusammenfassung 438 (1956) [Portugiesisch]. 

Die Lösung der eindimensionalen Diffusionsgleichung für -—o <x<x, 
— © << in einem Medium von konstantem Absorptionsquerschnitt und einer 
Punktquelle in x = 0 von der Ergiebigkeit a e’®! kann mit Hilfe der zweidimensiona- 
len Fouriertransformation leicht explizit angegeben werden. Für die Grenzfälle 
©— © und &— 0 werden hieraus Näherungsausdrücke für die den Neutronenfluß 
kennzeichnenden Größen abgeleitet und für Graphit, Wasser und schweres Wasser 
numerisch ausgewertet. F. Selig. 


Marchuk, 6.1.: Multi-group method of caleulation for the atomie power station 
reactor. J. Nuclear Energy 3, 238—250 (1956). 

Verf. gibt einen Bericht über die Anwendung der Mehrgruppentheorie auf den 
Graphit-Leichtwasserreaktor des russischen Atomkraftwerkes APS (AES). Nach 
geeigneter Definition der aus drei Schichten (Leichtwasserkern, Hohlzylinder be- 
stehend aus einer Mischung aus Uran, Graphit, Wasser und Baumaterial, und schließ- 
lich außen Graphit) bestehenden Einzelzelle wird diese zunächst nach der Fermischen 
Theorie der stetigen Bremsung berechnet (P,-Näherung). Im Anschluß daran wird 
der äquivalente homogene Reaktor nach der diffusionstheoretischen Zweigruppen- 
theorie mit Hilfe eines stufenweisen Approximationsverfahrens durch Lösung von 
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der thermische Fluß ist, v;, = 2,46. Um die Schwierigkeit des Problems eines all- 
seitig von einem Reflektor eingeschlossenen zylindrischen Reaktors zu umgehen, 
berechnet Verf. zwei Grenzfälle: a) zylindrischer Reaktor ohne Reflektor an den End- 
flächen, gleicher Radius wie der wirkliche Reaktor, b) zylindrischer Reaktor mit Re- 
flektor nur an den Endflächen mit gleicher Höhe wie der wirkliche Reaktor aber mit 
dem Radius des Systems Reaktor a) -+ Reflektor. Zwischen a) und b) alternierend, 
wird nun in sukzessiven Approximationen k,,;, nach jeweiliger Längen- bzw. Höhen- 
nachkorrektur so lange berechnet, bis k,,; = 1 erreicht ist. Die dazugehörenden 
Abmessungen werden als die kritischen angesehen. Im Anschluß an diese Rech- 
nungen wird nun der Reaktor noch nach der Mehrgruppentheorie mit Hilfe der Netz- 
werkmethode [Marchuk, Confer. USSR Acad. Sci. on the Peaceful Uses of Atomic 
Energy, Phys. Sei. Division, Engl. Ed. p. 275, New York (1955)] durch Lösung der 
Altersgleichung für die verschiedenen Gebiete des Reaktors und für verschiedene 
Lethargieintervalle berechnet. Dieser Methode wird noch die Methode der Differen- 


zen-Faktorisierung [Stark, Nucleonics 12 (2), 23 (1954)] gegenüber gestellt. 
F. Cap. 
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Bau der Materie: 


Murty, 6. $.: On the relativistie Thomas-Fermi atom. Progress theor. Phys: 

15, 473—479 (1956). 

Author investigates the solution of the relativistic Thomas-Fermi equation with 

and without temperature perturbation and points out that, at extremely higlll 

pressures relativistic effects become important. Following March, the authesf 

obtains the boundary values of the Thomas-Fermi function by means of a Taylor A 

expansion around the boundary point. The boundary values of the non- ne 

temperature perturbed Thomas-Fermi function are compared with the semi- -empiril 
cal formula of Gilvarry, thus obtaining a theoretical basis for the latter. 

P. Szepfalusy. 


Massey, H.S. W.: Theory of the scattering of slow eleetrons. Reviews moderzrf) 
Phys. 28, 199—213 (1956). 
Bericht über neuere Näherungsmethoden zur Berechnung des Wirkungsquer- 
schnittes für den elastischen oder inelastischen Stoß langsamer Elektronen. Verf! 
erläutert die Methoden ausführlich am Stoß gegen das H-Atom und geht nur kurz aufl) 
höhere Atome ein. @G. Höhler. 


Bazarov, I. P.: Equations with variational derivatives and distribution functions) 
for systems with complex interaction. Soviet Phys., Doklady 1, 510—523 (1957), 
Übersetzung von Doklady Akad. Nauk SSSR 110, 33 —41 (1956). | 

Verf. stellt Gleichungen auf, mit deren Hilfe man molekulare Verteilungs-- 
funktionen näherungsweise berechnen kann wenn das zwischenmolekulare Potentiall) 
einen zusammengesetzten Charakter hat. Das bedeutet, daß es sich etwa zusammen-- 
setzt aus den langreichenden Coulombschen Kräften und kurzreichenden Kräften] 
vom van der Waals-Typ. Die Bogoljubow-Methode der Variationsableitung wirdl 
zur Aufstellung der Gleichungen benutzt. H. Falkenhagen — G. Kelbg. 


Bellemans, A., V. Mathot et P. Zuckerbrodt: Les ph&enomenes critiques de vapo-- 
risation dans les m@langes binaires. I. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 42,, 
631—642 (1956). | 

Verff. beabsichtigen, die kritischen Erscheinungen bei der Verdampfung binärer' 
Mischungen durch Aufstellung der Zusammenhänge von kritischen Daten mit denı 
Kräften zwischen den Molekülen zu erklären. Zunächst stellen sie die allgemeinen ı) 
Gleichungen auf, welche die kritische Kurve einer binären Mischung ergeben. Um 
diese Gleichungen zur Anwendung zu bringen, benützen sie das statistische Modell|' 
der ‚‚konformen‘ Lösungen von Longuet-Higgins. Diese Theorie ergibt be- | 
sonders einfache Ergebnisse für die Veränderung der kritischen Daten als Funk-: 
tionen der Molkonzentration der Mischung. Die Theorie von Longuet-Higgins be-. 
ruht auf 2 Annahmen, nämlich 1. dem Theorem der übereinstimmenden Zustände 
für die reinen Substanzen und 2. auf einem Näherungsverfahren 1. Ordnung bei der' 
Berechnung der Konfigurationszustände einer Mischung. W. Kofink. 


Bellemans, A. et P. Zuckerbrodt: Les ph&nomönes eritiques de vaporisation dans 

nie melanges binaires. II. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 42, 643—663 
1956). 

Verff. erweitern ihr Näherungsverfahren auf höhere als 1. Ordnung und er- 
reichen infolgedessen ein tieferes Verständnis der Beziehungen zwischen intermole- 
kularen Kräften und kritischen Daten der Verdampfung binärer Mischungen. Da- 
zu verwenden sie ein neueres statistisches Modell von Prigogine, Bellemans und 
Englert-Chwoles, welches Glieder 2. Ordnung mitzuberücksichtigen erlaubt. Dies 
ist das ‚‚Mittleres-Potential“‘-Modell. Wiederum ist das Ziel, die kritischen Daten 
für Temperatur, Druck und Volumen als Funktionen der von den Verff. definierten 
molekularen Parameter herzuleiten. W. Kofink. 
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Barker, J.A.: The cell theory of liquids. II. Proc. : r 
ee y q II. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 237, 
Es werden einige für die verbesserte Zellenmethode (J. A. Barker, dies. Zbl. 64 
234) benötigte Integrale numerisch berechnet, und der Einfluß höherer Näherungen 
(Mehrfachbesetzungen, Korrelationseffekte etc.) diskutiert. W. Bremig. 

Katsura, Shigetoshi: On the Bose-Einstein eondensation. Progress theor. 
Phys. 16, 589—603 (1956). 

Die große Verteilungsfunktion, die zum thermodynamischen Potentialn =pV, 
a —n(V, T,))(A = Fugazität) gehört, kann formal als Exponentialfunktion 
mit dem. Exponenten V a. b,(V, T) geschrieben werden. Verf. gibt eine Ab- 


schätzung dafür daß man die Clusterkoeffizienten b,(V, T) durch ihren Grenzwert 
bXT) = lim b,(V, T) ersetzt. Für das ideale Bose-Gas können b, und 5° bekanntlich 


in geschlossener Form angegeben werden und damit kann für die Abschätzung ein 
Beispiel angegeben werden. Sodann wird die Sattelpunktsmethode zur Auswertung 
des Konturintegrales, durch das man in bekannter Weise die Zustandssumme 
(Kanonische Gesamtheit) darstellen kann, benützt. Für den Fall, daß die Einstein- 
Kondensation beginnt, muß die Methode etwas modifiziert werden. Das erkennt man 
aus der genauen Diskussion des Integrationsweges bei der ursprünglichen Integration. 
Damit können wieder die thermodynamischen Größen auch in der Umgebung der 
Kondensationstemperatur bestimmt werden. Die Arbeit enthält einige Erweiterun- 
gen bekannter asymptotischer Entwicklungen der verallgemeinerten Riemannschen 
Zetafunktion, G. U. Schubert. 


Fester Körper: 


Hill, R.: New horizons in the mechanies of solids. J. Mech. Phys. Solids 5, 
66— 74 (1956). 

The paper reviews on the basis of a common convex “work-function” the formal 
similarities between the variational principles established for the various inelastie 
media. A. _M. Freudenthal. 

Peretti, Jean: Calcul de Pamplitude des vibrations des atomes d’un eristal 
parfait en fonetion de la temperature. C.r. Acad. Sci., Paris 242, 1852—1855 (1956). 

The author considers a Bravais lattice, and denotes by g, a component of the 
displacement of an atom from its equilibrium position. By introdueing normal coordi- 
nates and momenta he is ableto show that the distribution function for each g; 
is Gaussian. An expression for <g?> is obtained. and its properties are briefly 
discussed. P. T. Landsberg. 


Seeger, A.: Neuere mathematische Methoden und physikalische Ergebnisse zur 
Kristallplastizität. Verformung und Fließen des Festkörpers. Koll. Madrid 26. bis 
30. Sept. 1955, 90—116 (1956). 

Referat über neuere Ergebnisse der Kristallplastizität mit reichhaltigem Litera- 
turverzeichnis. Dabei stellt Verf. die in letzter Zeit wiederholt formulierte Notwendig- 

"keit in den Vordergrund, eine theoretische und experimentelle Brücke zwischen 
Kristallplastizität und phänomenologischer (mathematischer) Plastizitätstheorie zu 
schlagen. Hierzu. scheint ihm der gegenwärtige Stand der Plastizitätstheorie des 
Einkristalls. geeignet. Bei dessen Darstellung wird zunächst qualitativ der Ver- 
setzungsmechanismus beschrieben, wobei folgende Unterscheidung wesentlich ist: 
(a) Versetzungen, die Scherungen hervorrufen und sich demzufolge rasch auflösen — 
theoretisch genügen sie zur Beschreibung jedes Verformungszustandes. Praktisch 
treten darüber hinaus auf (b) bleibende Versetzungen ohne Verspannung des Kristall- 
gitters; (c) bleibende Versetzungen mit innerem Spannungsfeld. (a) bedingt [im 
Gegensatz zu (b) und (c)] Volumenkonstanz. Ferner liegt bei (a) dem allgemeinen 
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Verzerrungstensor & ein Verschiebungsfeld 8 zugrunde, aus dem er sich (im Gegensat 
zur üblichen Definition) gemäß & — Grad 3 + Rot3 aufbaut. e erfüllt daher die) 
bekannten Verträglichkeitsbedingungen, welche sich nach Einführung eines geeigneten} 
Tensors Ink & zu Ink & = 0 schreiben. Im allgemeinen gilt Ink e # 0. Es bezeichne 
df die Normale zu einem beliebigen im Kristall gelegenen infinitesimalen Flächen-| 
stück und db den darauf wirkenden resultierenden Burgersvektor. Durch db =« d/jl) 
wird (unter idealisierenden Voraussetzungen) ein Tensor & der Versetzungsdichter]) 
erklärt. Mit % als Volumenkraft und o als Spannungstensor lassen sich dann zwei | 
Grundgleichungen Divo +5 =0; Rote -+& —0 hinschreiben, wobei allerdings‘ 
noch eine Relation zwischen o und «& fehlt. Im letzten Teil seines Berichtes macht! 
Verf. an Hand experimenteller Daten und Energiebetrachtungen plausibel, daß der | 
oft beschrittene Weg, Gleitlinien an der Kristalloberfläche zu untersuchen, tatsäch-N 
lich Aufschlüsse über den inneren Gleitmechanismus gibt. H. Lippmann. 

Haug, Albert: Adiabatische Näherung und Wechselwirkungsglieder in der) 
Theorie niehtpolarer Festkörper. Z. Phys. 146, 75—86 (1956). 

Bei der Aufstellung des Hamiltonoperators eines Systems von Elektronen, dies 
sich in Wechselwirkung mit den Gitterschwingungen befinden, geht man üblicher- 
weise so vor, daß man zuerst getrennt den Hamiltonoperator der sich im starren 
Gitter bewegenden Elektronen und denjenigen der, als Überlagerung harmonischert 
Wellen dargestellten, Gitterschwingungen aufstellt und dann, unter gewissen Plau-# 
sibilitätsannahmen, ein die Wechselwirkung zwischen Elektronen und Schallquanten 
beschreibendes Glied einführt. Verf. zeigt, daß man derartige, in der Theorie deril 
metallischen Leitfähigkeit eingeführten Glieder in geschlossener Weise aus einert 
einzigen Ausgangsgleichung gewinnen kann, wenn man die bei der adiabatischen 
Näherung (Aufspaltung in Ionen- und Elektronenbewegung) üblicherweise vernach--! 
lässigten Terme berücksichtigt und in geeigneter Weise umformt. H. Haken. 

Pfirsch, Dieter: Verallgemeinerung eines Theorems von Bloch. Z. Phys. 144,,N 
80—84 (1956). I 

Der Blochsche Satz besagt, daß der Zustand tiefster freier Energie im Festkörper! 
stromlos ist. Verf. erweitert diesen Satz. Dabei werden insbesondere auch gehemmte:)) 
thermische Gleichgewichte, wobei speziell die Translationsquantenzahl ausgezeichnetif 
ist, betrachtet. H.Haken. NV 

Löwdin, Per-Olov: Quantum theory of eohesive properties of solids. Advancesıl 
Phys., Quart. Suppl. philos. Mag. 5, 3—172 (1956). | 

Ausführlicher Bericht über die quantentheoretische Berechnung des Grund--! 
zustandes von Ionenkristallen und Metallen. Verf. stellt diejenigen Methoden in denil 
Vordergrund, bei denen die Gesamteigenfunktion aus atomaren Eigenfunktionen auf--! 
gebaut wird. Von besonderem Interesse sind dabei die vom Verf. in früheren Arbeiten ıl 
mehrfach untersuchten Fragen der Orthogonalität und der Überlappintegrale..! 
U. a. werden dann die Kohäsionseigenschaften von Ionenkristallen und Metallen ı 
behandelt sowie Näherungen, die über Hartree-Fock hinausgehen, insbesondere die 
Überlagerung mehrerer Slaterdeterminanten und die Berechnung der Korrelations- :! 
energie. @. Höhler. \ 

Chambers, R. G.: Our knowledge of the Fermi surface. Canadian J. Phys. 34, , 
1395—1420; Discussion 1420—1423 (1956). z 

Ausführliche Diskussion der experimentellen Bestimmungsmethoden der Band. .| 
struktur von Festkörpern. “O0. Madelung. | 

Sagawa, Takasi: Eleetronie states in one-dimensional erystal lattice having 
several defects. Sci. Reports Töhoku Univ., I. Ser. 39, 145—155 (1956). | 

Untersuchung des eindimensionalen Kronig-Penney-Modells mit mehreren 
‚Störstellen‘. Die wichtigsten Ergebnisse sind: Eine einzelne Störstelle liefert in | 
jedem verbotenen Band einen Term. Zwei Störstellen verschiedener Art liefern je ı 
zwei Terme. Zwei Störstellen gleicher Art liefern ebenfalls zwei diskrete Terme, die | 
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“energetisch gleich denen einer einzelnen Störstelle ist, wenn beide Störstellen weit 

| auseinanderliegen. n Störstellen gleicher Art liefern in jedem verbotenen Band 2r—1 
Terme. O. Madelung. 

| Okada, Sh6z6: Energy eigen-values of an eleetron in a one-dimensional perio- 

‚dically-dislocated lattiee with a defeet. Sci. Reports Töhoku Univ., I Ser. 39, 194— 

204 (1956). 

| Berechnung der Eigenwerte eines Elektrons in einem eindimensionalen Gitter, 

| das 1) eine lokalisierte Störung enthält und 2) dessen Gitterkonstante sich periodisch 

ändert. O. Madelung. 

| Weidenmüller, Hans-Arwed: Vergleich von lokalisierten Funktionen und ebenen 

Wellen für Elektronen mit Wechselwirkung. Z. Phys. 145, 54—64 (1956). 

Der Vergleich wird an folgendem Modell durchgeführt: Die Elektronen sollen 
sich in einem eindimensionalen Kontinuum bewegen und gegenseitig durch ein als 
Gaußfunktion gewähltes Potential miteinander gekoppelt sein. Es wird der Erwar- 
tungswert der Energie berechnet einmal unter Benutzung ebener Wellen für die 
Elektronen, zum anderen unter Benutzung von lokalisierten Gaußfunktionen, die 
noch einem Orthogonalisierungsverfahren unterworfen werden. Dabei werden 
insbesondere der Einfluß des Spins wie auch die Abhängigkeit der Ergebnisse von der 
Orthogonalisierung diskutiert. H. Haken. 

Bardeen, J.: Interaction between eleetrons and lattice vibrations. Canadian J. 
Phys. 34, 1171—1186; Diseussion 1186—1189 (1956). 

Zusammenfassender Bericht über Methoden und Ergebnisse bei der Behand- 
lung von Elektron-Gitter-Wechselwirkungen. — Für einwertige Metalle wird ein 
kritischer Vergleich der älteren Wechseiwirkungsansätze von Nordheim, Bloch 
und Bardeen mit den neueren, auf der Methode von Bohm und Pines (dies. Zbl. 
53, 182) beruhenden Verfahren von Nakajima (Proc. Internat. Conf. Theor. Phys., 
Kyoto and Tokyo 1953) und Bardeen-Pines[Phys. Review, II. Ser. 99, 1140— 1150 
(1955)] gegeben; letztere gestatten die Berücksichtigung der Coulombwechselwirkung 
der Valenzelektronen. Die Bedeutung von Umklapp-Prozessen bei tiefen Tempera- 
turen wird diskutiert. Im Hinblick auf die Grenzen ihrer Anwendbarkeit werden 
abschließend die für nicht polare und polare Kristalle üblichen Methoden kurz 
skizziert. M. Porsch. 

Sehützer, Walter: On Bohm-Pines theory of plasma. Anais Acad. Brasil. Ci. 28, 
419—422 (1956). 

A dense electron gas is dealt with by a method different from that of Bohm- 
Pines. The Hamiltonian governing the behaviour of an electron is given by 


H=(1/2m)p +V +4ne N kr: | ern fa’, p',t) de’ dp’, 


k 
where V is a square potential well describing the action of ions which hold the 
assembly of electrons and f(x, p, t) isthe density function. From Liouville’s theorem: 
of/at-+ [f, H] = 0, Bohm-Pines basic equations are derived. The solutions of these 
equations that represent small deviations from static equilibrium are obtained, 
yielding Bohm-Gross’ dispersion relation. H. Kanazawa. 

Kuper, €. C.: On the Bohm-Pines theory of a quantum-mechanical electron 
plasma. Proc. phys. Soc., Sect. A 69, 492—495 (1956). 

Die Bohm-Pines-Theorie des quantenmechanischen Elektronen-Plasmas stützt 
sich auf einen Kunstgriff, bei dem zusätzliche Variable eingeführt und zur Kompen- 
sation gewisse Nebenbedingungen formuliert werden. Diese Nebenbedingungen 
werden dann in dem weiteren Verlauf der dortigen Untersuchungen nicht mehr be- 
rücksichtigt. Verf. geht von der Bemerkung aus, daß die Wellenfunktionen von 
Bohm und Pines diese Nebenbedingungen nicht erfüllen, und zeigt, daß die Vernach- 
lässigung dieser Nebenbedingungen zu einem Widerspruch führen kann derart, daß 
der Energie-Erwartungswert negativ unendlich wird. H. Haken. 


| 
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| 
Seeger, Alfred: A variational prineiple for eonduetion phenomena in the pre} 
sence of a magnetic field or asymmetrie scattering mechanisms. Canadian J. Phys; 

1278—1280 (1956). 
n Im Fall An gr ausgedehnten homogenen isotropen Metalls ist die 
Blochsche Integralgleichung dem Kohlerschen Variationsprinzip äquivalent. 
Kohlerprinzip versagt bei Anwesenheit irgendwelcher Unsymmetrien im Metell, 
z.B. von Fehlstellen. Die Blochsche Integralgleichung wird für einen derartigen Fal 
inder Form: Ag{x}+ A fx} = 0 geschrieben, wo Az der Blochsche Integraloperato | 
ist und A, der unsymmetrische Zusatz. Mit dem Ansatz x = in RN = 2 Any 
A, » Az gelingt dann eine Lösung des Problems mittels Iteration des Variations- 
verfahrens. W. Klose. 

Zil’berman, G. E.: Thermal and galvanometric effeets in strong fields at lo 
temperatures. Soviet Phys., JETP 2, 650—656 (1956), Übersetz. von Zurn. eksper. 
teor. Fiz. 29, 762—769 (1955). Aus 

Thermokraft, spez. Widerstand und Hall-Effekt eines Metalles bei tiefen Temi- 
peraturen werden auf der Basis des Zwei-Bänder-Modells diskutiert. ©. Madelung. E 

Gold, Louis and Laura M. Roth: Galvanomagnetie theory for eleetrons in 
germanium and silieon: magnetoresistanece in the high-field saturation limit. Phys, 
Review, II. Ser. 103, 61—66 (1956). \ 

Das anisotrope Verhalten der galvanomagnetischen Effekte in n-Germanium 
und n-Silizium wird für den Grenzfall sehr hoher Magnetfelder unter der verein- 
fachenden Annahme einer konstanten Relaxationszeit diskutiert. O. Madelung. 

Klinger, M.1.: The theory of the Hall effect in ionie semieconduetors. Soviet Phys,, 
JETP 2, 383—390 (1956), Übersetz. von Zurn. eksper. teor. Fiz. 29, 439—448 (1955).. 

Berechnung des Hall-Koeffizienten von Ionenhalbleitern unter Berücksichtigung 
der Wechselwirkung der Elektronen mit den Polarisationsschwingungen in der adia-- 
batischen Approximation und im Falle schwacher Kopplung. O. Madelung. 

Madelung, Otfried: Zur Theorie der Leitfähigkeit isotroper Halbleiter im Magnet-- 
feld. Z. Naturforsch. 1la, 478—481 (1956). 

Die Theorie der Wärmeleitfähigkeit isotroper Halbleiter im Magnetfeld wird für den 
isothermen und den adiabatischen Fall entwickelt und diskutiert. Der elektronische An-. 
teil der Wärmeleitfähigkeit sinkt für kleine Magnetfelder zunächst proportional (u B)?' 
und verschwindet im Grenzfall unendlich hoher Magnetfelder völlig. Der Effekt ist in 
nicht entarteten Halbleitern am größten im Störleitungsgebiet und nimmt beim Übergang 
zum Eigenleiter ab. Ebenso verschwindet er mit wachsender Entartung. Autorreferat. 

Samojlovi& (Samoilowitsch), A. G. und L.L. Korenblit: Die Entartung eines 
Elektronengases in Halbleitern. Fortschr. Phys. 4, 630—678 (1956); Übersetz. von 
„ Uspechi fiz. Nauk 57, 577—630 (1955): 

Ausführliche Diskussion der Theorie des entarteten Halbleiters und Vergleich 
mit experimentellen Ergebnissen. Besonders behandelt wird der Einfluß der Ent- 
artung auf die Statistik, auf die magnetischen Halbleitereigenschaften und auf die 
kinetischen Koeffizienten. Einige mit der Entartung zusammenhängende ungelöste 
Probleme werden abschließend diskutiert. O. Madelung. 

Meyer, H. J. G.: Interaetion of exeitons with lattice vibrations in polar erystals. 
I. General theory. Physica 22, 109—120 (1956). 

Verf. entwickelt zunächst die Theorie der effektiven Masse für das Exziton im 
starren Gitter wie auch für eines in Wechselwirkung mit den Gitterschwingungen. 
Dabei wird die innere, wasserstoffähnliche Exzitonenbewegung absepariert und eine 
Gleichung für die Wechselwirkung der Schwerpunktsbewegung mit den Gitter- 
schwingungen gewonnen. Die enge Analogie der sich so ergebenden Gleichung mit der 
des ‚‚Polarons‘‘ erlaubt dem Verf. die Anwendung der Methode von Gurari zur 
(näherungsweisen) Lösung. Mit den so gewonnenen Wellenfunktionen wird dann 


schließlich die Übergangswahrscheinlichkeit für licht-emittierende Exzitonen- 
Übergänge berechnet. H. Haken. 
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